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Die vorliegende Sammlung ift beftimmt, Anfängern, welchen das 
Verfahren Der analytifhen Geometrie nicht mehr ganz fremb ift, 
Gelegenheit zu geben, fich die nöthige Gewandtheit in der Behand; 
| lung geometrifher Aufgaben, und zugleich Fertigkeit im analytifchen 
Calcul zu erwerben. Es war befonderd bie Rüdficht auf den zus 
letzt genannten Zwed, weldye mid) beftimmt hat, dad gegenwärtige 
Verk in drei Abfchnitte zu theilen, von welchen der erfte bloß die 
Kenntniß der endlichen Analyfis, der zweite auch diejenige der Difs 
| ferentialrechmung und der dritte die Befanntfchaft mit der Inte⸗ 
x gralrehnung vorausſetzt. 
m die erfte Abtheilung habe ich Die Lehre von der Col⸗ 
“ fineation und Reciprocität (theorie des. polaires r&cipro- 
. ques) ebener Figuren aufgenommen, weil ed mir rathfam fheint, 
den gebörig vorbereiteten Anfänger vor ügich an Allgemeinheit der 
Betracdhtungsweife zu gewöhnen; doch * e ich mich dabei mit Ab⸗ 
ſicht nur des gewöhnlichen Coordinatenſyſtems bedient. Bei der 
Darſtellung der Reciprocität drängte ſich mir die Betrachtung auf, 
daß ſich Die Lehre von den conjugirten Durchmeſſern unabhängig 
von den Linien zweiten Grades durchführen laſſe; um mich aber 
von dem herkömmlichen Wege nicht zu ſehr zu entfernen, habe ich 
dieſen Gegenſtand mehr angedeutet als ausgeführt (5. 19. u. 20.). 
Herr Möbius, der die Collineationsverwandtſchaft in ihrer All 
gemeinheit zuerſt aufgeftellt, hat die collinenren Figuren größten; 
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theild unabhängig von ihrer Lage betrachtet; ich fand mich veran- 
laßt, diefe gegenfeitige Lage collinearer Figuren einer befonderen 
Betrachtung zu unterwerfen, wodurd) ich in den Stand gefeßt wurde, 
mehrere Sätze, welhe Herr Poncelet vermittelft einer Conſtruc⸗ 
tion im Raume zuerft hergeleitet bat, auf rein analytifhem Wege 
ohne Hülfsconftruction aus allgemeinen Gefeßen abzuleiten. Daß 
ih Dabei einige neue Benennungen gebraudht, und 3. DB. der ges 
raden Linie, weldhe fchon von Herren Poncelet und Plüder, in 
Beziehung auf zwei Kegelfchnitte, secante commune und Chor; 
dale genannt worden, den Namen Collineationdachfe gegeben habe, 
wird man, in Rückſicht auf Die ihe zu runde liegende allgemeis 
nere Anficht des Gegenſtandes, nicht mißbilligen. 

Da die Eollineationdverwandtfhaft durch zwei Gleichungen aus; 
gedrüdt wird ($. 11. ©. 1.), in weldhen die darin vorfommen; 
den Nenner einander gleich find, und das Wefen diefer Verwandt: 
fhaft, analytiſch betrachtet, eben in der Gleichheit diefer Nenner 
befteht, fo lag mir, bei der anhaltenden Befchäftigung mit diefem 
Gegenftande, der Gedanke fehr nahe, diefe Gleichheit der Nenner 
aufzuheben und zu unterfuchen, welhe Art der Berwandtfchaft 
durch die auf dieſe Weife verallgemeinerten Gleichungen ausgedrückt 
werde, eine Unterfuchung, die Feine Schwierigfeit hatte, und Deren 
Einzelnheiten für mid) um fo leichter waren, als ich mir die fchon 
vorber beendigte Unterfuchung der Collineation dabei im Allgemei: 
nen zur Norm dienen laffen konnte. Diefe neue Art der Ver: 
wandtichaft, mwiewohl ihr eine neue dee ganz und gar nicht zu 
Grunde liegt, und diefelbe vielmehr nur ‚ald eine Verallgemeines 
rung der Eollineation zu betrachten ift, auf die Herr Möbius in 
feinem vortrefflihen Barycentrifhen Ealcul an mehr ald einer Stelle 
bingemwiefen hat, fihien mir dennoch der Beachtung der Geometer 
nicht ganz unwerth, und ich machte fie deöhalb in einem franzö⸗ 
fifch gefchriebenen Auflage im Jahre 1831, bald nachdem ich fie 
gefunden hatte, befannt. y diefem Aufſatze ſowohl, ald in ber 
in Diefem Werke enthaltenen Darftellung dieſer Verwandtſchaft, habe - 
ich mich darauf befchränft, fie nur fo weit zu betrachten, als fie die 
Lage der einander entfprechenden Punkte betrifft, und dabei dieje; 
nigen anderen VBerwandtfchaften, welche fi) aus ihr vermittelit der 
Reciprocität unmittelbar ergeben, nicht weiter für ji) in Ermägung 
gezogen, fondern nur die Anwendungen, welche ſich von Diefen ans 
deren Verwandtfchaften machen laffen, an Beifpielen gezeigt. Eine 
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volltändige Behandlung des in Rede ftehenden Gegenftanded würde 
niht fowohl auf eine Ausführung diefer anderen Berwandtichaften, 
fondern vielmehr auf die Beftimmung der Conftanten und auf die 
metriihen Relationen zu richten feyn, und ed würden befonders 
diejenigen nicht durch Die Reciprocität herzuleitenden Verwandtſchaf⸗ 
tm in eine folhe Behandlung eingefchloflen werden fönnen, nad) 
welhen 3. B. einer geraden nie im Allgemeinen eine Linie vier⸗ 
ten Grades entfpricht, weldye drei beftimmte Doppelpunfte hat und 
dur Drei andere ebenfalls beftimmte Punkte gebt u. f. fe Was 
übrigend Die Ausdehnung der mehr erwähnten Berwandtfchaft auf 
den Raum betrifft (die ich mir noch vorbehalten muß), fo entfpricht 
nah derfelben einer Ebene im Allgemeinen keinesweges eine Fläche 
zweiten Grades, wie eine oberflädhlihe Analogie vielleicht anzunehs 
men geneigt machen könnte; die Flächen zweiten Grades erfheinen 
nebft anderen einzelnen Fällen bier nur durch beftimmte Particus 
larifationen *). 


*), In einer zu Ende des vorigen Jahres erfchienenen Schrift unter dem 
Titel: Suftematifche Darftelung der Abhängigkeit geometrifcher Geſtalten ıc. ‚von 
Jacob Steiner, die mir erft im Anfange des gegenwärtigen Jahres, als die 
erſte Abtheilung der vorliegenden Sammlung größtentheils fchon die Preſſe vers 
laſſen hatte, zu Geſicht gekommen, iſt die oben erwähnte Verwandtſchaft ebenfalls 
behandelt. Hr. Steiner fagt in feiner Vorrede, daß er die Refultate fchon im 
Jahre 1828 gefunden habe, ohne fie bekannt zu machen, und fügt dann die Bes 
mertung hinzu: es fey leicht erflärlich, daß diefer Gegenſtand in’s Publicum &e 
kemmen fey, da er kein Geheimniß daraus gemacht habe. — Da nun diefer Ges 
senftand nur. durch mich in's Publicum gekommen, fo muß ich annehmen, Kr. St. 
wid durch diefe Bemerkung zu verſtehen gehen, ich habe diefe Sache durch fein 
angebliches Nichtgeheimhalten erfahren. Nachdem ich oben den Hergang der Aufs 
findung jener Bermwandtfchaft, welche, wie gefagt, durch Verallgemeinerung der Col: 
lineation hervortritt, und welcher keinesweges, wie Hr. St. zu glauben fcheint, eine 
neue bee zu Grunde liegt, erzähle habe, kann ich mich jeder Gegenbemerkung 
über jene ungegründete Aeußerung enthalten. Webrigens fpricht Hr. St. in ders 
ſelben Borrede zwar noch von einer vollftändigen Mittheilung des genannten Ge⸗ 
senftandes; deſſen ungeachtet finden fich in dem darauf bezüglichen Paragraphen 
feiner Schrift nur diejenigen Refultate, die ich bereits gefunden und befannt ges 
macht hatte, und außerdem einige unbedeutende Einzenheiten, wogegen denn wie; 
der andere von mir gegebene Details weggelaſſen find. Und was die von Hrn. St. 
verfuchte Ausdehnung auf den Raum betrifft, fo ift diefe, felbft wenn man feine 
Darkellung nur als eine Andeutung einer ausführlicheren Behandlung anfehen 
wollte, gänzlich mißlungen zu nennen, indem er nur particuläre Fälle der allge: 
meinen Berwandtfchaft (zum Theil fogar ohne die unumgänglich nöthigen Be⸗ 
Kimmungen) aufführt, den Hauptfall aber nicht einmal erwähnt. 
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In der zweiten Abtheilung bin ich, was die Anwendung 
der Differentialredhnung betrifft, in der Hauptfache. der Lagrange⸗ 
fhen Vorftellungdmeife gefolgt, weil diefe, meiner Meinung nady, 
für Anfänger eine größere Evidenz bat, als die fonft befannten Vor⸗ 
ftellungsarten; die Differentialcoefficienten habe ich aber auf die ges 
wöhnliche Weife bezeichnet, es jedoch überall vermieden, den Zähr 
ler und Nenner diefer Bezeichnung von einander zu trennen. 

Sn der dritten Abtheilung find die Integrale der erpli- 
citen Functionen aus den Syntegraltafeln von Meier Hirfh ges 
nommen worden. Der Anfänger wird nicht unterlaffen, zu feiner 
Hebung diefe Sntegrale felbft herzuleiten, und fid) deöhalb der ges 
nannten Tafeln nicht bedienen. Die Integration der Differential: 
gleichungen ift, bis fie auf eine fogenannte Quadratur rebucirt iſt, 
vollftändig gegeben worden, weil ed Anfängern Schwierigkeit mas 
chen fönnte, Die geeignete Integrationsmethode aufzufinden. Dies 
jenigen Xehren ber Integralrechnung, mit welchen dieſer Zweig der 
Analyſis in der neueſten Zeit bereichert worden, die aber bis jetzt 
noch nicht in die Lehrbücher übergegangen, ſind bei der Auflöſung 
der Aufgaben nicht in Anwendung gebracht worden, weil ſie den 
Anfängern noch nicht bekannt ſeyn können. 

Ueberall find in den Löſungen der Aufgaben und in den Bes 


weifen der Lehrfäße nur die Hauptmomente, und zwar fo gedrängt 


angegeben worden, als ed ohne Mißverftändniffe zu veranlaflen mög- 
lich war. Dem 2efer habe ich es überlaffen, die leicht einzufchal; 
tenden Mittelglieder hinzuzufügen, damit feine Gelbftthätigfeit in 
Anfprudy genommen bleibe, und der Umfang ded Buches, der ob: 
nehin eine größere Ausdehnung erhalten hat, ald ich ihm zu geben 
anfänglich beabfichtigte, nicht noch mehr vergrößert werde. 

Unter den Uebelftänden, die ſich mir bei der Ausarbeitung die; 
fer Sammlung entgegenftellten, trat die befonderd heraus, daß mir 
fein Werk befannt war, welches alle diejenigen Lehren der analy: 
tiihen Geometrie enthält, die bei der Auflöfung der Aufgaben in 
Anſpruch genommen wurden, von welchem ferner auch hätte anges 
nommen werden fünnen, daß ed fich, wie Euclids Elemente, in den 
Händen eines jeden Mathematifbefliffenen befinde, und auf Dad ich 
mich demnach hätte berufen können. Ich war daher genöthigt, Die 
einzelnen Lehren der analytifhen Geometrie den Aufgaben, deren 
Löfung auf ihnen beruht, in gebrängter Kürze vorangehen zu laf: 
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ſen, wobei ich mich denn aber bemühte, dieſe Lehren ſelbſt, ſo weit 
es ohne beſondere Weitläufigkeit geſchehen konnte, in die Form von 
Aufgaben zu bringen. Dadurch iſt das vorliegende Werk, ſeiner 
Form und zum Theil auch ſeinem Inhalte nach, einem Lehrbuche 
der analytiſchen Geometrie näher getreten; dennoch habe ich ihm 
dieſe Benennung nicht geben können, weil ein Lehrbuch Anforde⸗ 
rungen zu genügen hat, die eine zur Uebung beſtimmte Aufgaben⸗ 
Sammlung nicht erfüllen kann. 

Ueber den Gebrauch der vorliegenden Sammlung habe ich im 
Allgemeinen nur Folgendes zu bemerken: Der Anfänger muß das 
Buch genau der Reihe nach durchgehen, und die Löſung einer jeden 
Aufgabe auf analytiſchem Wege ſelbſt zu finden ſuchen, ohne daß er 
auf die dieſer Aufgabe unmittelbar folgende Löfung hinüber fieht. 
Benn ihm dies gelungen ift, muß er feine Löſung mit der eben 
genannten vergleichen. Sind aber feine Bemühungen um eine felbft; 
Händige Auffindung der Löſung vergeblid, fo mag er den Anfang 
der im Buche befindlichen fo weit aufmerffam durchgehen, bis er 
ven Weg allein weiter verfolgen zu Fönnen glaubt. Bei vielen Auf; 
gaben wird ihm die Umficht zu Statten fommen, bie er ſich bei 
Belegenheit Der Löfung früherer Aufgaben auf dieſe Weife ſchon 
erworben hat; denn es ift fo viel ald möglich Sorge getragen wor: 
den, einer Aufgabe, deren Löfung fih durch eine eigenthümliche 
Behandlungsweiſe auszeichnet, verwandte Aufgaben, die nad) der; 
felben oder auf ähnliche Weiſe behandelt werden können, folgen 
zu laſſen. So z. B. wird ed gewiß den meiften Leſern gelingen, 
die Aufgabe (36.) zu löfen, nachdem fie die Löfung der Aufgabe 
(33.) wohl erfaßt Eaben. 

‚, ‚Die verfchiedenen älteren und neueren Werke aufzuführen, bie 
ih bei der Ausarbeitung des vorliegenden benußen mußte, balte 
ih für unnöthig; ich nenne nur, ald die am meiften in Anſpruch 
‚ genommenen, die Annales de mathematiques, die Analytifch : geo; 
metriihen Entwidelungen ded Herrn Plücker und den Barycentris 
(hen Ealcul des Herın Möbius. Bon den Werken in fremden 
Sprachen, mit welchen das gegenwärtige faft denfelben Zwed hat, 

d mir nur zwei befannt geworden, nämlich erftend: L. Puis- 
Sant, Recueil de diverses propositions de geomeirie, re- 
solues ou demontrees par Tanalyse algebrique, und zwei⸗ 
tens: George Peacook, A collection of examples of the 
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Dritte Abtheilung. 


Die Quadratur ber Curreenn. 
Die Reetiſication bee Curven. oo... 
Aufgaben, welche auf Diferentialgleichungen erfier Drbnung führen. . . . . . 
Aufgaben, welche auf Differentialgleichungen höherer Orbnungen führen. 
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Erite Abtheilung. 
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2 N Anfangepunft A und bie Lage einer geraden Linie AX ſey gegeben. 


Geber Punkt N diefer Linie wird nun ebenfalls als gegeben angefehn werben 
fonnen, wenn bie Größe a des GStüded AN befamt if. Iſt auch für 
einen andern Punkt N’ der Linie AX bie Größe a’ von AN’ bekannt, fo ift 
die Entfernung h ber beiden Punfte N und N’ 

h=a-—ı. (1) | 
Biegt aber der Punkt N’ nicht auf ber Linie AN felbft, fondern auf ihrer 
Berlängerung über A hinaus, und ift AN’—=a", fo bat man für die Ent- 
fernung h ber: beiden Punfte N und N’ 

h= a+a’. (2) 
Beide Formeln (1 und 2) laffen fich indeſſen in eine 

h = a—x (3) 
tafommen faflen, indem man AN=x feßf, und den Werth von x pofitiv 
nimmt, wenn N auf ber einen Seite von A, negativ hingegen wenn diefer 
Dunft auf der entgegengefeßten Seite liegt. 


Es feyen nun AX und AY zwei der Lage nach gegebene im Punkte 


A fih ſchneidende unbegrenzte gerade Linien, und P irgend ein Punkt ihrer 
Ebene. Zieht man von P aus die Gerade PN parallel mit AY big fie bie 
finie AX oder deren DBerlängerung trifft, fo werden AN und NP als ge 
Ken angefehen werben Fönnen, wenn ber Punkt P gegeben ift, und umge 
kat wirb die Lage des Punktes. P gegeben feyn, wenn bie Größen von 
AN und NP gegeben find. 

Die Linien AX und AY beißen Coordinatenachfen, AN und AP 
be Eoorbinaten de Punktes P. Der Punkt A heißt der Anfangs: 


Sig. 1. 


Fig. 2. 


Fig. 3. 


yanft der Evorbinaten; AX wird die Abfciffenachfe und AY bie A? 
1 * j 
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De Anfangspunft A. und die Lage einer geraden Linie AX fen gegeben. 
Jeder Punkt N diefer Linie wird nun ebenfalls als gegeben angefehn werben 
fönnen, wenn bie Größe a bed Stuͤckes AN bekannt if. Iſt auch für 
einen andern Punkt N’ der Linie AX die Größe a’ von AN’ befannt, ſo ift 
die Entfernung h ber beiden Punkte N und N’ 

h=a—ı. (1) | 
Eiegt aber der Punkt N’ nicht auf ber Linie AN felbft, fondern auf ihrer 
Berlängerung über A hinaus, und ift AN’=a", fo hat man für die Ent: 
feruung h ber: beiden Bunfte N und N’ 

h= a-+2. (2) 
Beide Sormeln (1 und 2) laſſen fich indeffen in eine 

h= a—x (3) 
mionmen faflen, indem man AN=x feßt, und den Werth von x pofitio 
simmt, wenn N auf der einen Seite von A, negativ hingegen wenn dieſer 
Punkt auf Der entgegengefegten Seite liegt. 

Es feyen nun AX und AY zwei der Lage nach gegebene im Punfte 
A fich fehneibende unbegrenzte gerade Linien, und. P irgend ein Punkt ihrer 
Ebene. Zieht man von P aus die Gerade PN parallel mit AY big fie die 
finie AX ober deren Verlängerung trifft, fo werden AN und NP als ge 
geben angefehen werben können, wenn der Punkt P gegeben tft, und umge- 
kehrt wird bie Lage bed Punktes P gegeben feyn, wenn bie Größen von 
AN und NP gegeben find. 
Die Linien AX und AY heißen Coorbinatenachfen, AN und AP 

be Eoorbinaten bed Punktes P. Der Punkt A heiße der Anfangs: 


Sig. 1. 


Fig. 2. 


Fig. 3. 


punft der Eoordinaten; AX wird bie Abfciffenachfe und AY bie A? 
1 * j 
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5. 1. Ordinatenachſe genannt; ferner heiße AN die Abſciſſe und NP die 
Drdinate des Punktes P. Den Winfel XAY nennt man Coordinaten⸗ 
winfel, und die Coordinaten heißen rechtwinkflige oder fchiefwinflige, je 
nachdem dieſer Winkel ein rechter ober ein fchiefer ift. 

Sind P, P', P” und P” vier in den Winfeln XAY, XAY, XAY' 
und XAY’ gelegene Punkte, deren Abfeiffen x eine gleiche Größe a und Be: 
ren Ordinaten y ebenfalls eine gleiche Größe b haben, fo ift, nach dem mag 
oben gefagt worden ift: 


fuͤr ...x=-+ra md y—=+b 
für P = —a und y=-+-b 
für PP...x=—a und y=—b 
für P"..xs=+a und y=—b. 


Eine andere Art einen Punkt in einer gegebenen Ebene zu beflimmen 
ift folgende. 

Sig. 4. Es fen A der Anfangspunft einer der Lage nach gegebenen Geraben 
AO bdiefer Ebene und P irgend ein Punft der legtern. Zieht man AP, fo 
ift die Größe von AP und bie des Winfeld PAQ als gegeben anzufehen, 
wenn der Punft P gegeben ift, und umgekehrt iſt die Lage Des Punftes P 
als gegeben zu betrachten, wenn bie Größen von AP und von dem Wins; 
fel PAQ gegeben find. 

Die Linie AP und der Winkel PAO heißen Dolar-Eoordinaten 
des Punktes P. Der fefte Punkt A heißt der Anfangspunft ober Pol, 
AO Heißt die Achfe und bie Gerade AP wird der Radius vector (Leit: 
ſtrahl) genannt. Macht eine Gerade AP mit der Achſe AQ den Winfel 
&, und liegt ein Punkt P auf der erfigenannten Linie felbft in einer Ent⸗ 
fernung AP==a, ein anderer P’ aber in derfelben Entfernung von A auf 
ihrer Verlängerung über A hinaus, fo find die Polar: Eoordinaten u und t, 
in Folge der zu Anfang gemachten Bemerkung, 


für P...t=a (odr=at2nn) und u=-Ra 
für P'..t=e (odbr=am=2nn) und u=—a. 


Man kann aber auch, wie leicht einzufehen ift, 


für P..t=a-+(1%2n)z und u=—a 
für P...t=a-+-(152n)z und u=-+a 


fegen, wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 





$. 2. .2. 

Aufgabe [1]. Die Coordinaten zweier Punfte P,, P, find gegeben; 
es fol ihre Entfernung P,P, durch diefe Eoordinaten ausgedrüct werden. 

J. Es feyen x,yı und x,y, die fehieftoinkligen Coordinaten der Punkte gig. 5. 
P, und P, und « der Coordinatenwinkel. Man ziehe P,M der Abſciſſen⸗ 
ahſe parallel; dann ift 

PM=AN,—AN =, —ı ; P.M=P,N, — PN =y—yı ; 

LP,MP,=n—a ; coP ,MP,=—cosa , und daher, nach einem 
befannten Saße ber Trigonometrie, . 
PB=+lyn—yı? +2 —r)(ya—Yeosc+(—n). (4) 

Diefe Formel ift allgemein gültig, wenn auch wie in Fig.6, ZP,MP, Sig. 6. 
=e if. Denn alsbann ift zwar nicht PAP,’—=P,M -+2P,M.P,Meos« 
 +PM” , fondern P,P.—=P,M’—2P,M.P,M.cos«-+P,M” ; aber e ift 

dann auch y„—yı negativ, und man überzeugt fich leicht, daß in allen 
Fällen, in welchen P,ÄMP,=a iſt, „„—yı und xx —x, entgegengefeßte 
Zeichen haben muͤſſen. 


IL Iſt der Coordinatenwinkel ein rechter, ſo iſt «= ımb cos o—0, 
daher 


P. P. - *V(yL- —n) - (5) 

IL Es feyen t, u, und t, u, die Polarcoordinaten ber Punkte P 
und P,; dann iſt, wie leicht einzufehen, 

PP, = lu? Fu? — 2uWwcos(t,—t) - | (6) 


> 


Zrandformation der Evordinaten. 


$. 3. 
Es ſeyen AX und AY zwei Eoordinatenachien, auf welche der Punkt Bi. 7. 
P durch feine beiden Eoorbinatn AC—x und PC=y bejogen iſt, und 
 fiyn AX’ , AV' zwei andere (neue) Achfen, auf welchen berfelbe Punft 
Pie Eoorbinaten AD—x und PD=y’ hat. Es feyen ferner die Eoor: 
dinaten des neuen Anſangepunties A', nämlich AB=a und ABb, und 





6.3. die Winkel, welche bie neuen Achfen mit der alten Abfeiffenachfe oder mit 


Sig. 7. 


ber ihr parallelen Linie AE bilden, XAE=P und YAE==y, gegeben. 
Serner ſey YAX=au . | 

Aufgabe [2]. Man ſoll die in Eoordinsten durch die nenen 
ausdruͤcken. 

Man ziehe Dr mit AY und DM mit AX parallel, fo ift 


im A A'Dn , Anz, pe, p AD=fr, 








sinAnD 
_sinDPm _,_sin(a—y) ,, sinPDm „„,_siry 
im APDm, Dn= Da Te Da nn y. 
Da nun AC=AB-+-An-+Dm und PC=AB--Dn-+Pnm , fo ift 
io ar ir (ep) „ler, 
sin« a) 


y=b-+ m? vr + 1 
Diefe Ztandformationsformeln (1) find allgemein gültig, die Winfel 
&, 8; y mögen eine Größe haben, welche man will. 
1. Wenn die neuen Coorbinaten ben alten parallel find, alfe wenn 
P=0 und y=e, fo if 
x=a-+rr } (2) 


—=b-+y 
I. Wenn der Anfangspunkt der Eoorbinaten nicht geändert wird, alfo 
wenn a=0 und b==0, fo ift 
ain (æ — A)x-+ein(e—y)y 
gin 
sin P.x +siny.y 
sina 


x = 
(3) 
y — 
und wenn unter dieſer naͤmlichen Vorausſetzung 
a) nur die Ordinatenachſe geaͤndert wird, alſo wenn 4520, 


m. (4) 


— 7 — 
b) wenn nur bie Abſciſſenachſe geändert wird, alſo wenn „=, 
sin(c—P) , 
— — 1 

sna 

yarıy 

c) wenn der Coordinatenwinkel der neuen Achfen dem der alten gleich 
iR, aljo wenn „— P=a oder yma+ßı, 
nam, _enß, 

2 





x 


(5) 





sine” 


x 
_ — æin ( ) (6) 
ya mr Tran y 
d) wenn Der Coordinatenwinkel der alten Achſen ein rechter iſt, alſo 
Dan rt 
| as 
= cosßx-Acosyy 1 (7) 
y= einfr-tenyr u 


e) wenn Der Eoorbinatentwinkel ber neuen Achfen ein rechter ift, alfo 
von Bin ober yaınHßı, 
— men, mie, 


a ; (8) 
cos 
y— ing* ana) 


f) wenn die neuen Achſen fowohl als bie alten rechtwinklig find, alſo 
u in ud 7 P=ir, 
5 = 25. ar 


Aufgabe [3]- Man ſoll die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Panktes Durch ſeine Polareoordinaten, und die letztern durch die erften 
wdrüden, unter der Vorausfenung, daß der Anfangepuntt der recht» 
winfligen der Pol der Polarcoordinsten und die Achſe der leztern die 
Wſciſſenachſe fey. 

Bezeichnet man bie rechtwinkfligen Eoorbinaten bed Punktes P durch 
1, y und bie Polarcoorbinaten durch t, u; fo ift, da im rechtwinkligen 

ANP, AN=AP.cosPAN und PN=AP.sinPAN 
x =u.cost und ym—usnt (10) 


53, 





6.3. Hieraus folgt 


Fig. 8. 


— Var: I. mt _ I _. — * 
uxy; tangt= R Ka Free re (11) 
Wenn die alten Eoorbinaten fchiefwinklig find, und ihr Coordinaten⸗ 
winkel gleich & ift, fo hat man zur Transformation in Polarcoordinaten 
sin (æ — t) sint 


x = u—; yz=u—— (12) 


ana ana“ 


Linie erften Grades. 


§. 4. 
Wenn nur bie Ordinate y eines Punktes gegeben ift, fo ift diefer Punkt 
nicht gänzlich beftimmt. Es ſey alfo | 
y-b, (1), 
und auf AY ein Stuͤck AM=b abgefchnitten, ferner durch M der AX die 
PP’ parallel gesogen, fo wird für einen jeden Punkt P diefer Geraden bie 
Ordinate PN gleich b feyn, und für jeden Punkt, welcher nicht in dieſer 
Geraden liegt, wird die Ordinate nicht gleich b feyn. Man nennt daher 
bie Gleichung (1) die Gleichung der geraden Linie PP’. 
Iſt b=0, alfo 
y=0, (2) 
fo drückt dieſe Gleichung — die Abſciſcnache aus. Auf ähnliche Weiſe 
übergeugt man ſich, daß 
‚x=a (3) 
die Gleichung einer Geraden ift, bie der Orbinasenacf in ber Satfernung a 
parallel läuft, und daß die Gleichung 1. 
x—=0 . (4) 
die Orbinatenachfe ausdrückt. 


Wenn weder die Abfeiffe noch die Ordinate eines Punktes, ſondern nur 


eine Gleichung zwiſchen dieſen beiden Größen x, y, und zwar vom erſten 
Grabe, nämlich | 


— 9 — 
y=a<+rb (5) 
(af welche Form jede Gleichung vom erfien Grade gebracht werben kann) 


gegeben ift, fo iſt die Lage des Punktes, defien Coordinaten x und y find, 
cherfalls nicht gänzlich beſtimmt. Es ſtellt fich daher die 


Aufgabe [4]. Dieienige Linie zu finden, welche durch die Gleis 
hung (5) ausgedrüdt wird. 

Es 7 a der gegebene Coordinatenwinkel, und / eine noch unbeſtimmte 
Groͤße. Man trangformire die Gleichung (5) auf eine neue Abfeiffenachfe, 
weiche mit der alten einen Winfel gleich 4 bildet, indem man für x und y 
bie Ausdrücke (5) des $. 3. ſetzt, fo kommt: 

sind , __a.sin(a—f) , 

mn Tr 
Beſtimmt man nun 9 fo, daß sin AJ=asin(a—P), oder, was baffelbe 
iſt, ing P—a.sina—a.cosa.tang P, was immer möglich, fo verwan⸗ 
belt fih die Gleichung für X’, y’ in: 

y=b, 

welches die Gleichung (1) einer Geraden ift, die der neuen Abfeiffenachfe 

parallel lauft und die Drdinatenachfe in einer Entfernung =b vom An- 

fangspunfte der Coordinaten ſchneidet. Die Gleichung (5) drückt alfo eine 

grabe Linie aus, welche mit der Abfeiffenachfe einen Winkel 4 bildet, der 

durch die Gleichung sin Aa sin («a — ) beſtimmt ift, und welche von der 
Drdinatenachfe ein Stuͤck =b abfchneidet. 

Jede Gleichung vom erften Grade zwiſchen vechtwinkligen oder ſchief⸗ 
winfligen Coordinaten drückt alfo eine gerabe Linie aus und wenn fie bie 
Form y=ax-+-b bat, fo iſt 





_ sin ß _ .. 
a in (—M'. (6) 
wo a den befannten Eoorbinatenminfel und 6 benjenigen Winkel bedeutet, 
welchen diefe Gerade mit ber Abfeiffenachfe macht. Sind die Coorbinaten 
htwinklig, fo ift 4, und folglich) | 

a = tang ß. (7) - 


- Aus dem bisher Gefagten ift Flar, daß jede Gerade in rechtwinkligen 
er ſchiefwinkligen Coordinaten durch eine Gleichung vom erflen Grabe 
anegedruͤckt werden kann, und es find nun folgende Aufgaben zu loͤſen. 


8.4. 





5.4. 


— m — 


Aufgabe [5]. Die Coordinsten eines Punktes find gegeben; man 
fol die Gleichung der Geraden finden, welche durch diefen Punkt ge: 
bet und mit der Abfeiffenachfe einen gegebenen Winkel bilder. 

Es feyen x, y’ die Eoordinaten des gegebenen Bunftes und A ber ge 
gebene Winkel. Bezeichnet a ben befannten Coorbinatenwinfel, ſo iſt nach 
dem vorher Geſagten 

in ß 

Tma-h 

wo b eine noch imbefannte Größe if. Da nun für x—xr, y=y foyn 
fol, fo bat man 


x-+-b 
5 | 


y =2 Fin — ß 5 x '+b N) 
und wenn man, um b zu eliminiren, dieſe Gleichung von der vorigen 
abzieht, 

in 
welches die verlangte Gleichung iſt. 
Wenn der gegebene Punkt der Anfangspunkt der Coordinaten iſt, ſo iſt 
x=0 und y=0 ; alsdann hat man ſtatt der Gleichung (8) die fol- 
gende 


x—ı) ! ' (8) 


— 0) 

Die veraͤnderlichen Coordinaten x, y in der Gleichung (8) nennt man, 
im Gegenſatze mit. den in berfelben Gleichung vorfommenden Coorbinaten 
X, Y, die laufenden Coorbinaten ber durch biefe Gleichung ausgedruͤck⸗ 
ten Linie. 

Aufgabe [6]. Die Coordinaten zweier Punfte find gegeben; man 
fol die Bleichung der Geraden finden, welche durch diefe beiden Punkte 
gebt. 

Es ſeyen x, y’ und x’, y" die Koordinaten der gegebeiten Punkte. 
Wenn nun 

y= 3aı--b (5) 


‘die —* Gleichung ſeyn foll, fo muͤſſen, da für =xr, yyund für 
x=r', y=y'ifl; a und b-fo beſchaffen feyn, daß zu ‚gleicher Zeit 


Diefe Gleichungen reichen ‚hin, a und b zu beftimmen; ba e8 aber nur 
furesf ankommt, diefe Größen zu eliminiren, fo ziehen wir die beiden Glei⸗ 
dungen nach einander von ber Gleichung (5) ab, und erhalten dadurch 

y—y=a(s—r) md y_y'=alı-ı'), 
woraus fich, wenn man a fortichafft , 


y_y = IEa-), (10) 
or auch 


ergibt. 


Wenn einer der gegebenen Punkte, 5. B. xy’, ber Anfangspunft ber 
Eoordinaten ift, fo hat man, da alsdann “=0 md y—PO if, ſtatt der 


Sleichungen (10 ober 11) 
y T,x ode X y—yı=0. ia) 


(«—r)y—(y—-y)ı$rr!y-ıy'=0 (11) 


En 


kiegt einer der gegebenen- Punkte in der Abfciffenachfe, und der andere 
in der Orbinatenachfe, ift alfo „=0 und x0, fo geht die gefundene 


Gleichung (11) in 
xy+yı—-ıy =0 (13) 
über, toelcher Tegtern Gleichung man auch die ſymmetriſche Form 
| Ft —1 | . (14) 
seben kann. 
5. 


kiegen drei Punkte in gerader Linie, fo muͤſſen ihre Eoorbingten eine 
xwiſſe Bedingungsgleichung befriedigen, die auf folgende Weife gefunden 
nahen kann. Heißen nämlich die Coordinaten dieſer drei Punkte xy 
Yy und x”y”, fo iſt bie Sieidung der Geraden; welche Durch ben * 
und seiten Punkt geht (9. 4. ©. 10.), 


y„- „= ——— -x). 





$. 4. 


5 


Da nun der dritte Punkt in diefer Geraden Liegen foll, fo müffen feine Coor⸗ 
dinaten dieſe Gleichung befriedigen. Aa bat daher 


y" — —) — mr, Va _ X), 


welches Die in Rede ftehende Bedingungsgleichung ift, die fich auch auf bie 
Formen 


— —— 20: ,@y— x’y”) + Ky'— x" y”) + yꝰ —ı"Y)=0 (1) 
bringen läßt. 





Aufgabe [7].. Die Eoordinaten zweier Punkte find gegeben, man 
foll die Eoordinsten desjenigen Punktes finden, welcher die Verbin; 
Onngslinie der erftern in einem gegebenen Verbältniffe theilt. 

Es ſeyen xy’ und xy” die gegebenen Coorbinaten und m‘n dag ges 
gebene Verhaͤltniß. Bezeichnet man die gefuchten Coordinaten durch x, yı 
fo hat man, meil der Punkt xy, mit den Punkten x Y und X’y' in ge 
rader Linie liegen fol 

rar @ 
1 1 
Nun fol der Aufgabe zufolge ($. 2. ©. 4.) 
— —PHAN—Y) A — x) 0 a + — x) 
—= Zm/y, - +21 —y") (& —x") cos a-+ (x — x”) 
feyn. Bringt man ni Gleichung auf die Form 


n(x, Ve —— Y\ +9 2 %) cos a+1 


im(z, nV 7) +2 =y, -) cos a+1, 


fo iſt erſichtlich, Daß fich in Folge der Sleichung (2) die Wurzelgrößen 
heben, daher hat man 

(x) = Emn—r), 
woraus ſich, und in Folge von (2), 


— nem” und , _ ny’-my” 
: n=m = — 











(3) 
ergiebt. 


— 13 — 


Man erhält alfo im Allgemeinen zwei ſolcher Theilungspunfte, von $. 5. 
welchen der eine auf ber Verbinbungslinie der gegebenen Punkte felbft, der 
andere in ihrer Verlängerung liegt. Wenn aber n=m, d. i., wenn ber 
geſuchte Punkt die Verbindungslinie in gleiche Theile theilen foll, fo werben 
Ne Berthe, welche das untere Vorzeichen giebt, = wo ; bie andern MWerthe 
aber find 





ss =ı@ HH) md y=4Hlyty). (4) 
first von ben gegebenen Punkten einer in der Abfeiffenachfe und der andere 
in der Drbinatenachfe, fo daß alfo y’=0, und x’=0, fo hat man 


" 





X = nd yı = —— (5) 
und, unter derſelben Vorausſetzung, für n=m Ä 
u=4r md =YH4y. (6) 


. 6. 
Aufgabe [8]. Die Gleichnge zweier Geraden 
y=aı+b m y — aıs-+b 
find gegeben; man foll die Eoordinaten ihres Durchfchnittspunftes und 
den Winkel finden, den fie mit einander bilden. 

l. Da der Durchfchnittspunft der beiden Linien fowohl in der einen 
als in der andern liegt, fo werden feine Coordinaten, die xy’ feyn mögen, 
beide gegebene Gleichungen befriedigen, fo daB man haben wird: 

y=a-+b nd „y=axr+b. 
Aus diefen beiden Gleichungen ergiebt fich nun: 


’ b—b _ab—ab 
x r und ‚= — 





(1) 


Hierbei iſt Folgendes zu bemerken. a) Wenn p'b, fo if 0, 
ki. der Durchſchnittspunkt liege in der Ordinatenachſe. 4) Wenn ab'=ahb, 
kit y=0, d. i. der Durchfchnittspunft liegt in der Abfeiffenachle. >) 
Bım aa, fo if "= und y—=o, d. i. der Durchſchnittspunkt 
best in Feiner endlichen Entfernung vom Anfangspunfte der Coorbinaten, 
me in der That bilden, wenn aa’, beide Gerade mit ber Abfeiffenachfe 
denfelben Winkel (Aufg. 5.) und find alfo parallel. 5) Wenn irgend zwei 
von diefen drei Relationen zu gleicher Zeit ſtatt finden, fo ift aa und 
b=h'; alsdann find aber beide Gleichungen identifch, d. i. die beiden Ge⸗ 


— a—a 
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raben liegen. auf einander, ein jeder Punkt in der einen iſt zugleich ein 


Punkt der andern, und die Ausdruͤcke (1) werden 8. 


II. Bezeichnet man die Winkel, welche die beiden gegebenen Geraden 
mie der Abſciſſenachſe bilden, durch A und 4, und denjenigen, welchen fie 
mit einander machen, durch d, fo bat man d=F—P und nad) ($. 4. 


G. 6.) era und rl . Aus den legten Gleichun- 
asina a’ sina 
gen findet man ig = Ira coso 


l-r-acos « 


‚gg = und: diefe Wer⸗ 


the, in tang eg fubftitwirt, geben 


(a—a)sin « 
l-F(a+ra)cosa aa ' (2) 


Wenn die Koordinaten rechtwinklig find, wenn alfo —— 5 ſo iſt 


a—a 
l-H aa . (2) 


tang ö = 


tangö = 


Aufgabe [9]. Die Gleichung einer Beraden und die Coordina⸗ 
ten eines Punfites find gegeben. Man foll die Bleichung der Geraden 
finden, welche durch den gegebenen Punft gebt, und auf jener Kinie 
fentrecht ift. - 

Es ſey y=ax-+b die Gleichung der gegebenen Geraden, und es feyen 
x’y’ bie Eoordinaten des gegebenen Punktes. Wenn nun 

y=ax-+b 

bie gefuchte Gleichung ſeyn fol, fo muß fie, wenn man x’ und y’ für x 
und y feßt, befriedigt werden, weil ber Punkt x’y’ in der gefuchten Linie 
liegen fol. Subtrahirt man, um b zu eliminirn, y—=ax'+-b' von 
y=ax-+-b, fo fommt 

y-y=al(ı—-x). 
Die Gerade, welche durch biefe Gleichung ausgedrückt wird, bildet aber mit 
der gegebenen einen Winfel 5, der zufolge der vorigen Aufgabe burch 

_ (ara)sine 

tangd = l-+(a-Fa') cosa-+-aa . 

gegeben wird, und ba diefer ein rechter feyn fol, fo hat man 


— 15 — 





l-+(a-ra)coosa-Haa=0, 
_  1-Faoosa . X. 
weraud a = — Alfo iſt die geſuchte Gleichung 
1 ‚ 
y- = ar). (3) 


Sur rechtwinklige Coorbinaten, mo =; , bat man ftatt diefer Glei⸗ 
dung bie folgende: 
1l,. 
y-y=--(a-—r). (4) 


Aufgabe [10]. Die Länge des Perpendikels, welcher vom An: 
fangspunfte der Coordinaten auf eine Berade gefällt iff, und der Win: 


tel, welchen er mit der Abfeiffenachfe bilder, find gegeben; man foll die . 


' Gleichung jener Geraden finden. 


| Es fey der gegebene Perpendifel =p , und der gegebene Winkel =P. 
Diefe beiden Größen kann man als die Polarcoorbinaten des Endpunftes 
des Perpendikels anfehen. Die rechtwinfeligen Coordinaten diefes Punktes 
Mb daher ($. 3. F. 10.) X=pcosf und y—=peinf, während bie 
Gleichung des Perpendikels in rechtwinkligen Coorbinaten ($. 4. Aufg. 5.) 
| y=tangß.x 
iſt Hieraus findet man für die gefuchte Gleichung in vechtwinfligen Coor⸗ 
dinaten, nach ber vorigen Aufgabe, ' 
1 ’ 
y„-y„= RR) 
der, wenn man für x’ umb y’ die angegebenen Werthe und für tang 
in4: cos ? fegt 
sinß.y-Hcosß.x =p. -(5) 


§. 7. 
Aufgabe [11]. Die Gleichung einer Beraden in rechtwinfligen 
dadinaten iſt gegeben; man foll den Brt des Punktes finden, der von 
fer Linie eine gegebene Entfernung bat. 


Es ſey y=ax-+-b bie Gleichung der gegebenen Geraden in rechtwin⸗ 
kim Eoorbinaten und p die gegebene Entfernung. Bezeichnet man die 
kLoordinaten des gefuchten Punktes durch xy’, fo iſt die Gleichung ber auf 


8.7. 
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ber gegebenen Linie fenfrechten und durch dieſen Punkt gehenden Geraden 
(Aufg. 9. G. 4.) 


= 24 -5). 


Da nun die Coordinaten des Durchſchnittspunktes, x’y”, dieſer Geraden 
und der gegebenen beide Gleichungen befriedigen muͤſſen (9. 6.), fo hat man: 


y=ax+b md "—y= 1-1); 


und da ferner die Entfernung der Punkte x'y’ und x’y” gegeben ift, fo Hat 
man auch ($. 2.) | 
ty —-yP HK —i?=p. 

Eliminirt man zwiſchen diefen drei Gleichungen die Größen x’ und y”, fo 
fommt 

y- ar +bEpVi+a, (1) 
welches bie Gleichung bes gefuchten Drtes if. Diefe Doppelgleichung ges 
hört zu zwei Geraden, von benen 


bie eine durch y’= ar-+-b-+p VIrs, (2) 
und die andere durch y’ = ax--b—pVi-+a (33) 


ausgedruͤckt wird. Dieſe beide Geraden (2 u. 3) machen mit ber Abſciſ⸗ 
fenachfe denfelben Winkel, deſſen trigonometrifche Tangente gleich a ift ($. 4.); 
fie find daher der gegebenen Linie und einander parallel. Die erfte Diefer 


"Geraden fchneidet von ber Drdinatenachfe ein Stuͤck gleih b--pV/l-ra?, 


und die zweite ein Stuͤck gleich b—pVYl-Ha? ab, während die gegebene 
Gerade von bderfelben Achfe ein Stück gleich b abfchneidet ($. 4.). Es liegt 
alfo, von ber gegebenen Linie an gerechnet, jene erfte Linie nach der Geite 
der pofitiven und bie zweite nach der Seite der negativen Orbinaten bin. 


Aufgabe [12]. Die Gleichung einer Bergden und die Coordina⸗ 
ten eines Punftes find gegeben; man fall die Entfernung des Punftes 
von der Geraden finden. 

Es ſey y=ax-+b die gegebene Gleichung der Geraden in rechtwink⸗ 
ligen Coordinaten und xy’ feyen bie gegebenen Eoorbinaten des Punktes. 
Alsdann findet man biefelben Gleichungen zwiſchen x’, y,x’,y und ber 
jegt unbefannten Entfernung pı tie in ber vorigen Aufgabe, und durch Eli: 
mination von x" und y” erhält man 

p = 











Vira w 
Dieſe Ausdruck muß mit dem Zeichen 4 genommen werben, wenn der 
Punkt sy’, von ter gegebenen Geraden an gerechnet, nach der Seite ber 
pohtiven und mie dem Zeichen —, wenn er nach ber Seite der negativen 
MAdinaten hin liegt, was aus der Löfung der vorigen Aufgabe folgt. 
Hat die Gleichung ber gegebenen Geraden die Form 

ay+bı+c = 0, | (5) 
ſo if der Perpendifel vom Punkte xy auf diefe Linie 

— 4 ay-+brY-+c 

p ——— (6) 


§. 8. 
| Die Loͤſung vieler Aufgaben kann oft durch eine fchickliche Wahl der 
Eoorbinatenachfen erleichtert werben, wie dies bei ber folgenden ber Fall ift. 
Aufgabe [13]. Auf einem gegebenen Dreiedie ABC bewegt fich 
eine Berade DE fo, daß fie fortwährend einer Seite BC parallel ift. 
Von den Endpunften B und C diefer Seite find nach den auf AC und 
AB fortrückenden Durchfchnittspunften G und F gerade Kinien gezogen; 
es fol der Ort ihres Durcdhfchnitts O gefunden werden. 


Nehmen wir AC und AB zu Coorbinatenachfen, und ſetzen AC=a 
md AB=b, fo ift die Gleichung der Geraden BC ($. 4. ©. 14.) 


IT, X _. 
Ytrz =1, 
ud wenn AG=x und AF=y’ gefebt wird, die Gleichung von. DE 
II | 
y 
dieſe beide Geraden follen nach der Vorausſetzung parallel laufen, daher 
muß . 
 y_b 
ta 


fm. Nun find aber die Gleichungen der Geraden CF und BG tefpective 


2 


6.7. 


Fig. 8. 
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$. 8. und die Werthe von x und y, welche dieſe beide Gleichungen zugleich be⸗ 
friedigen, find die Koordinaten des Durchſchnitts O, ausgedrückt durch x 
und y. Eliminirt man alfo diefe beiden Größen swifchen den drei zulege 
angegebenen Gleichungen, fo erhält man die. Gleichung des gefuchten Ortes. 
Um dieſe Elimination zu bewirken, fubtrahire man die legte Gleichung von 
der vorlegten, fo kommt 


1 ı 1 ı 
(y3)t2(a2)=0 
und wenn man bierin für y’ den Werth x aus der obigen Gleichung feßt 


und fodann durch den Factor 1 dividirt, 
A22 
ba 


Der gefuchte Ort ift demnach eine gerade Linie, deren Gleichung au: 
genfcheinlich fowohl dur x=0 und y=0 ale durch ı=—=3a und y b 
befriedigt wird, und die Daher durch den Anfangspunft der Eoordinaten A, 
und durch den Halbirungspunft von BC geht ($. 5. ©. 6.). 


Setzt man 4a, ſo iſt, in Bolge der Gleichung T, = 


und die Gleichungen ber Linien CF und BG find Bann 
237, X 12. I, _ 

bh + 1 5 ytr7>= 1 . 
Die ECoordinaten des Durchfchnittpunftes O, die man aus biefen Gleichun- 
gen findet, find alfo 

y=3b und x=j3a, 

woraus fich der befannte Sag ergiebt: Die Verbindungslinien der Ecken 
und NHalbirungspunfte ber gegenüberftehenden Seiten eines Dreiecks theilen. 
einander in dem Verhaͤltniß von 1:2. 


Nicht nur diefe Verbindungslinien, fondern auch die drei Senfrechten, 
welche von ten Eden eined Dreiecks auf die gegemüberftehende Seiten ges 
fat werden, haben einen gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunft, und bdaffelbe 
findet Statt bei den Senfrechten, welche auf den Eeiten in ihren Halbi⸗ 
rungspunften errichtet werben, was mwir als befannt voraugfegen. Die drei 
genannten Durchfchnittspunfte wollen wir durch O, O' und O“ bejeichnen. 
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Aufgabe [14]. Es fall die gegenfkitige- Lage der eben genannten 6.8. 
drei Punkte O, O’ und 0" gefunden werden. 

Nimmt man bier eine Seite AC des Dreiecks zur Abfeiffenachfe und 
be Senfrechte durch die gegenuͤberſtehende Ecke B zur Orbinatenachfe, und 
Kt dann | 
für die Eoordinaten von A, x=x ; y=0, 
= s., ⸗ C,ı=rY; y=0, 

., ⸗ ; B,ı=0 3; y=y) 


fo if die Gleichung. von AB: tz und daher die Gleichung ber 
Erufrechten dur; C auf AB ($. 6. ©. 4.) 
= &(1—r) 
J — y" . 





- - ‚, und man bat daher 
fuͤr die Eoordinaten des Punktes O’, x==0 ; ya. 

Es iR ferner die Gleichung ber Senfrechten auf AC in ihrem Halbirungg- 
panfte: — > , und bie Gleichung der Senfrechten auf AB in ihrem 


Setzt man barin x=0, fo findet man y=— 


_n 








Halbirungspunkte: 23y— aalı-s)ı woraus: fich ergeben 
’ V 
für die Eoordinaten des Punktes O”, a + —- 5 ——— 
Endlich find die Skeichungen der, von A. nach dem Halbirungspunkte von BC 
mb von C nach dem Halbirungspunkte von AB gegogenen, Geraden 


el ar) m yeIGa-NNı 
voraus fich ergeben | 
für die Eoorbinaten des Punftes O, x= tr ; y-L . 
begt man nun durch O und O” eine Gerade, fo ift ihre Gleichung 


y"2-p3xx E( _ E+r) 


— 11 — 
y 37 ( x’ + x" ) y" 3 


& iſt aber Leicht eingufehen, daß diefe Linie durch den Punkt O’ geht; denn 
2 % 











$. 8, 


_ 2 — 
fest man x—0, welches bie Abſciſſe des Punktes O', fo giebt die letzte 
Gleichung —, welches bie Ordinate des Punktes O' if. Die 
Punkte O, O’ und O” find alſo in geraber Linie, und da ihre Abfeiffen be: 
ziehungsweiſe x 3 x 0 und x + find, fo liegt O immer zwiſchen 











O und O”, und war ift O0O'—2 00”. 


Sig. 9. 


Menn in einem Viereck ABCD die gegenüberficehenden Seiten bis zu 
ihren Durchfchnitten verlängert werden, fo heißt die dadurch entftchende Fi⸗ 
gut ABCEFD ein vollftändiges Viereck (quadrilatere complet), und bie 
drei Geraden AC, BD und EF werden bie Diagonalen bes Vierecks 
genannt. 


Lehrſ atz [1]. Die Zalbirungspunkte M, N und P der Diagonalen 
eines vollftändigen Viered’s ABCDEF liegen in gerader Linie. 


Man nehme die Geraden AF und AE zu Eoorbdinatenachfen, und es 
fy AD=x, AFf=x’, AB=y und AE=y”. Dann ift 


die Gleichung ber Geraden DE: + =], 


y 
die Gleichung der Geraden BF: Str =1. 
Daraus findet man für bie Coordinaten des Durchfchnittspunfte C ($. 6. 


Aufg. 8.) 
_ x (yY—y) _ yy" (x"—x) 
Ey 
folglich ift ($. 5. Aufg. 7.) 


. v(Y"’—y) @"—x') 
für den Halbirungspunft M, —— und a , 
und ferner ift 

für den Halbirungspunft N, x=4x und y=iy, 
für den Halbirungspunft P, x=4x" und y=!}y". 
Hieraus findet man ($. 4. Aufg. 6. ’ für die Gerade MN die Gleichung 
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Da mm biefe Gleichung von den Coordinaten des Yunftes P befriedigt 6. 8. 
wich, fo liege der Punkt P in der Geraden MN. 


Lebrſatz [2]. Zieht man durch drei in gerader Linie liegende gig 10. 

Purfte A, B, C Drei beliebige Berade AB’, BC’ und CA’, die fich in drei 
Punkten A’, B', C fchneiden, und verbindet zwei der gegebenen, B und 
C von neuem mit zwei von diefen Durchfchnittspunften durch zwei Ge: 
möe BB’ und CC’; fo gebt die Derbindungslinie des dritten Durchfchnitts; 
punftes A’ und des Durdhfchnitts O von BB’ und CC’ durch einen bes 
fimmten Punft.P der Geraden ABC, wie auch die drei von A, B und 
C ausgebenden Beraden gezogen feyn mögen. 


Man nehme die Gerade AC zur Abſciſſenachſe und eine der drei belie- 
big gesogenen Geraden, 5. B. AB’, zur Ordinatenachſe. Bezeichnet man 
am die Abfeifien von B und C durch x’ und x’, und bie Drdinaten von 
B und C durch y’ und y”, fo ift die Gleichung von: 





⸗ N I — ⸗ XRXR *— 0 
| BB .... y x’ —] 3 CC eo... y" „1 3 
| 

| I u. Il 

ı C$R.... yr „—1ı 3 BC y x’ —1 ® 


Die Summe der erften und zweiten Gleichung iſt nun eben ſowohl als bie. 
Summe der dritten und vierten: 


1 1 1 1 

Grete). 
De aber bie Eoordinaten des Durchſchnittspunktes von BB’ und CC’ bie 
beiden erften der obigen vier Gleichungen und folglich auch ihre Summe bes 
friedigen müflen; da ferner die Eoordinaten des Durchfchnitts von CB’ und 
BC’ den beiden legten jener vier Gleichungen und folglich auch ihrer Summe 
Genůge leiften müffen; fo wird die fünfte Gleichung ſowohl von den Coor⸗ 
Iinaten des Punktes O, als von denen des Punktes A’ befriedigt werben, 
md fomit die Gleichung der Geraden feyn, welche durch dieſe beiden Punkte 
ht Set man in diefe Gleichung =, fo fommt für bie Abfeiffe des 
Yauftes P . 
x" 
x x" / 
in Ausdruck, ber von den Eoorbinaten ber Punkte B' und C’ und von dem 
Cordinatenwinkel unabhängig ift, ober, mit andern Worten, welcher‘ der- 


x = 


J 


6. 8. 


Fig. 10. 
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ſelbe bleibt, wie man auch bie drei Geraben AB’, BC’ und CA’ gezogen 
haben mag *). 


Aufgabe [15]. Zwei gerade Kinien BC und BC, und ein Punkt A’ 
find der Lage nach gegeben; durch diefen Punkt find zwei beliebige Be; 
rade AB und A’C gezogen, und die Durchfchnitte B,C,B', C, welche da; 
durch entfieben, find durch zwei andere gerade Kinien BB’ und CU’ vers 
bunden. Es foll der Ört des Durchfchnirts O der zulent genannten Bes 
raden gefunden werden. 


Nimmt man die gegebenen Geraden zu Eoordinatnachfen, und nennt 
die unveränderlichen Coorbinaten bed Punktes A’ in Beziehung auf diefe Ach- 
fen xı, Yır die veränderlichen Abfeiffen von.B und C, x und x’ und bie 
veränderlichen Orbinaten von B und C, y und y”, fo ift die Gleichung 


2°] : ' I ı XL — 
von BC Mae +7 —=1 ; von Bo. Ztra=l . 
Da aber beide Linien durch ben Punkt A’ gehen follen, fo müffen die Coor⸗ 
dinaten biefes Punktes beide Gleichungen befriedigen. Man hat alfo 
Jı , X. . Jı, X _ 
„ytızal (1) 3 tr. Älı (2) 


zwei Gleichungen, welche die Bedingung ausdruͤcken, daß B u. TC’, und 


B’ u. C mit A’ in gerader Linie liegen. Es tft ferner die Gleichung 


von CC..+z=1 (3) ; um BB. G+7=l1. (4) 
Sol nun der Durchfehnitt O diefer letztern Linien einen geometrifchen Dre 
haben, fo muß es möglich feyn, zwiſchen den lebten vier Gleichungen bie 
vier Größen x’, x”, y’umd y” zu eliminiren. Und dies ift wirklich der Fall; 
sieht man nämlich (2) von (1) und (4) von (3) ab, fo fommt 


1 1 1 1 
Case Zu Gau) 
1 1 1 1 
47-44): =0: 
*) Aus dem Ausdrude für x finder man Xx+x’x=2rx" oder X(X"—x) 
=x"(x— x), woraus man die Proportion x: x — x — x: x—x, oder in Beziehung 


auf die 10te Figur, AC: AB=PC:PB erhält. Diefe Theilung einer Linie AC in 
B und P namnten die älteren Mathematiker bie harmoniſche Theilung. 





and mern man zwiſchen biefen Gleichungen (F- 3) eliminirt, fo geht °® 


(2 =) von felbft fort, und man erhält 


für die Gleichung des gefuchten Ortes, welcher alfo eine Gerade ift, bie 
darch den Anfangspunft der Eoorbdinaten, d. i. durch den Punft A, und 
tucch einen Punkt geht, defien Coordinaten y, und —x, find. 


Die gefundene Gleichung, auf die Sorm y — — Jr gebracht, zeigt, 
daß der Ort des Punktes O derſelbe bleibt, wenn ſich "hie Lage des Punk⸗ 
tes A ändert, fo aber, daß ber Quotient Er dadurch nicht geändert wird, 


oder was daſſelbe iſt, wenn — alſo yı=cx, d. i. wenn der Punkt 


A auf einer durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden Geraden AA’ 
fortrͤkt. Daraus ergiebt fich alfo der Sag: Nimmt man auf einer 
jeden von drei geraden Linien AA’, AB und AC, bie ſich in 
demfelben Punkte A fchneidben, einen Punft A’, B und B be; 
libig an, welche bie drei VBerbindungslinien AB’, BB und 
ABgeben, und verlängert, wenn es nöthig ift, zwei von ihnen, 
biß fie zwei ber gegebenen in C und C’ fchneiden, fo liegt der 
Durchſchnitt O von CC und ber dritten Linie BB’ in einer Ge 
taden, die Durch ben gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunkt A 
seht, wie auch bie Punfte A, B' und B angenommen feyn 
mögen. 

Diefer Sag und der Lehrfaß (2) fliehen in einer gewiſſen Beziehung 
mn einander, die bald näher betrachtet werben fol. 


6. 9. 
Aufgabe [16]. Es find die Gleichungen zweier Geraden gege: 
bes; man foll den Ort des Punftes P finden, deffen Entfernungen von 
beiden gegebenen Geraden ein gegebenes Verbältniß bat. 


Es ſeyen y=ax-b und y=ax-+b' die Gleichungen der beiden 
Geraden in rechtwinkligen Eoordinaten, und Lin dag gegebene Verhaͤltniß. 


' 


j = — u — 


6.9. Die Entfernungen eines Punktes P, deſſen Coordinaten xy’ ſeyn mögen, | 
von biefen Linien find ($. 7. F. 4.) 


+ Jah + Jar—b. 
‚ Via Ya” ° 
und weil diefe Entfernungen in dem Verbältniß von 1:n ſtehen follen, fo 


muß 
Ns (y ax b) = = Free (y ax—b) (1) 


feyn, wenn mir bie Accente, bie jetzt nicht mehr nöthig find, weglaſſen; 
und dies ift die Gleichung des gefuchten Ortes. Diefe Doppelgleihung 
entfpricht aber ztweien Geraden, von denen bie eine durch 
| 1 n 
—b) = — 
VA æ T 
die andere vu 


—aı—b), (2) 


Var T- -u-)=-7Eoa0-hk-) 0) 


ausgedruͤckt wird. 


Es bleibt noch übrig, die Eonftruction diefer beiden Geraden aufzufin⸗ 
den. Zu dem Ende bemerfe man, baß diejenigen Werthe von x und y, 
welche zu gleicher Zeit die Gleichungen 

y-aı—b=0 und. y—-aı—-b=0 

befriedigen, auch ben beiden gefundenen Gleichungen (2) und (3) genug: 
thun werben. Diefe Werthe find aber die Eoordinaten bed Durchfchnittg- 
punftes "der gegebenen Geraden, folglich gehen bie beiden Geraden, welche 
den gefuchten Ort bilden, durch den Durchfchnitt ber gegebenen. Wir be: 
merfen ferner, daß auch diejenigen Werthe von x und y, welche zugleich 


y—aı—b = pV1+a (4) md y—-—aı-b = r Yi+a" (5) 
befriedigen, ber Gleichung (2), und diejenigen, welche gleichzeitig 
y—-ıx—b = pVi+2 (4) md y—aı—b — - YI+a” (6) 


befriedigen, der Gleichung (3) genugthun, wo p bie Länge einer beliebigen 
Linie beseichnet. Die Gleichungen (4) drücken eine Gerade aus, welche ber 
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ofen gegebenen Linie in der Entfernung p, und (5) u. (6) find die Glei— 


chungen zweier Geraden, welche der zweiten gegebenen Linie auf beiden Sei: 
ten in der Entfernung n parallel find ($. 7. Aufg. 11.). Die Linie (2) 


geht durch den Durchfenit von (4) und (5) und die Linie (3) durch den 
von (4) und (6). Da nun auf diefe Weife zwei Punfte der beiden Ge⸗ 
reden (2) und (3) geometrifch beftimmt worden, fo find dieſe Linien als 
conſtruirt zu betrachten. 


Wenn n—1 ift, find die Entfernungen bed Punktes P von den bei⸗ 
den gegebenen Geraden einander gleich. Die geraden Linien, in welchen der 
Punkt P liegt, bilden dann offenbar gleiche Winfel mit den gegebenen Ge⸗ 
radben, ober, mit andern Worten, fie halbiren die Winkel, welche die gegebe⸗ 
nen Linien bilden. Die Gleichungen (2) u (3) geben für dieſen Fall in 


Zee -a—b) = in Van) ı (M 


er 3 ——(y— -a—b) = — —— ——(y— ax—b') (8) 


über. Bringt man diefe legten Gleichungen auf die Sorm y=Ax-+-B 
und multiplicirt die beiden für A fich ergebenden Ausdrücke mit einander, fo 
fonmt zum Producte — 1; daher fiehen die Seraben (7) und (8), welche 
die Winfel zwiſchen den gegebenen Linien balbiren, fenfrecht auf einander 
(% 6. Aufg. 9.). 


Ss feyen: 
y„+Faı+r-b=0 ; yraı+b=0 ; 
y+Fıxs+#n=0 ; y+mnı+n=0 
die gegebenen Gleichungen von vier Geraden. Um bie Gleichung derjenigen 
graben Linie zu finden, welche durch den Durchfchnittspunft ber beiden er: 
fen und Durch den ber beiden letzten geht, kann man bie Coordinaten diefer 
beiden Durchfchnittspunfte, nach $. 6. (Aufg. 8.) beftimmen, und dann bie 
Skichung der gefuchten Linie nach $. 4. (Aufg. 6.) - bilden. Es läßt ſich 
aber auch folgendes Verfahren hier anwenden. 
Man multiplicire bie zweite und vierte der gegebenen Gleichungen mit 
zwei unbeſtimmten Factoren A und A, und abbire die Producte refpective gu 
der erſten und britten Gleichung, fo fommt 


6.9. 


Sig. 10. 
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(y Tax-b) + Ay+as+b) =6; 
(yFmx-Fn) +i(y+mı+n) =0. 


Diefe beiden Gleichungen drücken, ba fie vom erften Grabe find, zwei ge- 
rade Linien aus, von denen die erfte den Durchfchnittspunft der beiden er- 
ften gegebenen Geraden enthält, weil ihre Gleihung von denjenigen Wer: 
then von x und y, welhe yHax+b=0 und y+ax-+-b’= 0 zu glei- 
cher Zeit befriedigen, verificirt wird, und von benen die zweite durch dem 
Durchſchnitt der beiden legten gegebenen Geraden geht, weil ihrer Gleichung 
durch diejenigen Werthe von x und y, welche y+m+n=0 und 
y+-nı+-n=0 gleichzeitig befriedigen, genügt wird. Sollen nun biefe 
beiden geraden Linien in eine sufammenfallen, fo müffen ihre Gleichungen 
identifch feyn, d. i. | 
ara  brAb _ m+im _ n-FIn 
+7 at mn rom rer 5—⏑— 

wo das Zeichen (=) die Identitaͤt ber beiden Ausdrücke, zwifchen denen 
es ſteht, anzeigt. Hieraus folgt: 

at+/a m-+im und b+Ab n-+-An 

1 1 11T ı1F7 
zwei Gleichungen, die binreichen, um A und A su beflimmen. Diefe Bes 
flimmung aber ift immer möglich, wie man fich durch die Entwicklung ber 
beiden Gleichungen leicht überzeugen kann. Gebt man bie fi) ergebenden 
Merthe in die vorher gebildeten Gleichungen, fo erhält man offenbar eine 
und biefelbe Gleichung, welche auch die verlangte ift. 


Ueberhaupt drückt die Summe oder Differeng sweier Gleichungen vom 
erſten Grade, e8 mag nun eine jebe von ihnen vor ber Addition mit einem 
conftanten Factor multiplicire tworben feyn ober nicht, eine gerade Linie aug, 
Die Durch den Durchfchnitt derjenigen beiben Geraden geht, beren Gleichun⸗ 
gen die Summanden find. Die Beftimmung diefer Factoren ift in vielen 
Fällen gar nicht nöthig, mie dies bei dem folgenden Beweiſe des im vori- 
gen $. erwähnten Satzes, dem wir nur eine etwas veränderte Form geben, 
der Fall if. 


Lehrſatz [3]. Wenn zwei fefte gerade Linien AB, AB’ gegeben 
find, und man durch einen Punft A’ zwei beliebige Berade AB, A’B' 
zieht und die Durchfchnittspunfte B,B’ und C;U' durch Berade verbtin: 
det, fo ift der Urt des Durchfchnitts O dieſer Perbindungslinien eine 














gerade Linie, die Durch den Punkt. A gebt, wie auch der Punkte A’ auf — 9. 
der Verbindungslinie AA’ angenommen werden mag. 


Bezeichnet man die Gleichungen von AB und AB’ durch u=0 und 
W=6; ferner die von AB und A/B dur v=0 und ’=0, fo wie 
die Gleichung von AA’ durch w==0; fo iſt ſowohl 

Auriul=0 als uvrzuvV=0 
bie Gleichung von AA’, wenn man A, 2, vu und w fo beftimmt fich 
denft, daß 





Aufiu=w und uv+uvV=w, 
woraus | 
Au u = ur -uwV 
folgt. Hieraus ergeben ſich die beiden Gleichungen 
Zu—w=uv— iu md wv—Auz=ru—uV.. 

Die Gleichung Au—uv—0 brüdt nun, nach dem Obigen, eine Gerabe 
ang, bie durch den Punkt B geht, und weil fie der Gleichung vv’ — Au=0 
ibentifch ift, fo drückt fie auch eine Gerade aus, die durch den Puntt B’ 
seht. Es ift alfo 

Au—uv=0 die Glachung von BB’, 
und aus ganz ähnlichen Gründen | ' 

uv—ıu=0, die Sleichung om CC. " 
Abdirt man diefe beiden Gleichungen, fo kommt 

(u=-w)+(wru)=0 oder da Au, 

die Gleichung einer Geraden, welche durch den Durchfchnitt O gehen muß. 
Diefe Gerade aber, teil ihre Gleichung von den Coordinaten des Durch⸗ 
ſchnitts der Geraden u=0 und WO befriedigt wird, geht auch durch 
ben Bunft A. Der Punkt O liegt alfo immer in einer durch den Punkt A 
gehenden Geraden, die, mie man ficht, von ben beiden Linien v=0 und 
v=0 unabhängig ift, das heißt, welche Diefelbe bleibt, wie auch der Punkt 
A auf w==0O angenommen feyn mag- 


Aufgebe [17]. Es find n fefte in gerader Linie liegende Punkte, 
Pı, Pa ----P., gegeben. Durch einen jeden diefer Punkte iſt eine Be; 
radel,, 1, -...1, gezogen, fo daß die Durchfchnittspunfte der erften und 
zweiten, Zweiten und dritten .... leuten nnd erften, die wir durdy q,, 
q. -...q, bezeichnen, mit Ausnahme von zweien, der Punkte q, und q,, 





— 8 — 


6.9, auf gegebenen Beraden L,L,..L,_„Lyr-lı_v Lyı- bu liegen. Es | 
ift ferner der Ort des Punktes q, gegeben; man foll den Ort des Punk⸗ 
tes q, finden. 

Man nehme die Verbinbungslinie ber Punkte pı,p.----p, jur Ordina⸗ 

tenachfe, und es ſeyen Yı,ya..-.y, bie Drbinaten biefee Punkte, ferner 

yraız+b, =0; y+aı+b, =0;....ytaı+b, = 0 
bie (n— 2) Gleichungen ber Beraden L,L.. u, vlg ubur-L- 
Nun find die n Gleichungen der Geraden 1, ,l, -.-1, 
y-yı rn =0; y—-y„+tmı=0;...y—ytnı=0; 
wo m,,m,....m, bis jeßt noch unbeftimmte Größen find. Bon dieſen Li⸗ 
nien ſollen ſich n—2 auf ben gegebenen Geraden L fchneiben, und um 
dies auszudruͤcken, abbiren wir die Gleichungen von je zwei Linien, bie fich 
auf den gegebenen ſchneiden follen, nachdem wir eine jebe zweite mit einem 
noch unbefiimmten Zactor A multiplicirt haben, und ſetzen biefe Summen 
den Gleichungen ber Geraben L ibentifch. Dies giebt (n—2) Gleichungen: 


y+ — x_— en = y-+Hax-+b, 
y+ x— rare = y-+a,x+b, 
u. ſ. w., 


woraus ſich die Gleichungen 
m, +40, = a(14+4) 5; Yıtlyıtbi(l-+4,) = 0 
m, +4Am, = 3(1-44) 5 Yatkıys t+b,(1+2,) = 0 
u. f. w. 

ergeben. Durch Elimination von A, ,Az....A, 7A, erhält man hieraus 


(tb Im —(Yı +b, Im, +4 (y —y )=0 
(Y“ +b’ )m —(„n +b )m +2 (1 —y )=0 


(1 + mtb) +3, -y )=0 
(Yuzat bir) (Yazı Bag) Dara tar (Yarı —Yn43) = 1] 


(y, +b,_)m,.., (1 tb) +3,17: )=0 


4 
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tb) N tb dr tar (Ya —Yr43) =0 69. 


( +b, )m, —(y, +b, Im ra, (7, — Yi )*0. 5 
Jr dieſen (n— 2) Gleichungen kommen von den n unbekannten Größen 
 yi....m, nur (n—4) zweimal vor, und eliminirt man biefe, fo er 
abe fih, wie aus der Geftalt dieſer Gleichungen hervorgeht, zwei Glei⸗ 
dungen von der Form | 
Am, +Bm,,,+C =0; Dm, -+Em, ,-+F =0,. 
worin A, B... E befannte Größen find. Bezeichnet man die Eoorbinaten des 
Punfted q, durch x’,y’ und bie des Punktes q, durch t,u, fo bat man, 
da fich dieſe Punkte auf den Geraden I, und 1,,,, und auf den Geraden 
Lund I,,, befinden follen, 
y—y tar =0; -ıtm 2 = 0; 
u—y„tmt=0 ,; u-y„tmt=0; 
und, wenn man aus diefen Gleichungen m, ‚m, FLUR 1ER entroickert und bie 
 Bertie in die beiden vorher angegebenen fegt, fo erhält man zwei Gleichun- 
gen, die außer den Größen x ,y’,t und u nur gegebene Größen enthalten, 
md von foldy einer Form find, daß, wenn man daraus t und u entwickelt, 
bieſe Größen, nämlich Ä 
_ m'y’ +n'z +-p' _ m”y’ +-n"z +-p” 
um my+ar+p und t= ay+ nx'-+p (9) 
fd, wo m,m’,m’,n,n’ ıc. aus gegebenen Größen zuſammengeſetzte Aus: 
itüfe bedeuten. 
Werben nun biefe Ausdrücke, in die Gleichung des Ortes q,, für u und 
tfubflitwirt, fo erhält man eine Gleichung zwiſchen x’ und y’, melche bie 
Kiachte des Ortes von q, iſt. 


Die Form der Ausdrüde (9) iſt fehr beachtenswerth. Beide Aus: 
küfe haben nämlich denfelben Nenner; diefer und die Zähler find rationale 
duntionen erften Grades von x’ und y'. 


MR der gegebene Ort bes Punktes q, eine gerade Einie, fo iſt der ge 
ſuche Ort des Punktes q, ebenfalls eine Gerade. Denn ſetzt man in bie 
Glechung der gegebenen geraden Linie, welche vom erfien Grabe ift, für bie 
Gerdinaten u, t die Ausdrücke (9), fo erhält man wieder eine Gleichung 


P 2 


9 


Fig. 11. 


— 0 — 

vom erſten Grade in x’ und y’. Dies giebt folgenden Satz: Wenn die 
Seiten eines Polygons fidh um fefte in gerader Linie liegende 
Dunfte drehen, und die Edpunfte deffelben, mit Ausnahme 
eines eingigen, fid) auf geraden Linien bewegen (wobei bie Länge 
der Seiten und bie Größe der Winkel des Polygons fich nothwendigerweiſe 
ändern), fo befchreibt der fich frei bewegende Eckpunkt eben- 
falls eine gerade Linie. 


. 10. 

Aufgabe [18]. Die rechtwinkligen und fcbiefwinfligen Coordina⸗ 
ten der Eckpunkte eines Polygons, deffen Seiten fich nicht durchkreu⸗ 
zen, find gegeben. Man foll den Slaͤcheninhalt S diefes Polygons durch 
die gegebenen Coordinaten ausdruͤcken. 


Es fen z. B. PıPzPsPsPsPı ein Polygon, und es feyen die Coordina⸗ 
ten der Eckpunkte Ag, u. YıPı  Ags u. pa u. ſ. w., welche auf zwei 
beliebige, den Winkel. einfchließende, Achfen bezogen find, der Reihe nach 
HlYı My m Nun iſt, wie man durch bie. bloße Anſicht 
der Figur findet, 

S = PıPaPsPıPıPı = q. P. P. PPP.Sq2q. — %PıPeP2Q244 5 
oder auch S = PP Is +4 PsPıı + UrPıPaIa — q. P. Paq3 — GsPrPia - 
Da nun aber der Inhalt der einzelnen Trapeze, nämlich . 
G4P«P:I: = 3X )(Yıry) sine; KPspıdı =3(Kı U) (YıtYı) sin > 
GıPıP2Ja = 3(%—Xı) (yı ty.) sine; G«P«Psds = 7(%s-X,) (yıtys)sina; 
und gPsPıga = HS, — x) (Ys+Ya)sin a ift, fo ergiebt fich 
Ss ' 
+ {a7 1X Ya) HXsYa-X Ya) HXYs-XsY IHRYCKJIHA JS N) sina (1) 
oder auch. 
Ss 
7 [ — ystt sch yhyYJ- ya tyaotyasstysschy xl} sin @.(2) 

Das Geſetz dieſes Ausdrucks fällt in die Augen, und man ficht leicht 
ein, daß daffelbe für ein Polygon von mehr ober weniger Seiten ald bag 
verzeichnete ebenfalls Statt finden wird. Dabei ift aber zu bemerfen, daß 
die Koordinaten der Eckpunkte ber Reihe nach numerirt werden müffen, ins 
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im man fich ben Perimeter des Polygons von einem Punkte durchlaufen 
vorkelle *). 

Uebrigens macht es feinen Unterfchied, ob das Polygon gang oder nur 
sum Theil auf einer Seite ber Abfeiffen- oder Ordinatenachfe liegt, oder, 
was daſſelbe ift, ob die Coordinaten der Eckpunkte fämmtlich oder zum Theil 
peitiv. ober negativ find. Denn wenn wir bie Coorbinatenachfen, auf welche 
be Eckpunkte eines Polygons bezogen werden, dag von ihnen nicht gefchnit- 
im wird, parallel mit fich felbft und fo verlegen, daß fie in, ihrer neuen 
fat das Polygon fchneiden, fo muͤſſen wir in die Sormel (1) ober (2) 
ra für x, yıtb für yı, x ra für, u. f. w. feßen, wodurch 
Biete Formeln aber nicht geändert werben, indem alle Glieder, die a ober b 
athalten, fich aufheben. 

Wenn die Seiten eines Polygons fich Freuzen, wie in Fig. 12., finden 
be Formeln (1) und (2) Feine Anwendung. In diefem Falle fann man 
die Durchſchnittspunkte der Seiten nach den vorigen Aufgaben ausdruͤcken, 
amd dam bie einzelnen Theile des Polygons nad) ben in Rebe flehenden 
dermeln berechnen. 


Bon der Verwandtfhaft der Eollineation. 


11. | 

Zwei Figuren oder Syſteme von Punkten und Linien heißen gleich 
md ähnlich, wenn fie, gehörig auf einander gelegt, fich decken. Zwei Punkte 
kiber Figuren, welche bei ber Deckung auf einander fallen, werben einander 
üfpechende ober homologe Punkte genannt; der Abftand zweier Punkte 
br einen Figur ift daher dem Abftande der beiden ihnen entfprechenben 
Iunfte in ber anderen Figur gleich. Zwei Linien, welche nur einander ent: 
Peehende Punkte enthalten, heißen einander entfprechende ober homologe 





*) Der Werth des Ausdrucks (1) oder (2) wird poſitiv oder negativ, je nach⸗ 
ba man beim Numeriren der Eckpunkte den durchlaufenden Punkt nach der einen oder 
MA der entgegengefegten Richtung ſich bewegen läßt. Ob aber der Slächeninhalt eines 
poſitis oder negativ zu nehmen fey, kann im Allgemeinen eben fo wenig bes 

werden, ald dies bei ber gegenfeitigen Entfernung zweier Punkte der Zall if. 


$. 10. 


Sig. 12. 
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$. 11. Linien. — Bon zwei gleichen und ähnlichen Figuren iſt die eine nur eine 
Wiederholung der andern. 


Zwei Figuren oder Syſteme von Punften und Linien heißen ähnlich, 
wenn bie Punkte der einen Figur den Punften der andern fo entfprechen, 
daß der Abſtand je zweier Punfte ber erſten Figur n mal fo groß ift, als 
der Abftand der beiden entfprechenden Punkte in der andern Figur, won 
irgend eine reelle und für zwei individuelle Figuren conftante Zahl ifl. Zwei 
Linien, welche nur einander entfprechende Punfte enthalten, beißen auch bier 
einander entfprechende oder Homologe Linien. 


Zwei gleiche und ähnliche und zwei bloß Ahnliche Figuren haben in 
ihrer gegenfeitigen Beziehung dag mit einander gemein, daß wenn drei Bunfte 
einer Figur in geraber Linie liegen, auch die ihnen entfprechenben Punkte 
der andern Figur ſich in gerader Linie befinden. 

Dies Alles iſt aus den Elementen bekannt. Nur um Mißberſtaͤnduif⸗ 
ſen vorzubeugen bemerken wir noch, daß zwei Syſteme von Punkten und Li⸗ 
nien, die zu einander in der Beziehung der Gleichheit und Aehnlichkeit, oder 
bloß in ber Beziehung der Aehnlichkeit ſtehen, nicht als aus einer gefchlofs 
fenen Anzahl von Punkten und Linien beſtehend zu betrachten find, fondern 
daß vielmehr in das eine Syſtem noch beliebig viele Punfte und Linien 

eingetragen werben fönnen, wenn nur in das zweite Syſtem eine gleiche 
Anzahl von Punften und Linien, die jenen entfprechen, eingetragen wird. 


Zwei Figuren oder Syſteme von Punften und Linien, welche fo be⸗ 
fchaffen find, daß jedem Punfte der einen Figur ein Punft der andern ent- 
fpricht, bergeftalt, daß wenn Brei Punkte der einen Figur in geraber Linie 
liegen, die drei ihnen entfprechenben Punkte der andern Figur ebenfalls in 
einer geraden Linie enthalten find, nennen wir, nad) Hrn. Möbiug, col= 
linear: verwandte oder collineare. Figuren *). Da nun eine gerabe 

Li⸗ 


*) Dieſe Definition, wiewohl fie Alles enthält, was dad Weſen collinearer Sy⸗ 
fteme ausmacht, könnte vielleicht beim erfien Anblid in Mißverfändniffen Veranlaffung 
geben, und deshalb wird es nicht überflüffig ſeyn, fie bier näher zu beleuchten. Bei 
einer oberflächlichen Betrachtung diefer Erklärung könnte es nämlich fcheinen, daß 4. B. 
ſechs beliebige Punkte a,b,c,a,ß,y, von welchen, zwei mal drei, a,b,c und a,ß,y, 
in zwei Geraden liegen, und fechd beliebige andere Punkte a’,b',c',«',B',y', von welchen 
ebenfalld zwei mal drei, a’,b’,c' und a',#',y', in zwei Geraden enthalten, zwei collineare 
Spiteme bilden; ferner könnte es den Anfchein haben, daß je zwei Syſteme, von denen 
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linie durch zwei Punkte beſtimmt iſt, fo koͤnnen, nach dieſer Erklaͤrung, allen 6. 11. 
Vankten einer und derſelben Geraden einer Figur nur Punkte einer und der⸗ 
ſelben Geraden der collinearen Figur entſprechen, oder, mit andern Worten, 
einer Geraden in einer Figur entſpricht eine Gerade in der collinearen Figur. 
Asch ſieht man leicht ein, daß einer Geraden, welche zwei Punkte in ber 


ein jedes aus n Punkten befieht, collinear feun müßten, wenn fich unter den n Punkten 
dei einen und unter den n Punkten des andern Syſtems nicht drei in gerader Linie 
liegende Bunte befinden. Beides ift aber keineswegs der Ball, und zwar fchon deshalb 
sicht, weil in der Definition, die oben gegeben werben, unter den Worten ‚‚Spftem 
won Punkten“ Feine gefchlofiene Anzahl Punkte verkanden werden darf, wie vorher aus⸗ 
drũcklich bemerkt if, und daß alfo ſechs oder irgend eine andere gefchloffene Anzahl 
Ponkte feine Syſteme und folglich auch Feine collinearen Syfteme bilden können. Soll 
ten bie beliebigen Punkte a,b,e,a,ß,y zwar nicht collineare Syſteme bilden, doch 
aber u zwei collinearen Syfiemen gehören Finnen, fo müßte, wenn a und a’, b und b’ 
a. f. w. homologe Punkte wären, auch ber Durchichnitt p der Geraden ac und ba dem 
Durdyidimitte p’ ber Geraden a’«' und b’g’ entfprechen, weil der Punkt p des einen Sy⸗ 

ſternms mit a und «a ſowohl ald mit b und / in gerader Linie liegt, und folglich der ihm 

ennſprechende Punkt im andern Syſteme ſowohl mit a’ und a’ als mit b’ ımb in ges 

rober Linie liegen muß, eine Lage, die nur der Punkt p’ bat. Es müßten ferner die 
Durchſchnitte q,r,s u. f. w. anderer Geraden, welche zwiſchen je zwei von den ſechs 
Yımften a,b u. f. mw. gezogen werden Tünnen, den Durchfchnitten g’,r',s’ u. f. w. ber 
Berbindungslinien der entfprechenden Punkte a’,b' u. f. w. entfprehen. Die auf biefe 
Veiſe erhaltenen Punkte p,q,r u. f. w. und p’,q’,r' u. ſ. w. würden vermittelt ihrer 
Berbindungslinien wieder zu neuen einander entfprechenden Punkten führen, melche ih⸗ 
rerſeits, durch gerade Linien unter einander und mit den frühern Punkten verbunden, 
wiederum einander entfprechende Punkte liefern würden, und fo ohne Ende fort, wobei 
es denn immer zutreffen müßte, daß, wenn von den gefundenen Punkten bed einen Sy⸗ 
kem3 drei in gerader Linie liegen, bie drei, ebenfalls gefundenen, ihnen entfprechenden 
Sanfte auch in gerader Linie fich befinden. Daß dies aber bei einer willführlichen Ans 
nehme der Punkte a,b,c,a,d,y und a',b',c',a',B',y' nicht der Fall su ſeyn brauche, ift 
licht einzufeben; denn man kann die erfien ſechs Punkte fo annehmen, daß fchon die zu⸗ 
nicht fich ergebenden Punkte p,q,r in gerader Linie liegen, und die zweiten ſechs Punkte 
kan man fo wählen, daß die jenen entfprechenden Punkte p',g’,r’ nicht in gerader Linie 
Sch Befinden. — Es wird in der Zolge geieigt werden, daß im Allgemeinen vier Punkte 
eines Syſtes und vier ihnen entfprechende Punkte eines collinearen Syſtems hinreichen, 
wm m jedem andern Punkte des einen Syſtems den ihm entfprechenden Punkt des zwei⸗ 
tea Goſtems zu finden. 

(Daß ein Syſtem, welches einem andern collinear if, bie- perſpeetiviſche Abbil⸗ 
bung sder Centralprojection bes letztern ſey, kann hier eben fo wenig zur Definition der 
Eskineation benutzt werben, ald die Projectionsmethode bei ber Erklärung der Aehnlich⸗ 
kit angewendet wird.) 

3 
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5. 11. einen Figur verbindet, die Gerade, welche bie ihnen entfprechenden Punkte in 
der andern Figur verbindet, entfprechen muß. 


Es feyen nun x,y bie rechtwinfligen oder ſchiefwinkligen Coorbinaten 
eines Punftes in dem einen Spfteme, und t,u bie rechtwinkligen oder fchief- 
winfligen, auf diefelben ober auf andere Achfen besogenen, Coordinaten des 
ihm entfprechenden Punktes in einem bem erften collinear verwandten Sy⸗ 
fieme. Da, wenn beide Syſteme gegeben find, t ſowohl als u für jeden 
beflimmten Werth von x und y einen beſtimmten Werth, und für. jeden ans 
bern Werth von x und y auch andere Werthe befommen; fo ſind t und u 
von x und y auf eine beftinmte Weiſe abhängig, oder mit andern Wor: 
ten, t ſowohl als u ift eine Sunction von x und y, d. i. t=gy(x,y) 
und u=yY(x,y) Nehmen wir nun an, daß die Art diefer Abhängigkeit 
oder, was baffelbe ift, dig Form der Functionen ꝙ und w befannt wäre, 
fo würde die Gleichung derjenigen Geraden im Syſteme xy, welche ber 
Geraden 

gurht-+k = 0 


im Spfteme ut entfpricht, durch Subftitution jener Sunctionen für t und u 
gefunden werden, und diefe Gleichung würde daher feyn: 
evy)thoay)+k=0. | 


Da aber diefe Gleichung, was auch g, h und'k feyn mögen, nur vom 
erften Grabe feyn darf, fo wird fie die Form 


g(m'y--nx-+-p')-+h(im’y-Hn’x+p")-+k(my-Hni-Hp) —= 0 


haben, woraus 
_ _ my-+nıx-+p' 
EU Mn 
t _ _ m’y-+n’x-+-p" 
= yay)= mytnhp 
ſich ergiebt. 


Die auf diefe Weile gefundenen Ausdrücke für t und u enthalten zu⸗ 
fammen neun conflante Größen m,n,p,m’ u. f. w., von welchen aber: eine 
beliebig angenommen und 5. DB. gleich Eins gefegt werben kann, was eben 
fo viel ift, als dividirte man ben Zähler und Nenner des Bruches, der biefe 
Größe enthält, durch dieſelbe. Wählt man z. 3. p hierzu und läßt nun 


Zr FI * u. ſ. w. durch m, m, mi u. ſ. m. beseichnet ſeyn, fo iſt 
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my + nx +p . _ m'y + n”x + p" 
— 7 —- ;t=— 0 —., 0 
my-+-nı-+-1 my+nı+l1 
weite Ausdrücke noch acht Eonftanten enthalten. Dieje Conftanten Fönnen 
befimmt werden, wenn von vier Punkten bed einen Syſtems und von den 
vier ihnen entfprechenden Punkten bes anbern Syſtems die Eonrbinaten be 
famt find; denn fest man die Werthe dieſer Eoorbinaten nad) einander in 
be Gleichungen (2), fo erhält man adıt Gleichungen, welche in Beziehung 
af m,n,m u. f w. vom erſten Grabe unb zur Beftimmung biefer Groͤ⸗ 
fen im Allgemeinen hinreichend find. 


Aus bem bisher Gefagten folgt, daß einer gegebenen Figur unzaͤhlig 
diele andere Figuren collinear feyn koͤnnen; find aber auch vier Punkte ber 
andern Figur gegeben, welche vier beſtimmten Punkten der erfiern entfpre: 
hen follen, fo ift biefe andere Figur völlig beflimmt. 


Entwickelt man aus den Gleichungen (1) ober (2) x und y, fo er: 
halt man Ausdrücke in t und u von berfelden Form, nämlich Brüche, des 
ven Zähler und Nenner Functionen erften Grades von t und u find. Dars 
aus folgt, daß die Verwandtſchaft der Collineation zwiſchen zwei Syſtemen 
nur gegenfeitig Statt finden kann. 


Ein drittes Syſtem von Punften und Linien, deffen Coordinaten r und 
s beißen mögen, wird dem Syſtem tu collinear- verwandt feyn, wenn 








_ fs+gr+h und t= f’s+g'r+h" 

—— Ss+gr+l — Ss+gsH+l 
ft Daher ift aud) . 
fs$gr+h  my-tnı+p , fs#g’r+h" _ m’y-en’s-+p" (3) 
S+-gr +1 my+n+l’is-Heger+l ° my+rouxıl 


Aus diefen legten Sleichungen (3) fann man r und s durch x und y 
beſſimmen, unb man wird durch die Entwicelung Ausdruͤcke von der vor: 
ber amwähnten Form finden, woraus folgt, daß das Syſtem xy em Sy⸗ 
ſteme rs collinear verwandt ift, und im Allgemeinen, daß zwei Spfteme, bie 
mit emem dritten in der Verwandtſchaft der Collineation ftehen, felbft coli: 


near⸗ verwandt find. Auch ift Klar, daß man bie Gleichungen (3) ebenfalls‘ 


anwenden kann, um bie Beziehungen aufzufinden, die zwiſchen zwei el 

mar -vertoandten Syſtemen Statt finden. Setzt man zur Abkürzung A, 

mb C für teer-h, f’s+g’r-+-h” und fs -gr-+-1; und M, N * 
3 * 


sl. 


z. 11. 
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P für my , m'y-Hn’s+p’ und my+nc+1, fo bat man 
ſtatt der Gleichungen (3) die folgenden: 


A M B N 
Tr’ Tar: (4) 
\ und diefe Gleichungen enthalten 16 Eonftanten f,g,f,.... mn, m...., zwi⸗ 


fchen welchen nur acht Bebingungsgleichungen eriftiren, wenn (was zur ges 
genfeitigen Beftimmung zweier collinearen Figuren hinreicht) vier Paar ein⸗ 
ander entfprechender Punfte aus beiden Siguren bekannt find. Man kann 
alfo die acht Größen m,n,m’ u. f. mw. beliebig und auf ungählig verſchie⸗ 
dene Weifen annehmen, wenn man nur den acht übrigen Größen f,g,f.... 
die ihnen bei diefen Annahmen, in Folge ber acht Bebingungsgleichungen, 
sufommenden Werthe giebt. Sind nun für irgend zwei collineare Spfiene 
die Eonftanten m, n, m u. ſ. w. angenommen und daraus f,g,f.... be 
flimmt, fo wird einer Geraden des einen Syſtems, deren Gleichung 


AMMABVC 0 ode 12 —2* = 0 


if, bie Gerade bes andern Syſtems, deren Gleichung 
IM-FuN+YP = 0 ober — — — —=0, 
entfprechen. Setzt man, der Neibe nach, u und v, A und v, u. a und A 
gleich Ruh fo ergiebt fich, daß ben Geraden ' 
A=0;,B=0; C=0 
in dem einen Syſteme bie Geraben 
M=0;, N=0 
in dem collinearen Syſteme entfprechen. 


Es ſeyen jetzt xy’ und x"y” zwei Punkte in dem einen Syſteme, unb 
rs und r"s’ zwei Punkte in dem collinearen Syſteme, bie reſpective jenen 
entſprechen; ferner ſeyen 

a und a” die von den Punkten s'r und s’r" auf die Gerade A — 0 
b’ und b" s ;. + ⸗ sv md ET ss + : B=0 
« und «" » ⸗ ⸗ ⸗ xymdxry + ⸗ —M0 
fund f" = . 9 ⸗ xy und x’y’ > ⸗ : N=0 
gefällten Perpendikel; fo ift, wenn man burch A’, A”, B’ und B’ die Aus; 
drücke bezeichnet, welche durch Subftitution von 8‘, r und 8’, ı" in A und 


;P=0 
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B abhalten werben, und wenn M, M”, N’ und N” die Kefultate der Sub⸗ 
kitution von x’,y’ und x’,y' in M und N bezeichnen, unter ber Voraus: 
tung rechtwinkliger Eoorbinaten, zufolge (9 7. ©. 6.), 


U 2 m 





, A’ „ A” 
— ’ varg® ' 
B B’ 
2 bh" —3 
— +8” ’ Ver +” ’ 
7 — _M 3 a" — _M > 
— Var? 
N’ , N” 
u 
m’-un m”-+-n 


Es iſt aber auch, weil x'y’ und rs’ , x’y” und r’s” einander entfprechende 
Punkte find, zufolge ber Gleichungen (4), 


A M 

® * N 
oder, wenn man für A),A’,B' u. 
chungen ſetzt, 


u. f w. die Werthe aus den letzten acht Glei⸗ 


Vr+g a __ Vm®+n? . @. 
Very Van 

VP?+g? a _ Vm? +n? Ks 
u en 


Eiminirt man zwiſchen diefen Gleichungen eine von ben Burzelgröfen, ſo 
schen die übrigen von ſelbſt fort, und man erhält 


d,a ad, u” 

vmrr 
sder auch | 

'.» _ ad, 

ne 


Da nun aber, wie oben bemerft worden, m,n,m' u. f. w. wilfführlich an: 
gerommen werden fünnen, fo begeichnen M=0 und N—=0 jede zwei ge: 
rade Linien im Syſteme xy, und A=0 u B=0 bie ihnen entfprechen- 
den im Syſteme rs. Eben deshalb bezeichnen aber auch «’,a”,? u. P" 
die von zwei beliebigen. Punkten auf je zwei beliebige Gerade gefällten Per⸗ 
pendifel, und a,a',b' u. b’ bie von den entiprechenden Punkten auf bie 


g. 11. 








$. 11. 


Sig. 13. 


— BB — 
entfprechenden Geraden berabgelaffenen Senfrechten, und wir haben. fos 


mit den 


Lehrſatz [4]. Wenn man von zwei beliebigen Punften A und B 
auf irgend zwei gerade Kinien a und b Senkrechte fälle, deren Länge 
durch Aa, Ab, Ba u. Bb bezeichnet, und wenn man ferner in einem col⸗ 
linesren Syfteme von den entfprechenden Punkten A’ und B’ auf die 
entfprechenden Beraden a’ und b’ Perpenditel berabläßt, deren Längen 
A'a’, A'b’, B’a’ u. B’b’ heißen, fo iſt 

Aa,Ba _ Ad, Ba 
AB m'W (5) 


“ oder 


Aa. Ab Aal Ab’ 
BB ui. (6) 


Aus dieſem Lehrfage laͤßt fich unmittelbar ein anderer, über das Ver⸗ 
haͤltniß der Slächentheile zweier collinearen Figuren ableiten. Wenn ndm- 
ih A, B, C, Du. E fünf Punkte eines Syſtems und A’, B, C,D’ u. 
E bie entfprechenen fünf Punkte eines collinearen Spftems find, fo finb 
CD und CD’, CE und CE einander entfprechende Gerade; daher hat man’ 

Aa Ab — Ad Ab 
Ba Bpß Ba’ J 
folglich auch 
3AaxCD „ MAMPXCE 3A’a&xCD,4AbxCE 
iBaxCD *° 3BbxCE “  1BaxCD 'IBbxCE ' 
oder, wenn man bie Dreiecke der Figur einführt, 
ACD ACE _ ACD',ACE 7 
BCD ’ BCE 7 5CD'TCH (7) 

Nicht bloß die Perpenbifel Aa, Ab, Ba u. ſ. mw. ftehen in ber angege⸗ 
benen Proportion (5 oder 6), fonbern auch jebe acht Gerade Aa, Aß, Ba, 
B£ß und Add’, A, Ba’, BP, die durch die Punkte A, B und durch die 
ihnen entfprechenden. Punkte A’, B' gegogen werben, wenn fie mit jenen Pers 
pendifeln, alfo auch mit den Linien, nach) welchen fie gezogen find, refpective 


gleiche Winkel bilden, weil, wegen ber Gleichheit diefer Winkel, A _ nn 


u. (m. ober = = ufm Sind nun A, B,C,D vier in gera: 





— 
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ber Linie liegende Punkte eines Syſtems, und A’, B', C’, D' die vier ent: 


1. 


ſprechenden Punkte eines collinearen Syſtems, welche alfo ebenfalls in ger gig. 14. 


vaber Linie liegen, fo denke nian ſich durch B und C zwei beliebige Gerade 
EF, GH, und durch B’ und C die entfprechenden Geraden EF', GH ge 
m. Alsdann find AB und DB als zwei Gerade anzufthen, welche mit 
EF gleihe Winfel bilden; -eben fo find AC und DC als zwei Gerade zu 
betrachten, die mit GH gleiche Winkel machen, und Aehnliches finder in dem 


| collinearen Syſteme Skatt. Es folgt demnach aus dem obigen Lehrſatz 
() der 


Lehrſatz [5]. Sind A, B,C,D vier Punkte eines Syſtems, 
welche in gerader Ainie liegen, und A',B’,C', D’ die vier ihnen entfpre: 
denden Punkte eines collinearen Spfiems ‚ welde alfo ebenfalls in ges 


mder Linie liegen; fo iſt 


AB,AC _ AB ,A'C (8) 
I'm " BD’cH 


Aufgabe [19]. Ks find vier in gerader Linie liegende Punkte 
A,B,C, D eines Syftems und drei Punkte A’, B', O eines collinearen 
Orfiems, welche den drei Punften A, B,C entfprechen, gegeben. Man 
fl den Punkt D’ des letztern Syſtems, welcher dem Punkte D des er: 


fan entſpricht, durch Conſtruction finden. 


Man ziehe durch den Punkt A’ eine beliebige Gerade und beftimme auf 
berfelben die Punkte b, c, d fo, daß Ab=AB, Ac=AC und Ad=AD, 
Run ziehe man B’b und C’c, und verbinde derm Durchſchnittspunkt P mit 
d dur eine Gerade Pd, welche, wenn es nöthig ift, verlängert die Gerade 
AB in einem Punkte D’ fchneidet, welcher der verlangte ift. 

Denn nimmt man A’B’ zur Abfciffenachfe und A’b zur Ordinatenachfe, 
ud bezeichnet AB’, AC durch x, x', ferner Alb, Alc, Ad durch yıy',y", 
p iſt (& 4. u. 6. 9.) 


bie Gleichung von BP; +7 =|1, 


die Gleichung von Üc; tr =1, 


y’ 
ie Glei (IL: IL _ ) — 
die Gleichung von Pd; 1) + (+ m I 0, 


wenn nämlich 2 fo beſtimmt ift, daß 


Gig. 15. 





Fig. 16. 


— 2 — 
y — X — —0. 
y 1) + a y" 1) 
Die Gerade Pd fchneider nun die Abfciffenachfe in einem Punkte D’, deſſen 


Drbinate y=0 if. Man bat daher, wenn bie Abfeiffe diefed Punktes 
durch x” bezeichnet wird, 


Gr) = 


Die vorige Gleichung giebt 


l=— — : A f 
" "—y'y—y 
und bie legte 

1m — x x 

— —— ——— 
oder, wenn man für x,x’,x",y,y,y die Linien ſetzt, denen fie gleich find, 
,— _ AC.AB und 1 — _ AC.AB 
— CD . BD l — CD’ pp ° 


— VE am 


und fomit der Punkt D’ (nach Lehrfat 5.) richtig beftimmt. 


Aufgabe [20]. Es find fünf Puntte A,B, C, D, E, von denen 
nicht drei in gerader Kinie liegen, und vier den Punkten A,B, C,D 
entfprecdhende Punkte A’, B’, C’', D’ eines collinesren Syftems gegeben. 
Man ſoll den Punkt E, weldyer dem Punkte E entfpricht, durch Cons 
firuction finden. 


Man bilde aus den vier Punften A, B, C, D bes einen Syſtems und 
aus den vier Punkten A’, B’, C, D’ des andern Syſtems bie vollftändigen 
vierfeitigen Siguren ABMCND und ABMCND', fo find M und M’, N 
und N’ einander entfprechende Punkte, weil fie die Durchfchnitte von einan⸗ 
der entfprechenden Geraden find. Man ziehe nun ME und NE, fo erhält 
man zwei Durchfchnittspunfte P und Q in AM und AN. Jetzt beftimme - 
man auf AM’ vermittelt der Punkte A,B,M,P und A',B',M', nad 
der vorigen Aufgabe, einen Punkt P’, welcher dem Punkte P entfpricht, und 
auf AN' beſtimme man vermittelft ber Bunfte A,D, N, Q und A), D', N 
eben fo einen Bunfe.Q’, welcher dem Punkte Q entfpricht. Endlich ziehe 
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nu NP’ und M’O', fo if ihr Durchſchnitt E' ber verlangte Punkt. Dem 5. 12. 


ds Berbindungslinien einander entfprechender Punkte entfprechen fih NP. 
ud N’P’, und aus bemfelben Grunde entfprechen ſich MQ und M’Q'; bie 
Durchſchnittspunkte diefer Linien, nämlich E und F', werben alfo ebenfalls 
einander entfprechen. - 


4§. 22. 

Die Formeln (2) des vorigen $. laffen fi durch Transformation 
der Eoorbinaten vereinfachen. Verlegt man nämlich zuerſt nur den Anfangs; 
punft der tu und der xy, indem man tt, uFru, xx und y-+y’ 
reſpective für t, u, x und y fest, fo fommt 


uf — my+nı+-my-+nY+p | 
my+oı+ny+m+i 
| pt —® "y+nx+-m'y-+n’-+p" 
| my+ux+my+nY-+1 


Wählt man aber zu den neuen Anfangspunkten zwei einander entfprechende 
Puukte, ſo daß alfo 
| u’ _ my+nx-+-p , r m'ynxp 
— mytor+l ° °  my+nr-+i 

iR, fo geben bie eben aufgeftellten Formeln 

IGn — mm’ )x’+(m’ — mp ty + $(mn’ —m'n)y’ +(n’ —np')ix 

my tar + )mytantoyan4) 
to $ (m’n — mn”)x’-+(m” — mp')ty+ (mn’—m’n)y’+(n” —ap)ix 

(my +nx +1) (my-+nx-+my’+nr +1) 

ser, wenn man zur Abfürgung m'n — mn’ =a, m —mp=b, np —n'=c, 
n"n—mn’=a, m—np=b, p’—n’=c mb my+aY+1l=v 


_ (ax -+b)y— (ay’-+c)x und _ (ax +b)y—(ay-+c)x 
v(my-Fnx-+-v) vimy-+-nx-+v) ' 
ei Ausdruͤcke, bie, für s=0 und y=0, verfehwinden. 

Der Einfachheit wegen wollen wir annehmen, daß bie alten Coordina- 
ten rechtwinklig geweſen find, was erlaubt ift, weil durch eine Transforma⸗ 
tim der Eoorbinaten bie Form der Gleichungen (1 u. 2) des vorigen Pa: 
ragraphen nicht geändert wird. Aendert man num bie Lage der Achſen ber 
zum y ohne den Eoordinatentwinkel zu verändern, indem man ($. 3. 5. 9.) 
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5. 12. cooßd.x—sinf.y und eind.x-r-cosß.y für x und y ſetzt; fo geben 
bie zuletzt gefundenen Ausdrücke. 
$(ax'’+b) cosß+(ay’+c)sinf@ty+ $(ax’ Hb)ein =(ay‘ +c) coſGiæ, 
vf(in cos d—n sin A)y+(m sin d+n.cos A)x+v? 
_ tax +b))cos ß+(a'y '+c)sindty+ {(a'x '+b)sin®— (a'y +e)eoeßix 
”aCneoe B—neinf)y + (mein d+ncos cv) 
Da nun die Größen.x’ ımd y’ fo mie der Winkel 8 beliebig gewählt 
werden können, fo toollen mir fie fo beftimmen, daß 
(al +-b) oo ß+(ay +e)einß = (a 4-b)eind— (Ay-rc)oonß 5 
(ax +b)sin?—(ay )cos A =0; 
(af+b)cosd-+(ay+c)sinf — 0 
werben. Dies ift im Ullgemeinen immer, und zwar in Betreff der Größen 
x u. y nur auf eine einjige Art möglich. Denn febt man wieder zur Ab⸗ 
fürgung x +b=A; ax+b=A; ay+c=B und ay+-c=P’, 
und tang A für ein , fo Haben bie drei letzten Gleichungen die Geſtalt 


cos ß 
(A—B)tang? =A+B' ; Atang? =B ; Bitang $ = —A' 
„Addirt man die ziveite und dritte dieſer Gleichungen, fo kommt 
(A+B)tang? = —(A—B), 
und, wenn man nun vermittelt der erften tang ? eliminirt,. 
(A+B)-+H(A—BP’ =0, 
welche Gleichung, weil die Summe zweier Quadrate nicht Null iſt, nur bes 
ſtehen kann, wenn zu gleicher Zeit 
X-B=0 md A+-PB=0 
iſt. Diefe beiden Gleichungen geben, da ſie vom erſten Grade ſind, ſowohl 
für x als für y’ nur einen und zwar immer reellen Werth; und für diefe 
Werthe ift, da alsdann A—=B und B= —A, tangf = > = 23 
Da nun alſo auch tang A nur einen Werth bekommt, fo erhaͤlt 4 zwei 
Werthe, die um 7z ober zwei rechte Winfel von einander bifferiren. 
Für dieſe beſtimmten Werthe von x’, y’ und 3 bekommen alfo die Glei⸗ 
chungen (1 ober 2) des vorigen Paragraphen bie Geflalt 


— py px 
u ayru+l und t= —my+ıuı+ (1) 











_ .—_ 
wo m, n und p Größen bezeichnet, bie von ben fraher fo genannten Quan⸗6. 12. 
titäten verfchieden find. 


In Folge diefer Gleichungen (1) entfpricht num einer Geraben im Sy: 
fieme tu, deren Gleichung 





 aufbt+-c = 0 
ſeyn mag, eine Gerade im Syſteme xy; deren Gleichung alsdann 
apy-+-bpx 
nr+-nı +1 
ſchn muß. Den beiden Geraden, deren Gleichungen 

t=0 3 no 
find, entfprechen die Geraden, deren Gleichungen 

s=0 ; y=0 
ſeyn müffen; d. h. der Achſe ber t entfpricht jetzt Die e Ah der x und der 
Achfe ter u entfpricht die Uchfe der y. 


Den neuen Anfangspunkt der xy mollen wir dag Eollineations: 
centrum ober den Collineationspunft des Syſtems in xy und 
ben neuen Anfangepunft der tu das Eollineationscenfrum ober den 
Eollineationspunft des Syſtems In tu nennen. 


+c=0 oe (ap em)y-H(bp+en)s-rc = 0 


Aus dem vorher Gefagten ift zu erfehen, daß von zwei collinear ver⸗ 
wandten Syſtemen ein jebes im Allgemeinen nur einen Eollinentiongpunft 
dat, unb daß bie Relationen zwiſchen den Coordinaten homologer Punkte 
kurch Gleichungen von der Form (1) ausgedruͤckt werben koͤnnen, wenn 
men die Coordbinatenachſen reſpective durch die Collinealionspunkde und fo 
gt, daß bie Achfe der t ber Achſe ber x, und bie Achfe ber u der Achie 
ker y entſpricht. 

Denkt man ſich nun, bei dieſer Lage der Coordinatenachſen, eins der 
beiden Syſteme ſo auf das anbere gelegt, daß die Achſe der x auf die Achſe 
der t, und bie Achſe ber y auf bie Achſe der u faͤllt; fo fallen auch alle 
derch den, jegt gemeinfchaftlichen, Collineationspunkt gezogene einander ent 
fpeechende Gerade auf einander; und jebe zwei einander entfprechende Punkte 
liegen mit dem Collineationspunkte in gerader Linie» Denn ift 

u=mbht 
de Gleichung irgend einer Geraben des einen Syſtems, bie durch den Ans 
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$. 12. fangspunft der Coordinaten geht, fo ift bie Gleichung der Geraden, welche 
ihr im andern Syſteme entfpricht, in Folge der Relationen (1), 
y=k 
und diefe Gerade fallt alfo, wie man fieht, mit jener zufammen. Sind fers 
ner xy und tu die ECoorbinaten entfprechender Punkte, fo find bie Glei⸗ 
ungen ber Geraden, welche den Anfangspunft mit biefen Punkten verbins 


den, y= Gx und u = zit: Da aber in Folge der Gleichungen (1) 


%=%, und bie Eoorbinatenachfen dieſelben ſind, fo fallen bie. beiben 


Geraden in eine Linie zuſammen. 


| $. 13. 

Zwei collinearsverwandte Syſteme wollen wir collinearsliegend 
nennen, toenn fie die im vorigen $. angegebene Lage haben, bei welcher je 
zwei durch ben gemeinfchaftlichen Collineationspunft gezogene, fich entfprechenbe, 
Gerade auf einander fallen. Es verdient bemerft zu werben, daß zwei colli- 
near verwandte Syſteme im Allgemeinen nur auf zwei verfchiebene Weifen 
fo gelegt werben Fönnen, daß fie collinear-liegend find, was daraus erhellet, 
daß x u. y ($. 12.) für zwei beflimmte Syſteme nicht mehrfache Werthe 
haben, und daß 4 auf zweierlei Weife genommen werben fann. 


Es fragt ſich jest, ob in zwei collinearen und collinear⸗liegenden Sy: 
fiemen außer den Kollineationspunften noch andere bomologe Punkte auf 
einander fallen. Für folche Punkte hat man, da die Eoordinatenachfen auf 
einander liegen, t=x und u=y, und diefe Werthe, in die Gleichungen 
(1) des vorigen $. gefeßt, geben 

my+ı+l)y=py ; (my+mu+lı=p;, 

oder | 

(my-+nı #1 —p)yy=0 ,; (mypn-H+i—p)ıı =0. 

Diefe Gleichungen werben befriedigt, wenn zu gleicher Zeit y=0 und s—=0O 

ift, oder wenn my mx --1—p = 0 ift, und hieraus fieht man, Daß, 

außer den beiden Eollinentionspunften, alle Punkte der Linie 
-my-+nı-#l—p=0, (1) 

welche eine gerabe ift, auf den ihnen entfprechenden Punkten liegen. Diefe 

Gerade wollen wir bie Eollineationsachfe nennen. Eine jebe Linie 
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des einen Syſtems ſchneibet bie ihr entſprechende Linie des g. 13. 
andern collinearsliegenden Syſtems, wie leicht einzuſehen ift, 

auf die ſer Eollineationsachfe. (Eine Frumme Linie des einen Syſtems 

fann die ihr entfprechende Linie bed collinear- liegenden Syſtems außer auf 

ber Eollineationsachfe in noch andern Punkten fchneiben.) 


Zweien parallelen geraben Linien des einen Syſtems entfprechen in ei- 
nem !collinearen Syſteme zwei Gerade, bie im Allgemeinen nicht paraliel 
* Denn es ſeyen 
urkt+k=0 ; urbt+k=0 
die Sleichungen der zuerft genannten Linien, fo bat man für die ihnen ent: 
ſprechenden Geraden in einem collinear-liegenden Spfteme, durch Subftitu- 
tion ber Werthe aus den Gleichungen (1) $. 12., 
Py+hr)+kimy+ox+1) = 0; 
PKy+hr)+k(my+nx+1) = 0; 
unb biefe Geraden find, wie man ficht, im Allgemeinen einander nicht pa⸗ 


rallel (eine Ausnahme macht der Fall, in mwelhen h = =): vielmehr 


ſchneiden fie fich in einem Punkte, und zwar in demjenigen, in welchem ſich 
ie beiden Geraden ſchneiden, die durch die Gleichungen 


ytrlı=0 md myrıx+1=0 
andgebrückt find, weil die Werthe von x u. y, welche biefen Gleichungen 
genugthun, auch jene Gleichungen befriedigen. Die letzte diefer beiden Glei- 
dungen ift bie einer Geraden im Syſteme xy, telche der Eollineationg- ° 
achſe (1) parallel ift, unb man fieht alfo, daß ber Ort der Durchſchnitts⸗ 
punfte derjenigen Geraden im Spfteme xy, twelche parallelen Geraden im 
Syſteme tu entiprechen, eine der Eollineationdachie parallele, durch bie 


Gleichung | 
my-Fnx+-1 = 0 (2) 
(deren erſter Theil nichts anders als der Nenner der Ausdrücke (1) im 
vorigen $.) dargeſtellte, gerabe Linie iſt. Diefe gerade Linie mag bie Ge⸗ 
geuachfe im Syſteme xy heißen. Es giebt nun, mie leicht einzufehen 
if, auch eine Segenachfe im Syſteme tu, d. i. eine gerade Linie, auf 
welcher ſich alle Geraden im Syſteme tu fchneiden, bie parallelen Geraden 
im Syſteme xy entfprechen. 
Die erſte ber beiden vorher genannten Bleichungen, y hx = 0, ift 
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6.13. die einer Geraden, welche durch den Anfangspunkt ber Coordinaten, d. i. 
durch das Collineationscentrum gebt und mit ber Collineationsachſe, alſo 
auch mit der Gegenachfe denfelben Winfel macht, als die Richtung ber pas 
rallelen Geraden im Spfleme tu. Died giebt ein Mittel an bie Hand, die 
folgende Aufgabe zu löfen. 


Anfgebe [21]. I. Es find zwei collinesre Figuren gegeben, die 
nicht collinear liegen; man foll das Collineationscentrum durch Eonftruc: 
tion beffimmen. 

II. Es ift von zwei collinearen und collinesrsliegenden Syſtemen, 
das eine derfelben, der gemeinfchaftlidhe Eollineationspuntt, die Collis 
neationsachfe und die Begenadhfe des andern Syfiems gegeben; man 
fol zu jedem Punkte des gegebenen Syftems den entfpredyenden im 
andern Syfteme durch Conftruction beffimmen. 


1. Man ziehe in der erſten Figur zwei Paar Parallellinien I, Y und in 
der zweiten Figur ebenfalls zwei Paar Parallellinten A, A; ferner in der erften 
Figur die beiden Linien-Paare m, m’, welche den Geraden A, 7, und in ber 
zweiten Figur die beiden Linien-Paare u, u, welche den Geraden 1, U’ entfpre- 
chen. Der Durchfchnittgpunfe p der beiden Geraden m, und der Durchſchnitts⸗ 
punft p’ ber beiden Geraben m’ beftimmen die Gegenachſe g in ber erften Figur, 
welche mit den Geraden 1, 7 die Winfel a, a’ macht; und bie Geraden u, u’ 
beftimmen durch ihre Durchfchnittgpunfte ru, 7’ die Gegenachfe > in ber zwei⸗ 
ten Sigur, welche mit den Geraden 4, 4 bie Winfel @, a’ bilde. Nun 
ziehe man durch p und p’ zwei Gerade r, r', die mit ber Geraden g die 
Winkel a, «' bilden, und durch und m’ zwei Gerade og, 0’, die mit y 
die Winkel a, a’ machen; fo ift der Durchfchnittspunft von r und r' dag 
Collineationscentrum ber erfien Figur und ber Durchfchnittepunft von o und 
o das Eollineationscenteum ber zweiten Figur. 

Die Nichtigkeit diefer Löfung folge unmittelbar aus demjenigen, mag 
oben gefagt worden. | 

Sind die Collineationspunkte gefunden, fo hat es Feine Schwierigfeit, 
beide Figuren collinear liegend zu verzeichnen, und die Collineationdachfe er- 
giebt fich alsdann durch die Durchfchnitte fich entfprechender Geraden. 

I. Es ſey p ein Punkt des gegebenen Syſtems, zu welchen ber hos 
mologe Punkt re im andern Spfteme gefunden werden fol. Wir verbinden 
den Collineationgpunft c mit dem Punkte p durch eine Gerade cp, ziehen 
durch p irgend eine Gerade, welche die Collineationsachſe im Punkte a fchneis 
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bet, und dieſer Geraden burch c eine Varallele, welche bie gegeberre Gegenachſe 6. 13. 
in b fchneidet; wir verbinden ferner die Punkte a und b durch, eine Gerade 
ab, fo ift der Durchfchnitt se der Geraden cp und ab ber verlangte Punkt. 

Denn ben beiden Parallelen pa und ch in dem gegebenen Syſteme ent 
fnchen in dem andern zwei Gerade, welche fich auf der Gegenachfe, und 
paar da, wo die durch c gegogene Parallele dieſelbe trifft, alfo in b fehnei- 
ke. Diefer Punkt b, als ein Punkt des zweiten Syſtems betrachtet, hat 
dio feinen entfprechenden Punkt in dem gegebenen Syſteme auf ber Gera- 
ken pa; der Punkt a aber, als ein Punkt der Collineationsachſe, entfpricht 
ah ſelbſt. Demnach ift im zweiten Syſteme die Verbindungslinie ab der 
Öeraden pa bed gegebenen Syſtems homolog. Die Gerade cp, als eine 
derch den Collineationspunkt c gehende Gerdde, entfpricht fich felbf. Da 
mm den beiden Geraden pa und cp bie beiden Geraden ab und cp entipre: 
den, fo ift der Durchfchnitt = der Ießtern der homologe Punkt des Durch 
ſchuitts p der erfiern. 


. 14. 
Entwickelt man aus den Gleichungen (1) des $. 12. die Größen y 
ud x, fo fomme 
t 


u 
| IT murot—p mu+at—p 
daher ift bie Gleichung ber Begenachfe im Syſteme tu (vor. $.) 
mu+nt—p=0, (2) 
uud, unter der fortwaͤhrenden Vorausſetzung rechtwinkliger Coorbingten, ift 
ie($. 7. G. 6.) die Länge des Werpendifels vom Collineationspunfte 
’ dt 1—p 
P = ——— 
auf die Collineationsachſe, rare‘ 
— 
Vm?’-+n? 
auf die Gegenachfe im Syſteme tu, P, = — 
Die Entfernung ber Gegenachſe im Syſteme xy von der Collineationsachſe 
it demnach — —, alſo gleich der Entfernung der Gegenachſe im Sy⸗ 
Ym? -n? | . 


nd x = (1) 





— 


auf die Gegenachſe im Syſteme xy, P, = 


Ban} 


fee tu vom Gollineationscentrum. 





6. 14. 
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Zufolge der Gleichungen (1) des gegentwärtigen $. unb des $.12. ift 
(mufnt—p)yy=—u ud (my-+-nx-+-1)u =py} 
woraus durch Multiplication 
(mu+-nt—p)(my-Fnr-+-1l) = —p 
fich ergiebt. Bezeichnet man den Perpenbifel von irgend einem Punfte xy 
auf die Gegenachfe im Syſteme xy durch P’ und den Perpenbifel von dem 
ihm entfprechenden Punkte tu auf die Gegenachfe im Syſteme tu Durch P”, 
fo ift ($. 7. ©. 6.) 
my+Fox-+1l = PVYm’+n? md mu+-ni—p = P/m’+n ; 

daher hat man 


O 
PP" — mM’en Fe N 
oder auch, in Solge des oben Gefundenen, 
PP’= PP, 


Demnach ift das Product der beiden Herpendike, welche von zwei ein⸗ 
ander entſprechenden Punkten reſpective auf die Gegenachſen der beiden Sy⸗ 


ſteme gefaͤllt werden, eine conſtante Groͤße. 


Che wir von ber Anwendung des bisher Geſagten reden, wollen wir 
noch zweier befonderen Faͤlle Erwähnung thun. Wenn nämlich in den Gleis 
chungen (1) des $. 12. p=1 ift, fo geht die Gleichung der Collineations⸗ 
achfe (1. $. 13.) in 

my-F-nx = 0 
über. Die Eolineationsachfe geht alfo in diefem Falle durch das Collinea⸗ 
tionscentrum. 


Wenn aber p= —1 ift, alfo wenn 
= __— —, — — — 
"Tmyrna+ ! 7 myrnu+l' 
und 
_ t _ u 
x— muratr) ! IT—TtOmrarl' 


fo ift die Gleichung der Eollineationsachfe 

ny+nıı+-2=0; 
und find die Eoorbinaten eined Punktes im Syſteme xy, h und kı fo find 
bie Eoordinaten des ihm entfprechenden Punktes 


t= 
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h k 
TO ankrtnrı ! PT nkraı+t 
Bid derfelbe Punkt hk der gemeinfchaftlichen Ebene beider Syſteme, von 
ben wir annehmen, daß fie collinear liegen, als ein Punkt im Syſteme tu 
betrachtet, fo find die Eoordinaten bes ihm entfprechenden Punktes 

h kx 
Taktnarı ! IT Takt ° 
Da mın die Werthe von t und x und von u und y diefelben find, fo folgt, 
daß man in dem Kalle, wenn p = —1 ift, beliebig viele Punfte des ei⸗ 
um Syſtems mit ben ihnen entfprechenden Punften bed andern Syſtems 
kertaufchen kann. Sind demnach P und P’, ferner Q und Q’ zwei Paar 
hemologe Punfte zweier collinearen und collinear-liegenden Spfteme, für 
ik p = — I ift, fo werden nicht nur die Geraben PQ und P'Q’ als 


t = 


ı = 


 änander entfprechende Linien fich auf der Collineationsachſe ſchneiden, fondern 
s werden fich auch die Geraden PQ’ und PQ auf berfelben Achfe durch⸗ 


Freuen; denn bier kann man Q mit Q’ vertoechfeln. 

Sn demfelben Falle (wenn nämlich p = —1 ift) fällt die Gegen; 
achſe im Syſteme xy mit der Gegenachfe im Syſteme tu zufammen; benn 
de Gleichung der einen iſt my-Hnc+-1 = 0, und bie ber andern 
m+nt +1 ==0. Da jeßt die Gleichung der Collineationsachfe 
ay+nı +2 = 0 if, fo ift die Entfernung der Collineationsachfe vom 
lellineationscentrum doppelt fo groß als bie Entfernung der Gegenachſe von 
dieſem Punkte. | 


. 15. 

Die drei Eonflanten m, n und p, welche in den Gleichungen (1) bes 
412. vorfommen, können befiimmt werden, wenn der Eollineationspunft 
vn zwei collinearen und collinearsliegenden Syſtemen und drei Paar fich 
afprechende Punkte bekannt find. Denn febt man die Koordinaten biefer 
ini Paar Punkte nach einander in jene beide Gleichungen für x u. y und 
frtu. u, fo erhält man ſechs Gleichungen; weil aber ber gemeinſchaft⸗ 
ih Eollinentionspunft zum Anfangspunkt der Eoorbinaten genommen ift, 
mifen auch je zwei fich entfprechende Punkte auf einer durch dieſen An⸗ 
ſuazepunkt gehenden Geraden liegen ($. 12.), daher muß alfo, wenn x’, y’ 


wit, u die Coordinaten zweier entfprechenden Punkte bedeuten, 7 = I 
4 


$. 14 


6..15. 


Fig. 17. 


Fig. 18. 
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ſeyn, und Diejenigen Werthe von m, n und p, welche der Gleichung w 

— — mw 
ayıa+i genugthun, werden auch die Gleichung t' Ayo Fl 
befeisigen, da jene aus diefer entſieht ,wenn man ihren erſten Theil mit 


* und ihren zweiten Theil mit I  multiplicirt; die beiden Gleichungen, 


welche man für jeden ber drei gegebenen Punfte erhält, drücken alfo nur eine 
Bedingung aus, und fämmtliche ſechs Gleichungen reduciren fich daher auf 
drei, die im Allgemeinen binreichen die brei Eonftanten zu beflimmen. 

Zwei Dreiecke ABC, ABC’ fünnen folglid) immer als collineare und 
collinear liegende Figuren angefehen werben, wenn die Verbindungslinien ihrer 
Ecpunfte AA’, BB’, CC’ in einem Punkte P zufammen treffen. Die Punfte 
A und A’, Bund B/, C und C’ find alddann einander entfprechende Punkte, 
und bie Geraden AB und A/B’, AC und AC, BC und BC einander ent: 
fprechende Gerade, welche ſich alfo auf der Eollineationgachfe ſchneiden muͤſ⸗ 
fen. Daraus ergiebt fich der 

Lehrſatz [6]. Wenn die drei Derbindungslinien der Eckpunkte 
zweier Dreiede ABC und ABC fih in einem Punkte P ſchneiden, fo 
liegen die drei Durchfchnittspunfte der diefen Eckpunkten gegenuͤberſte⸗ 
benden Seiten in einer Beraden A’B"’C”. 


Viele andere Saͤtze laffen ſich aus den allgemeinen Eigenfchaften collis 
nearsliegender Figuren ableiten, . von welchen nur noch ber folgende hier 
Platz finden mag. 

Lehrſatz [7]. Wenn die Scheitel P, A, A’ dreier Winkel, weldbe 
drei Viered’e BCDE, BCDE, B’C"’D’E” bilden, in gerader Kinie liegen, 
fo fchneiden ſich von den ſechs Diagonalen vier mal drei in einem 
Puntte P,, P,, P,, Pı 

Denn da bie Verbindungslinien von A und A’, B und B, E und E 
burch den Punkt P geben, fo kann man diefe Punfte ale fich entfprechende 
Punkte betrachten; alsdann find AB und A’B’, AE und A’E einander ents 
fprechende Linien, und baher wieder C und C’, D und D’ fich entfprechenbe 
Punkte, fomit au) BD und BD’, CE und CE einander entfprechende Li⸗ 
nien, die ſich auf der Collineationsachfe DE" in den Punkten P,, P, ſchnei⸗ 
den. Man fann aber auch A und A’, Bunb E, E und B’ ale fi ent» 
fprechende Punkte betrachten; alsdann find AB und AF, AE und A’B’ 
einander entfprechende Linien, folglih C und D’, D und C’ fich entipre- 


- 


I 
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| ende Punkte und fomit auch CE und DB', BD und CE einander ent: 6. 15. 
fnrchende Linien, Die fich auf ber jegigen Collineationsachfe B’C” in den ' 
Iunften P,, P, fchneiben. 

Da man jege vier neue Punkte hat, in denen fih immer drei Gerade 
fieiden, fo kann man wieder dieſe Punkte zu Collineationspunkten nehmen, 
ud noch mehrere andere Linien ziehen, bie ſich zu dreien in einem Punkte 
ſchneiden. 

Aus dem letzten Lehrſatze folgt auch, daß, wenn die drei Colli— 
neationspunkte von drei collinearen Figuren, welche zu je 
jweien collinear Liegen, ſich in gerader Linie befinden; fo 
(queiden fich bie drei Eollineationsachfen in einem und bem- 
felden Punkte. 


$ 16. 

Bern in den Ausdrücken (2) des $. 11. m=0 und n=0 iſt, fo 
hat man 

u=my-+nı+p und t= m’y+n’-+-p". (1) 
Die befondere Art der Eollineationsvertwandtfchaft zweier Spfteme, welche 
durch diefe Sormeln ausgedrückt wird, heiße Affinisät. 

Um die fechs Eonftanten m’, mn’, p’, m’, n’, p” zu beftimmen, ift «8 bin- 
tichend, wenn drei Punkte in dem einen Spfleme und die drei ihnen ent: 
ſyrechenden Punkte in dem affinen Syſteme befannt find. 

Ein drittes Syſtem, deſſen Coorbinaten r und s feyn mögen, wirb dem 
Syſteme in t und u affin feyn, wenn 

um fs+tgr+h und t — f’s-+g’r-+h" (2) 
it. Eliminirt man t und u gwifchen den Gleichungen (1 u. 2), fo erge⸗ 
en fih für r und s Ausbrüde in x und y von linearer Form, woraus 

benn folge, daß zwei Syſteme, bie einem dritten affın find, felbft in ber 
Lawandtſchaft der Affinität fichen. 
| Giebt man den Buchſtaben A’, A”, M, M”, a, a”, a, «@" biefelbe Bes 
bestang wie im $. 11., fo hat man 
N=M ,A"—M 


’ A . g” — A a — M . a" — _M 
or 7er Beh 77 ee See Ar pre 
4 * 
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§. 16. Daraus ergiebt fich 
VPE , ar Va, 
und demnad) 
ad." 

Da nun, wie ſchon im $. 11. bemerft, A=0 und M==0 jede zwei ein- 
ander entfprechende Gerade und a’, a”, a’, a” die von zwei beliebigen Punk⸗ 
ten des einen Syſtems und den beiden ihnen entfprechenden Punften bes 
andern gefällten Perpendikel bezeichnen; fo ergiebt fich aus ber legten Glei⸗ 
hung der 

CLehrſatz [8]. Wenn man von zwei beliebigen Puntten A und B 
auf irgend eine Berade a Senkrechte Aa, Ba fällt, und in einem affis 
nen Syſteme von den entfprechenden Punften A’, B' auf die entfpres 
chende Gerade a’ ebenfalls Senfrechte A’a', B’a' herablaͤßt, fo iſt 

Aa:Ba=Ald:Ba. 


Sind ABCD und AB'CD fi) entfprechende Vierecke in zwei affinen 
Syſtemen, fo ift in Folge diefes Lehrfages 
ABC:AB'C = DBC:DPBC. 
Auch ift leicht einzufehen, daß nicht nur Dreiecke, die eine Seite gemein ha⸗ 
ben, fondern je zwei Dreiecke, und folglich auch je zwei gerablinige Figuren- 
in dem einen Syſteme ſich eben fo zu einander verhalten, wie bie ihnen ents 
fprechenden Figuren in dem affinen Syſteme. 


Man wird ferner aus biefem Lehrfage leicht erichließen, daß jede zwei 
parallele gerade Linien, die von zwei Punkten, A und B, an eine Gerade a 
gezogen werben, fich eben fo wie zwei parallele Linien in einem affinen Sy⸗ 
ſteme, die von den beiden entſprechenden Punkten A’ und B' an bie entfpre- 
chende Gerade a’ gezogen find, zu einander verhalten; woraus fich wiederum 
ergiebt, daß eine gerade Linie, welche die Punfte A und B verbindet, von 
irgend einer Geraden a in demſelben Verhaͤltniſſe gefchnitten wird, als eine 
gerade Linie, welche die Punkte A’ und B’ verbindet, von der entfprechenden 
Geraden a’ im affinen Syſteme; und weil homologe Gerade fich in homolo⸗ 
gen Punkten fchneiben, fo folgt der 

Jebrfau [9]. Sind A,B,C und A, B, C drei ſich entfprechende, 
in gerader Kinie liegende, Punkte zweier affinen Syfteme, fo ift 

AB:BC = AB:BC. 


Aufgabe [22]. Es find vier Panften A,B, C,D, von denen nicht 5. 16. 
drei in gerader Linie liegen, und drei Punkte A’, B’,C eines affinen Sys 

fans, welche den Punkten A, B, C entfprechen, gegeben. Man ſoll den 

Puft D’ diefes Syftems finden, welcher dem Punfte D entfpricht. 


| Pan ziehe AC, BC, AD, BD; fchneidet nun die Gerade BD die fi: 
wAc in P und die AD die BC in O, fo beſtimme man auf den Ge 
| nm AC und B’C die Punkte P' und Q', fo daß AP:PC AP: PC 
 mB0O:Q0C=BQ':0Q'C, und ziehe A'Q’ und BP’, fo ift der Durch: 
Mhnittöpunft biefer beiden Geraden ber verlangte Punkt D'. 

Die Richtigkeit diefer Löfung erhellet aus dem vorigen Lehrfage. 

I zwei affinen Spftemen find die Geraden des einen Syſtems, welche 
parallelen Geraden des andern entfprechen, felbft parallel. Denn «8 feyen 
ura+e=0 ,„ urarf = 0 

die Gleichungen zweier Parallelen des einen Syſtems, fo find die Gleichun: 
ga der entfprechenden Linien im affinen Syſteme 
(mM -+-am’)y-+(m-Fan’)x-+p-Fap' ae = 0 f 
| (m +-am’)y+(n tan’) +p-+ap+f = 
ig welchen die Eoefficienten von x und y dieſelben find. 





%. 17. 

In wei affinen Syſtemen werden, tie im vorigen $. gezeigt worden, 
ciuander entfprechende Gerade durch fich entfprechende Punfte in gleichem 
Berhälmiß getheile. Findet die Gleichheit diefer Verhälmiffe auch bei fol 
chen Abfchnitten Statt, bie nicht Theile einer und berfelben Geraden find, 
ſo heißen bie affinen Spfteme ahnlich. Sur folche Syſteme finden zwi⸗ 
Km den Eoefficienten m’, n, p}, m”, n”, p” gewiſſe Relationen Statt, bie 
af folgende Weiſe gefunden werden können. 


Es ſeyen x’y’ und tu‘, x’y” und t’u” die Coordinaten von zwei Paar 
Imologer Punkte A und A’, B und B, ferner fen q der unbeftimmte, aber 
maflante Erponent des erwähnten Berhältniffee. Wenn nun « und « bie 

| Cordinatenwinkel in beiden Syſtemen find, fo ift ($. 2.) 

AB’ — (y — YP+-2(5”—y)(a"—r')cos a+(x"— x)? ‚ 

A'B” — (uꝰ — W)? + Ku’—u')(t” — ty cos -(t — —* 
u durch Subſtitution der Werthe von u und t aus (©. 1. $. 16) 
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g. 17. (m? 2m'm” cos e@ +m")(y"—y')” 
AB” — +2/mn’+(m'n’-+m’n’)coad +-m’n’}(y’—y')(x —y)) 
+(n?+-2n'n’ cos «-Fn”)(x" — x’). 
Sol nun AB’ — q.AB ſeyn, und zwar für jeden Werth von x’, x”, y’ unb 


y', fo muß 
m?-+-2mm”cos «'--m” = g?’ 
mn’-+-(m'n’-+-m’n’)cos «@’-+m’n” = q?cos « 
n?-+-2nn"cos@-+n” = q? 
oder, wenn man q eliminirt, 
(m’? + 2m'm” cos « --m"?)cos« = min’-+(m'n"-+m’n’) cos «--m"n”, 
m? -+-2m’m" cos «m? = n?-+2n'n" cos «’-+-n”; 
und diefe beiden Gleichungen drücken die Nelationen aus, welche zwiſchen 
den Coefficienten in den Sormeln ($. 16. ©. 1) Statt finden mäffen, da⸗ 
mit die beiden Syſteme ähnlich, feyen. Sind beide Coordinatenſyſteme rechts 
mwinklig, fo gehen dieſe Bedingungsgleichungen in 

| mn-Fmn =0 un m?’+-m” —= n?+-n” 
über, woraus m’ — —n’ und n’— em! gefunden wird. Für zwei aͤhn⸗ 
liche Syſteme hat man alfo in rechtwinfligen Eoorbinaten 

u=my+nı+p ; t= =Tny£mx+p". (1) 

Da zwiſchen ben ſechs Eoefficienten m’, n’, p, m’, n’, p' zwei Glei⸗ 
chungen eriftiren, fo find zwei Paar einander entfprechende Punkte hinrei⸗ 
chend, um fämmtliche Eoefftcienten gu beſtimmen. 

Zwei Spfteme, bie einem dritten ähnlich find, find felbft einander aͤhn⸗ 
lich. Denn es feyen tu und rs bie rechtwinfligen Coordinaten der beiden 
erften Spfteme und xy bie rechtiwinkligen Coordinaten bes britten Syfteng, 
fo iſt 

u=my+nı+p ; t= =nyz£mnı+p’; 
y=fs +grrh ; = FHgs fr +", 
woraus fi) durch Elimination von x und y die Gleichungen 
u — (nftEnd!) + (mg nf) mb +nh’+p; 
t — = (m'g’ Fnf)>(mf'&ng)roh —mh’+p’ 
ergeben, welche die Aehnlichkeit der Syſteme in tu und rs ausdrücken. 


Die obigen Sormeln (1) Iaffen fi) durch Transformation der Coor⸗ 
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Kinaten noch bedeutend vereinfachen. Verlegt man nämlich zuerft den Ans $. 17. 
fngspunft der tu und der xy, indem man tt für tu. ſ. mw. ſetzt, fo 
kommt 
u-u = my+nx-+-my-Hnx-+-p' ; 
t+t = Znygnıtnyzmx-+p . 
Wihlt man aber zu den neuen Anfangspunften zwei einander entfprechende 
Sunfte, fo daß alfo ’ 
vV = my+ol+p ; != Zıymv+p" 
iß fo reduciren fich bie eben erhaltenen Germeln auf 
u=my+nkx ; Eny£nis. 
Imsformirt man nun das Syſtem in xy ey auf neue, ebenfalls rechtwinklige 
Shen, fo geben die Formeln ($. 3. F. 9.) 
u= (mecosß—n' sin P)y-H(m'sin d-4+-n' cos * 
t—= XEN cos -msin B)y&(n' sind —wm'cosf)x | 
ud wenn man A fo wählt, daß 
n 


m'sin d-Hn'cos ß = —=0 oder tang ß = a 


ud den fich Daraus ergebenden Werth von m 'cos d®—n'cos ß durch a be 
zichnet, 
u=may;t=>x. (2) 
Zwei durch den neuen Anfangspunft der tu gesogene Geraben bilden, 
wie man aus biefen Formeln (2) fieht, denſelben Winkel als bie beiden 
ihnen entſprechenden Geraden, welche durch ben neuen Anfangspunkt der xy 
gchen. Es fchlieffen demnach irgend zwei Gerade eines Syſtems benfelben 
Binfel ein, als bie ihnen entfprechenden Geraden in einem ihm ähnlichen 
Syſteme. Legt man alfo zwei ähnliche Spfteme fo auf einander, daß ir⸗ 
gend ein Punkt auf den ihm entfprechenden fällt, fo fann, wenn in ben 
dormeln (1 u. 2) die untern Zeichen gelten, eins diefer Spfteme immer fo 
m jenen Punkt gedreht werben, daß alle durch diefen Punkt gezogenen Ge⸗ 
tan des einen Syſtems auf die ihnen entfprechenden Geraden des andern 
Syſtems zu liegen fommen; und wenn in ben Formeln (1 u. 2) die obern 
Zichen gelten, kann baffelde Syſtem umgemwendet, und dann immer fo um 
om Punkt gebreht werben, daß daffelde Statt findet *). In diefer Lage 





*) Hierbei ſetzen wir voraus, daß die Achfen ber x u. y und bie der tu. u in 


$. 17. 


heißen bie beiden Syſteme ähnlich-liegend, und ſetzt man die Drehung 


fort, bis ſie zwei rechte Winkel betraͤgt, ſo ſind die Syſteme von Neuem 
aͤhnlich⸗liegend. Der Punkt, auf welchem ber ihm entſprechende liegt, heiße 
ber Aehnlichfeitspunft, und je nachdem zwei andere, auf berfelben durch 
ihn gezogenen Geraden liegende, homologe Punkte auf berfelben Seite ober 
auf verfchiedenen Seiten dieſes Aehnlichkeitspunkts befinblich find nennt . 
man ihn den Außern oder innern Aehnlichfeitspunfk. 


In ähnlichen und ähnlich » liegenden Syſtemen find zwei fich entfpre- 


‚chende Gerade parallel. Für ſolche Spfteme gelten, wenn nicht der Aehn⸗ 


lichfeisspunft zum Anfangspunft der Coordinaten genommen wird, bie 
Sormeln 


u=ay+b ; t=axı#c. (3) 


Es feyen xy, tu und rs die auf diefelben Achfen bezogenen Coordina⸗ 
ten von drei Spftemen, von welchen das erfie und zweite, ferner das erfte 
und dritte ähnlich und Ahnlich-liegend find, und es ſey ber Aehnlichfeits- 
punft des erſten und zweiten Syftems ber Anfangspunft ber Eoorbinaten ; 
dann iſt 

u=ay „, 'i=x 3 

y=as+rb ; x=ar+c. 
Eliminist man x und y zwiſchen diefen vier Gleichungen, fo kommt 

u=aas—ab ; t= aar Pac; 

und aus biefen Gleichungen fieht man, daß auch dag zweite und britte Sy- 
ſtem ähnlich und Ahnlich- liegend find. Bezeichnet man die Coordinaten des 
Aehnlichkeitspunfts vom erften und dritten Syſteme durch x,y, und bie des 
Aehnlichkeitspunkts vom zweiten und dritten Spfleme durch tıu,, fo iſt 


c ab ac 
= II, 3 I = 175 3 U 155 


a aa Ian ! 
woraus fich 


gleicher Kreisrichtung auf einander folgen, fo daß, wenn man bie pofitive Seite ber x 
auf die pofitive Seite ber t gelegt hätte, auch die pofitive Seite ber y auf die pofitive 
Seite der u fiele, ohne daß die Ebene der xy umgewendet morden fey. Findet die ent⸗ 
gegengefeute Vorausſetzung Statt, fo müßte das Unmenden bes einen ber beiden Sy⸗ 
fieme vor der Drehung Statt finden, wenn die untern Zeichen in den Formeln (1 u. 2) 
gelten, und es wäre nicht vorgunehmen, wenn bie obern Zeichen gelten. 


PU 
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 _u 
ss. AM 
geh. Demnach Tiegen bie Aehnlichkeitspunkte x,y, und tu, mit dem 
Infagepunfte der Eoordinaten, d. i. mit dem Aehnlichkeitspunkte des erſten 
uud weiten Syſtems in "gerader Linie, und man hat den 
Lehrſatz [10]. Sind zwei Syfieme einem dritten aͤhnlich und 
nlich⸗· liegend, fo find fie felbft aͤhnlich und Äbnlichsliegend, und die 
drei AchnlichFeitspunfte befinden fidy in gerader Kinie. | 


Bie auch zwei ähnliche Syſteme liegen mögen, fo liegt im Allgemeis 

nen immer ein Punkt auf bem ihm entfprechenben; denn find 
u=my+nı+p ; t= tznymx-+p" (1) 
be Relationen zwiſchen den, auf biefelben rechttwinfligen Achfen begogenen, 
Coordinaten beiber Syſteme, fo bat man für einen Bunft, der auf dem ihm 
tfprechenden liegt, u=y und t=x, alfo 
(mM—-I)y+ns+rpf=0 md Znyz(m&tl)+p'=0, 

zwei Gleichungen, toelche im Allgemeinen immer, fowohl für x als für y 
einen, und nicht mehr als einen reellen Werth geben. Diefer Punft, den 
man das Situationscentrum oder den Situationspunkt nennen 
fara, hat die merkwürdige Eigenfchaft, daß, wenn man von ihm nach einem 
beliebigen Punkte des einen Syſtems und nach dem entfprechenden Punkte 
des andern Syſtems gerade Linien zieht, dieſe Geraden immer in bemfelben 
Sehältniffe ſtehen; denn da der Situationspunft als fich felbft entfprechend 
auichen ift, fo find die gezogenen Linien fich entfprechende Gerade, Die von 
atfprechenden Punkten begrenzt werben. 


% 18. 

SR ber Erponent des Verhaͤltniſſes, q, gleich 1, fo find die beiden 
Eyſteme nicht bloß ähnlich, fondern einander gleich. Die drei Bedingungs⸗ 
diichungen des vorigen $. verwandeln fich für dieſen Sal, unter der Vor: 
asfeBung von rechtwinkligen Coorbinaten, alfo dadurch, daß man — 1 
m ca — cosa O ſetzt, in Ä 

nm? --m 2 — 1 ; m'n’-+-m”n" — ( ; n?-.n"? =]. 
Dieſe Gleichungen werben befriedigt, wenn man m’ = cos ß ; n’ = sin ß; 
"=zenß und n"—=—cosß ſetzt. Für zwei folche Syſteme hat 
won alfo in rechtwinfligen Eoorbinaten 


— — — ——— ——3 
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5.18. Punkt Liegt in unenblicher Entfernung, wenn beide Polygone eine parallele 
Lage haben. Iſt aber eine Umwendung des einen Polygons nöthig, um es 
mit dem andern zur Congruenz zu bringen, fo giebt es im Allgemeinen kei⸗ 
nen Punkt der gemeinfchaftlichen Ebene, der die angegebene Eigenfchaft bat. 


Bon der Reciprocität. 


$. 19. 

Zwei Ziguren oder Syſteme von Punkten und Linien, welche fo be 

fchaffen find, daß jedem Punkte des einen Syſtems eine gerade Linie des 

andern Syſtems, und umgefehrt jedem Punkte des zweiten Syſtems eine 

gerade Linie bes erften Syſtems entfpricht, heißen reciprofe Figuren ober 

Syſteme. Der Punkt und die ihm entfprechende Gerade werden in Bezie⸗ 
bung auf einander Pol und Polarlinie (oder Polare) genannt. 


Es feyen xy die rechtwinfligen ober fchieftwinkfligen Coordinaten eines 
Punktes in dem einen Syſteme, und tu bie rechtwinkligen oder fchiefwinfli- 
gen, auf diefelben ober auf andere Achfen bezogenen, Soordinaten eines Punk: 
tes in dem reciprofen Syſteme. Sol nun dem Punkte xy bie Gerade 

mu--nt+p = 0 
entiprechen, fo müffen m, n und p von x und y abhängig feyn, oder es 
muß m = gy(x,y), n = Wx,y) und p = f(x,y) feyn. Die Gleichung 
der dem Punkte xy entfprechenben Geraden ift daher 
yR,yUuryva,ytriay)=0. 

Damit aber, in Folge bdiefer Relation zwiſchen x, y, t und u, den Punkte 
tu eine Gerade im Syſteme xy entfpreche, muß diefe Gleichung auch in Bes 
siehung auf x und y dom erften Grabe feyn, was nur ber Fall ift, wenn 
die Functionen p,.y und f vom erften Gerade find, oder, wenn 64,) 
ay+-bı+c, wx,y) = ay+bix-+c und fx,y) = a'y+b'ı4+c, 
wodurch die in Rede ſtehende Gleichung die Form 

(ay+rbs+-oJur(ayrbi+rc)tt+rayrb'stl=0 (1) 
erhält, wo flatt c” die Einheit geſetzt ift, indem man, wenn c” nicht gleich 


a 
⁊ 


& gebt alſo in dem Falle, in welchem bie umtern Zeichen gelten, im Als 6. 18. 
gemeinen feinen Situationepunft. Findet aber bie legte Bedingungsglei⸗ 
deng Statt, fo fallen die beiden vorher genannten &leichungen in eine 


einzige 
sin P y cos Pr — (2) 
2 2 . 4 
2ein 


Aſammen, fo daß jeder Punkt der Geraden, welche durch dieſe Gleichung 
atsgedruͤckt wird, ein Situationspunkt iſt. Nimmt man einen folchen Punkt 
zum Anfangspunkt der gemeinſchaftlichen Coordinatenachſen beider Syſteme, 
fo verſchwinden in den Gleichungen (1) die Conſtanten p' und p”, fo daß 
u=cosßy+sinßx ; t= sinfßy—cosfx, 
mb wenn man biefe Achten fo dreht, daß die neue Abſciſſenachſe mit ber 
im den Winkel mL macht, und bemgemäß (8. 9. $. 3.) 


ent + ein En flat u, ein Et cos Fu ftatt t, oe Ex ein 


fett y und ein Ex— co y ſtatt x fee, und u und t entwickelt, 
fo ergiebt ſich 
um —y , i=X. 
Die neue Abfciffenachfe, welche Feine andere als die burch bie Glei⸗ 


hung (2) ausgebrückte gerade Linie ift, kann bie Situationsachſe ge⸗ 
nannt werden. 


Ein Situationspunkt gleicher Syſteme bat. bie werkwirdige Eigenſchaft, 
daß je zwei Gerade, die von ihm nach zwei ſich entſprechenden Punkten ge⸗ 
sogen werben, einander gleich find (S. 57.). 


Eine Anwendung bes bisher Geſagten auf einen befondern Fall iſt das 
Felgende. Wenn zwei gleiche BPolygone in derfelben Ebene fo lies 
gen, daß das eine Polygon burch bloße Verrüdung und Dre 
hung, ohne baf eine Ummendung nöthig if, mit bem andern 
sur Eongruenz gebracht werden kann; fo giebt es immer in 
Biefer Ebene einen Punkt (den Situationgpunft), ber bie Ei; 
senfhaft Hat, daß die von ihm nach ben homologen Edpunf- 
ten der Polygone gezogenen Beraden glei groß find. Diele 





! 
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5.18. Punkt liegt in unenblicher Entfernung, wenn beide Polygone eine parallele 
Lage haben. Iſt aber eine Ummenbung bes einen Polygons nöthig, um es 
mit dem andern zur Congruenz zu bringen, fo giebt es im Allgemeinen Feis 
nen Punkt der gemeinfchaftlichen Ebene, der bie angegebene Eigenfchaft hat. 


Bon der Reciprocität. 


5. 19. 

Zei Figuren ober Syſteme von Punkten und Linien, welche fo be 
fhaffen find, daß jedem Punfte des einen Syſtems eine gerade Linie des 
andern Syſtems, und umgefehrt jedem Punkte des zweiten Syſtems eine 
gerabe Linie des erſten Syſtems entfpricht, heißen reciprofe Figuren ober 
Spfieme. Der Punkt und die ihm entfprecdyende Gerade werden in Bezie⸗ 
bung auf einander Pol und Polarlinie (oder Polare) genannt. 

E8 feyen xy bie rechttwinfligen ober fchiefwinfligen Coordinaten eines 
Punktes in dem einen Syſteme, und tu die rechtwinkligen oder ſchiefwinkli⸗ 
gen, auf biefelben ober auf andere Achfen bezogenen, Coordinaten eines Punks 
te8 in dem reciprofen Syſteme. Sol nun dem Punkte xy die Gerade 

mu-+-nt+p = 0 
entiprechen, fo müffen m, n und p von x und y abhängig feyn, oder es 
muß m = gy(x,y), n = w(x,y) und p = f(x,y) ſeyn. Die Gleihung 
der dem Punkte xy entfprechenben Geraden ift daher 
PR, Juryva,yItHiay)=0. 

Damit aber, in Folge diefer Relation zwifchen x, y, t und u, dem Punkte 
tu eine Gerade im Syſteme xy entfpreche, muß biefe Gleichung auch in Be⸗ 
siehung auf x und y vom erften Grade feyn, was nur ber Fall iſt, wenn 
die Functionen ꝙ, und f vom erften Gerade find, ober, wenn g(x,y)= 
ayt-bxı+c, vwax,y) = ay+bxı+c und fx,y) = a'y+b’ı+c”, 
wodurch bie in Rede ftehende Gleichung bie Form 

(ay+bx-+-oJurlayrbitc)tt+ay+b's+l1=0 (1) 
erhält, wo ſtatt c” bie Einheit geſetzt iſt, indem man, wenn c” nicht gleich 
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1 wäre, die ganze Gleichung durch c" dividiren und fie dadurch auf dieſe $. 19. 

Sorm bringen koͤnnte. Diefe Gleichung (1), twelcher man auch bie Form 
(u-at+a)y+(burbti-bYN-Fcurci+1l = 0 (2) 

gehen kann, druͤckt alfo, wenn man x und y ale conftant befrachtet, die 


Delare des Punktes xy, und wenn man t und u als conftant anficht, bie 
Pelare De Punktes tu aus. 


Die Eoorbinaten x, y des Pols einer Polarlinie, deren Gleichung 
mu-rnt-+1 = 0 . 
gegeben ift, werden gefunden, wenn man diefe Gleichung der Gleichung (1) 
identifch fett, woraus die Gleichungen 
ay-+-bı-rc ay-+-bı+c 
Fran Baal BER nn En ER) 
hervorgehen, welche hinreichend find, um x und y zu beftimmen. 


Die Polare des Durchfchnittspunftes tu’ zweier Geraden enthält die Pole 
xy’ unb x’y” biefer Geraden, und umgefehrt bie Polarlinien zweier Punkte 
xy’ und x”y” gehen durch ben Pol der Verbindungslinie biefer Punfte. 
Denn weil x'y’ und x’y" die Pole find, haben die erfigenannten Geraden zu 
Gleichungen | 

(ay br +co)y+(ay-+br+c)t+a"y +b'"r +1 — (0 , 

(ay”+br’ + Jur(lay’ br HOt Fa HT HI O0, 
weiche von den Eoorbinaten des Durchfchnittspunftes tu befriedigt werben 
müfien, fo daß man hat 

(ay’ +br' +c)W +(ay' +br HC)! -Fa'’y+b’ +1 — 0 , 

(ay’+br rc) +r(ay bi ct +ay tb Hl=0, 
weiche beiden Gleichungen auch die Nefultate der Subſtitutionen von xy" 
mb xy” ind die Gleichung der Polarlinie des Punktes tu, nämlich in 
(av-+bx+Hc)U-+(ay-+bxH+c)!+ay+b’s+1 = 0, find. Diefe 
Gleichung wird alfo von den Coordinaten xy’ und xy” befriedigt; folglich 
geht die Polare bes Punktes tu’ durch bie Punkte xy’ und x’y”. 

Hieraus ergiebt fi) Folgendes: Die Polarlinien von drei oder 
mebrern Punkten, die in gerader Linie liegen, ſchneiden ſich 
in einem und dbemfelben Punkte, bem Pole jener Geraden; und 

umgebrt, die Pole von drei oder mehrern Geraden, bie fi 
in einem und demſelben Punkte fchneiden, Liegen in geraber 


6. 19. 
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die —* ber Bolare bed Punfies Un ..F(x,yt',u)=0, (7) 
⸗ 20 ⸗ ⸗ ..Flx,yıt wW)= =0,. (8) 


Bejeichnet man ferne die Nefultate der Gabfun von X,y und x’, y' 
für x, y in 
ay-+bx+c und ay-+b’x+c refpective durch m’ u. n’ und m’ u.n” ; 
ferner die Nefultate der Subftitution von t', w und t’, u” für t, u in 
au-ra't-+a” und bu-+b’t-F-b” refpective durch p u. q’ und pru.q’ ; 
und benennt man endlich die Länge ber Perpendifel 


von den Punften x 7, und x’y” auf die Gerade (7) mit « und a” , 
s + ⸗ y und . 2 ⸗ (8) > fg und —* / 
0⸗ ⸗ * und tw >» s s (5) ⸗Al und A”, 
ss 96 ⸗ tu nd !W > + * (6) ⸗B' und B” ; 


fo hat man ($. 7. ©. 6.) 
aVp?+gq? = Fx,yıt,W) 5; AVp"+g”" = Fix,y,t',u”); 
AVYm?+n = FixX,y,t,W) 5 BVYm”+n” — F(x",y",t,wW) 2 
aVYp+q? = Fir,yıt,uW) ; Yp”+g" = Fa',y't',u”) 
AYn® +? = Fx,y,t',W) ; BVYm" +0? —= Fir’,yt',W). 
Hieraus ergiebt ſich unmittelbar 
5 _FayıtıW) , £ _ Fa t',u”) 
— —⏑3 yſ ir 3 
A F(x,y ft (U) 5 _ Eahyi tu), 
RT F,yıt ,u,) — Fa”, y”,t’, u”) 3 


us 


und ſodann 
’ A’ ) t" u” ’ t 
I = Fx,yt,W) : Fa’,yt,W) ; 
B ”__n ' 
Gi = Frytu): FoAyiıtrW) ı 
woraus ferner 
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Daher hat man den 


Lehrſatz [11]. Wenn man zwei Punkte A,B in einem Syſteme, 
ferner zwei Punfte C, D’ in einem reciprofen Syfteme beliebig an: 
nimmt, und von A und B auf die Polaren c, d von C’, D’ die SenE: 

rech⸗ 


Po 
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rechten Ac, Ad, Be u. Bd fällt; wenn man ferner von den Punkten C', D’ 
af die Polaren a’, b’ von A, B die Sentrechten Ca’, C’b’, Da’, D’b’ 
herablaͤßt, fo iſt 
Ac,Ca _Ad,Ch. d Ac Ad _ Ca ,Ch 
Eddi ME Bd De'do 
Richt bloß die Perpenbifel, ſondern, wie leicht einzufehen ift, auch an- 
dar gerade Linien, bie durch bie genannten Punfte an bie angegebenen Ge⸗ 
| raden gezogen werden, wenn fie mit ben Perpenbifeln, alfo auch mit ben 
angegebenen Geraden, gleiche Winfel bilden‘, ſtehen in einer analogen Bezie⸗ 
hung zu einander. 


Es ſeyen nun A, B, C, D vier in gerader Linie liegende Punkte, und 
a,b',c,d’' ihre Polaren, die ſich in dem Pole P’ biefer Geraden ſchneiden. 
E ſey ferner eine beliebige Gerade gezogen, welche die Polaren a,b’, c, d 
a den Punkten A’, B', C’, D' ſchneidet, und P der Pol dieſer Geraden. 
Endlich ſeyen auch PB und PC gesogen, welche, als Verbindungslinien der 
pele P und B, P und C, bie Polaren b, c der Durchfihnittspunfte B’ und 
Cat. Nun können AB und BD als zwei Gerade betrachtet werben, 
welche die Serade b unter gleichen Winkeln fchneiben; baffelbe gilt von AC 
und CD in Beziehung auf die Gerade c, und auch von BA’, CA’ und 
in BD’, CD’ in Beziehung auf a und d. Daher ift 

AB,AC AB BD ber AB ,AC AB ,AC 

DO "cc ww "t mo w' 
ine Relation, welche ber Relation (8) in $. 11. analog ift. 


Bern nun vier in gerader Linie liegende Punkte eines Syſtems und 
rei von den ihnen entfprechenden Polarlinien des reciprofen, ober wenn vier 
ſch in einem Punkte ſchneidende Gerade eines Syſtems und drei von ben 
Sam entfprechenbden Polen bes reciprofen Syſtems gegeben find, fo kann 
(wie in der Aufgabe 19, $. 11.) bie vierte Polare oder der vierte Pol durch 
Kefruction gefunden werden, was feiner weitern Ausführung bedarf; und 
deburch ift man im Stande, die fülgende Aufgabe zu loͤſen. 

Aufgabe [23]. Es find vier Pole A,B,C,D eines Syftems, von 
denen nicht Drei in gerader Linie liegen, und ihre vier Polaren a’, b', 
e,d in einem reciprofen Syfteme, von denen alfo auch nicht. drei fich 
in einem Punkte fchneiden, gegeben. Wan foll 1) zu einem fünften ge: 
ebenen Punkte E des erfien Syftems, die Polare.e’' im reciprofen, und 

| 5 





6. 18. 


Sig. 19. 


Sig. 20. 
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$. 19. umgekehrt 2) zu einer fünften gegebenen Beraden e’' im reciprofen 

Syfieme den Pol E in dem erſten Syſteme durch Eonftruction finden. 

Man siehe die Geraden AB und CD, die fih in M, und AD unb 
BC, die fich in N fchneiden mögen, und verbinde die Durchfchnittspunfte 
A’ u. C von a’, b’ und von cd’, d’ durch die Gerade A’C’, und die Durch⸗ 
fchnittöpunfte D’ u. B’ von a’,d’ und son b’,c' durdy die Gerade BD’; 
fo ift AC' die Polare ded Punktes M, und BD' die Polare des Punk: 
tes N. | 

1) Man ziehe von N und M durch den gegebenen Punkt E gerade 
Linien, die bie Geraden AB und AD in P und Q treffen mögen. Vermit⸗ 
telft der vier befannten, in gerader Linie liegenden, Punfte A,B,M,P und 
der drei Polarlinien AD’, AB’, A/C beftimme man die Polare des Punk⸗ 
te8 P, welche BD' in P' treffen möge, ſo ift P’, als Durchfehnitt ber beis 
den Polaren von P und N, ber Bol von NP. Ferner beſtimme man vers 
mittelft der vier befannten, in geraber Linie liegenden, Punfte A, D, N, Q 
und der drei Polerlinien AD’, CD’, BD’ die Polare des Punktes Q, welche 
A'C in Q’ treffe, fo iſt Q', als Durchfchnitt der beiden Polaren von M unb 
Q, der Pol von MQ. Verbindet man nun P’ und Q’ durd) eine Gerade, 
fo ift biefe, indem fie die Pole von NP und MQ enthaͤlt, bie Polare des 
Durcdhfchnittgpunfted E. 

2) Man verlängere A’C’ und DB', big fie die gegebene Gerade e im 
Q’ und P’ treffen. DVermittelft der vier bekannten, in einem Punkte zuſam⸗ 
mentreffenden, Geraden A’D’, A’B’, A'C’, A’P’ und der drei Pole A,B,M 
beftimme man den Pol P von A’P’ und siehe fobann PN; fo ift PN, ale 
Verbindungslinie der Pole von A’P’ und BD’, die Polare des Durchſchnitts⸗ 
punftes P’. Ferner beftimme man vermittelft der vier befannten, in einem 
Punkte zufammentreffenden, Seradben A’D’, CD’, BD’, OD’ und ber drei 
Pole A,D,N den PolQ von Q’D', und siehe fodann QM, fo ift QM, als 
Verbindungslinie der Pole von QD' und A’C’, die Polare des Durchſchnitts⸗ 
punftes Q. Der Durcdfchnittspunft E der beiden Polaren PN und QM von 
P’ und Q’ ift alsdann der Pol der Verbinbungslinie e' von P’ und O'. 


Zwei Syſteme, die mit einem dritten in der Beziehung der 
KReciprocität fiehen, find einander collinear:verwandt. Denn 
es feyen xy und rs die Coorbdinaten der beiden erften Spfteme, und tu bie 
des dritten; ferner ſey mu--nt+1=0 die Gleichung einer Geraden in 
dieſem legten Syſteme; fo hat man, wenn a, b, c u. ſ. w. bie Eonftanten 
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fie des erſte und f,%, hu. ſ. w. bie Conſtanten für das zweite Syſtem 6. 10 
beheuten, zufolge der Gleichungen (3) 





ay+bsı-+c _ ‚„ ay+bı+c _Lı. 
Ay *53 
ſs P r h . fs+gr+h _ 

fargr Hl 7 > sg rl u 


Brand 

Ss +er-Fh __ay +bı +6 , fs-+gr-+b _day-tbi+c 
tr Ay ? Forgrrl a’y+rb’s+l' 
jri Bleichungen, welche, zufolge des $. 11., die Verwandtſchaft der Colli⸗ 
nation zwiſchen den Syſtemen in rs und xy ausdrüden, was eben gezeigt 
werden follte. 


4. 2. 
Bir nehmen jet an, daß die beiden reciprofen Spfteme, deren gegen- 

Kitige Relation durch die Gleichung (1) oder (2) des vor. $. ausgedruͤckt iff, 

auf dieſclben Coorbinatenachfen bezogen feyen. Alsdann hat irgend ein be; 

Künmter Punkt der gemeinfchaftlichen Ebene beider Syſteme, deffen Coordinaten 
| J ſeyn moͤgen, wenn man ihn als einen Punkt im Syſteme xy anſieht, 
De ſolare 
(gtbp+c)ur(agrbprcit Haq PI 0O, 
und, wenn ihn als einen Punkt im Syſteme tu betrachtet, die Polare 

(grap+a')y+(bq+rbp+b")ss+cegq+cp+1=0. 

Dafe beide Gleichungen drücken im Allgemeinen nicht biefelbe gerade Linie 
a; indefien kann durch bloße Veränberung ber gegenfeitigen Rage "beider 
Safe bewirkt werden, baß beide Polaren zufammenfallen, welches auch 
fr Panft pq ſeyn mag. u | | 

Der Kürze toegen wollen wir annehmen, daß beide Syſteme auf bie 
Kim rechtwinfligen Uchfen besogen feyen, was gefchehen kann, weil bie 
dan der Gleichung (1) ober (2) durch eine Transformation auf recht⸗ 
niellige Coordinaten unverändert bleibt. Wird nun die Lage des Syſtems 
Bıy geändert, waͤhrend bie Lage bed Syſtems in tu biefelbe bleibt, fo iſt 
bed chen fo viel, als ob die Lage der Coordinatenachfen von x y geändert- 
Bid, während die Lage der Achfen von tu unverrüct bleibt. Bejzeichnen 
de X, y die Eoorbinaten des Anfangspunktes der neuem xy und A ben 
VDulel, welchen die neuen Achfen mit ben alten machen, fo verwandelt fich, 

5 * 


6 


% 


— 8 — 


6.20. zufolge der Transformations- Formeln im $. 3., die Gleichung (1) des vo⸗ 
rigen $. in | 
(a cosß — beinß)y-+(a sinß + b cosß)x+ ay'+ br’+clu 
+ [@ cos? — b’sin?)y-+(a’sin® + b’ coaß)xta'y+br+clt =0.(1) 
+ (a’cos# — b"sinß)y+(a'sin? + b"cos@)x+a’y+b’x+1 
Da aber der Winkel 4 und bie Coorbinaten x’, y’ willführlih gewähle 
werben fönnen, fo wollen wir diefe Größen fo beflimmen, daß 
asin + bcosß = a cosß—b sin , 
ay br rc = a"cosß—b"sin P-, 
ay+brX-+c = a'sinf-+b"cos ß | 
ſey. Aus der erfien-diefer drei Gleichungen erhält man fang P = er , 
woraus ſich sin 4 und cos in a, a’, b u. b’ ausdruͤcken laſſen, und wenn 
man diefe Ausdrücke in die beiden legten Gleichungen feßt, fo erhält man 
auch, da fie in Beziehung auf X und y’ vom erften Grabe find, für X und 
y’ immer reelle Werthe. Set man biefe und die Werthe von sin 3 und 
cos ß in bie Eoefficienten der Gleichung (1), und begeichnet bie Nefultate 
dieſer Subftitution in | 
acosß—besinß durch A, a’sind-+b'cosß durch C, a’y’+b’x +1 durch F, 
‚ asinß+b cosp=a'cosß—-b'sinß durch B, ay-+bx+c = a’cosß—b"sinß burch D 
und ay’+b’X+c — a’sinß-+-b"cosß burh E , 
fo fommt 
(Ay-+Bx+-D)u+r(By+Cx+-E)t-+-Dy-rEı+F = 0, (2) 
ober auch 
(Au+Bt--D)y+(Bu-+-Ct++-E)x-+-Du+rEt+F=0. (3) 
Diefe Gleichungen find es, twelche die Relation ber beiden Syſteme in 
ihrer gegenfeitigen neuen Lage auf biefelben Achfen besogen angeben. Und 
man fieht, daß beide Gleichungen biefelbe Gerade ausbrücen, wenn in ber 
erften für x u. y, und in der zweiten für t u. u, p u. q gefeßt werben. 
In diefer neuen Lage hat alfo jeber Punkt der gemeinfchaftlichen Ebene bie: 
felbe Polare, er mag nun ale zu dem einen Spfteme oder ald zu em an⸗ 
dern gehörend, angefehen werben. 
Die Symmetrie, welche in ben Gleichungen (2) und (3) bericht, tritt 
noch mehr heraus, wenn man fie wie folgt 


t > 








Ayu-+-B(su+yt)+Cxt+-D(u+-y)+Eit+x)+-F=0 (4) $.2. 


fhreibt; und dieſe Symmetrie geht, wie fi von vorn herein einfehen läßt, 
nicht verloren, wenn man die Gleichung auf fchieftwinflige Achfen transfor⸗ 
mit, wovon man ſich übrigens durch Subftitution der Ausdruͤcke 
cosyy’--cosfßx ; sinyy +sindx ; cosyu'-+cosft ; sinyu+sinft 
refpective für x, y, t, u ($. 3. F. 7.) überzeugen fann. 

Es darf nicht unbemerkt bleiben, daß bei der in Nebe ſtehenden Lage 
die Mittelpunfte beiber Epfteme, wenn es folche giebt, auf einander Liegen. 
Denn die im vorigen $. aufgeftellten Gleichungen, durch welche die Coordi⸗ 
naten ber Mittelpunfte beftimme werben, verwandeln fich bei der gegenwaͤr⸗ 
tigen Page in 
Ay+Bı+-D=0 ; By+C+E=0, 
Au+Bt+D=0 ; BB+tt+E=0, 
und geben alfo für x und t ſowohl als für y und u biefelben Werthe, und 
folglich, da die Eoordinatenachfen biefelben find, auch benfelben Mittelpunft. 

21. 

Wir kommen jeßt auf die im $. 19. bewieſene Eigenfchaft zweier reci⸗ 
profen Syſteme zuruͤck, daß ſich naͤmlich die Polaren von Punkten, die in 
gerader Linie liegen, in einem und demſelben Punkte ſchneiden, und daß die 
Pole von Geraden, die ſich in einem Punkte ſchneiden, in einer und derſel⸗ 
ben Geraden liegen, weil ſie es iſt, die die Betrachtung reciproker Figuren 
beſonders fruchtbar macht; denn aus jedem Satze, der keine Groͤßenbeſtim⸗ 
mung enthaͤlt, laͤßt ſich vermittelſt dieſer Eigenſchaft ein anderer Satz ab⸗ 
leiten, deſſen Richtigkeit keines Bewelſes mehr bedarf. Um dies an einem 
Beiſpiele klar gu machen, wählen wir den im $. 8. bewieſenen Lehrſatz (2). 


Sonftruirt man die reciprofe Figur zu derjenigen, auf melche bie in 
tiefem Lehrfage angegebene Sonftruction führt, To ergiebt fich Folgendes. 
Den drei in gerader Linie ABC liegenden Punkten A, B, C entfprechen in 
ber reciprofen Figur drei fich in einem Punkte (ey) ſchneidende Gerade, Die‘ 
Polaren jener Punkte naͤmlich, die wir durch &, f, 7 bezeichnen. Den brei 
burch A, B, C beliebig gegogenen &eraben AB’, BC’, CA’ entfprechen drei 
auf a, A, y beliebig angenommene Punkte, bie Pole jener Geraden, bie wir 
durch (aP’), (Pr')ı (ya) bezeichnen. Den drei Durchichnittspunften A’, 
B, C von AB, BC, CA’ entfprechen die drei Verbindungslinien von (af"), 
(87), (ya), bie wir durch a’, 9’, 7 bezeichnen. Den Berbindungslinien 
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von B und B’, C und C’ entfprechen die Durchfehnittspunfte von A und 2", 
yand y, bie wir durch (AP'), (y) bezeichnen. Der Verbindungslinie 
AO de dritten Durchſchnittspunktes A’ und des Durchfchnittd O von BB 
und CC’ entfpricht der Durchſchnittspunkt (dw) von « und der Verbin 
dungslinie w von (AB’) und (zy). Dem Punfte P der Geraden ABC, 
durch welchen AO geht, entfpricht eine Gerabe , bie durch den Punft 


.(apßy) geht, und auf welcher (a’w) lieg. Da nun der Punft P ein be 


flimmter ift, wie auch bie drei von A, B, C ausgehenden Linien AB’, BC), 
CA’ gezogen feyn mögen; fo ift auch die Gerade eine beftimmte, wie auch 
die Punkte (aß’), (Ay), (ya) auf a, A, 7 angenommen feyn mögen. Ber 
trachten wir nun bloß bie reciprofe Figur, fo haben twir drei, fich in einem 
Dunfte (aPy) fchneidende, Gerade @, A, x; auf jeder berfelben einen belle 
big angenommenen Punkt (a’), (Py'), (ya’); bie drei Verbindungslinien 
a, PR’, 7 diefer Punkte; bie Durchfchnittgpunfte (30), (yY) von A und P', 
y und 7; die Verbindungslinie » von (') und (y); den Durchfchnitt 
(ao) von a’ und w; die Gerade nr, welche den Punkt: («’w) enthält und 
durch den Punkt (aßy) geht. Der Ort bed Punftes («’w) ift .baher eine 
Gerade, die durch den Punft («dy) geht, wie auc) die Punfte (aP’), (BY): 
(ya) auf @, A, 7 angenommen feyn mögen. Dies iſt der zu Ende dei 
§. 8, hergeleitete Sat ober ber Eehrfag (3) im $. 9., der alfo, wie man 
eben gefehen hat, aus einem andern Sate unmittelbar abgeleitet werben 
kann. 


Um eine ſolche Ableitung eines Satzes aus einem andern zu machen, 
iſt es keinesweges noͤthig, die reciproke Figur, auf die es dabei allerdings 
immer ankommt, vollſtaͤndig conſtruirt ſich zu denken. Es reicht vielmehr 
bin, wenn man in einem vorgelegten Satze „gerade Linien“ für Punkte,“ 
„Punkte! für „gerade Linien,’ „Zufammentreffen in einem Punkte” für 
Liegen in gerader Linie! und „Liegen in gerader Linie’! für Zuſammen⸗ 
treffen in einem Bunfte! überall fegt, um auf der Stelle ben abzuleitenben . 
Sag zu erhalten. Damit der Zufammenhang eined Satzes mit dem durch 
die Neciprocität aus ihm abgeleiteten beſſer bervortrete, pflegt man zuweilen 
beide Säge neben einander zu ftellen, wie dies mit den folgenden gefchieht, 


" son welcher bie in ber erften Columne ſtehenden in den $$. 9. u. 15. be; 


tiefen find. 


Wenn die n Geitenlinien eines Wenn bie n Eckpunkte eines 
ns»feitigen Polygons fi um eben fo nsedigen Polygons fich auf eben fo 





viele fefte, in gerader Linie liegende, 
Punkte drehen, während (n — 1) Ed; 
punfte beffelben ſich auf (n—1) fe 
Am Geraden bewegen, fo befchreibt 
ber nte Eckpunkt eine gerade Kinie. 


Wenn die drei Verbindungslinien 
der Eckpunfte zweier Dreiecke ſich in 
einem Punkte fchneiden, fo liegen die 
drei Durchfchnittspunfte ber, dieſen 
Edpunften gegenüberliegenden, Seiten 
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vielen, ſich in einem Punkte fchneiden, 8. 21. 


den, Geraden bewegen, während (n—1) 
Seitenlinien deffelben, fi) um (n—1) 
fefte Punkte drehen, fo dreht fich die 


nte Seitenlinie um einen Punft. 


Wenn bie drei Durchfchnittspunfte 
der Seiten groeier Dreiecke in gerader 
Linie liegen, fo fchneiben fich die Ders 
bindungslinien ber, biefen Seiten ge: 
genüberliegenden, Eckpunfte in einem 


in gerader Linie. \ Punkte. 


Vom Kreife 


$. 22. 
Aufgabe [24]. Die Gleichung des Kreiſes 3u finden. 


Nach der gewöhnlichen Definition ift der Kreis eine ebene Linie, twelche 
bie Eigenfchaft hat, daß jeder ihrer Punkte von einem getoiffen Punkte ihrer 
Ebene, welcher der Mittelpunft heißt, gleich weit entfernt ift, welche Ent: 
fernung der Radius bes Kreifed genannt wird. Demzufolge hat man, wenn 
x die Eoordinaten des Mittelpunftes find, und wenn r der Radius bed 
Kreiſes ift, für jeden Punkt der Kreislinie ($. 2. F. 4.) 

(„—-y)”+2x—x)(y—-y)osa>sı—-ı” r, 
oder, wenn ber Coordinatenwinkel & ein rechter iſt, was wir in dieſem Ca⸗ 
pitel immer annehmen werden, 
- y oder y2 ꝓx ya e 20. 

Nimmt man den Mittelpunkt zum Anfangspunkte der Coordinaten, ſo 
iſt — O un y 0, daher bie Gleichung bed Kreiſes alsdann 

7 4x5 7 

Wenn man aber einen Punkt der Peripherie zum Anfangspunkte nimmt 
und die Abſciſſenachſe durch den Mittelpunkt legt, ſo it O und X = 
Er, wo das obere Zeichen gilt, wenn ber Mittelpunkt auf der poſitiven, 
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6.22. und das untere Zeichen, wenn er auf der negativen Seite der Abſciſſenachſe 
liegt. Daher ift alsdann bie Gleichung bes Kreifes 
P’+r—2ı =0 oe PR +Hr2ı=0. 
Aufgabe [25]. Den Radius und die Mittelpunfts :Coordinaten 


eines Breifes zu finden, deſſen Bleihung y„?’+x’+Dy-+-Ex+F = 0 
gegeben iſt. 


Wären die Coorbinaten bes Mittelpunftes x’, y’ und der Radius r ber 
fannt, fo wäre (vor. Aufg.) 
P?+-rL—2yy— iı H-” -yP?’—r? = 
die Gleichung des in Rede fiehenden Kreiſes. Setzt man nun biefe Gleis 
chung ber gegebenen identiſch, fo ergiebt ſich 
—2yj=-D;, —X=E; F3 
und hieraus 
y=-D; s=-IE ; r=W/WD'+EP-F. 

Aufgabe [26]. Den Ort der Scheitel derjenigen !Dreiede zu fins 
den, welche auf einer gegebenen Grundlinie fteben und einen gegebes 
nen Winkel am Scheitel baben. 

Es fen die gegebene Grundlinie = 2a, und der gegebene Winfel — a. 
Nimmt man bie Richtung der Grundlinie zur Abfeiffenachfe und die Senf 
vechte in ihrem KHalbirungspunfte zur Orbdinatenachfe, fo find 

y=miı—a) md y=n(ı+a) 
die Gleichungen der Seiten eines der in Nebe fichenden Dreicde, wenn m 
und n fo beſtimmt werden, daß ($. 6. Aufg. 8.) 
lang & = on, 
l-+-nom 


Eliminirt man m und n zwifchen den eben aufgefeten drei Gleichungen, 
fo fommt 


2a 
y 2.2? — Treue = 0 
als Gleichung für den Ort des Durchſchnittspunktes ber beiden Seiten bes 
Dreiecks, d. i. des Scheiteld des Dreiecks. Diefe Gleichung drüdt nun, 


wie man ſieht, einen Kreis aus, und fuͤr die Coordinaten ſeines Mittelpunk⸗ 
tes und fuͤr den Radius findet man (vor. Aufg.) 
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a 
=aolga ; x=0 ; r= — 2acortec æ. 
a sin. a 
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Aufgabe [27]. Den Urt. der Scheitel derienigen Dreiecke zu fine 6. 22. 
| den, welche auf einer gegebenen Brundlinie fteben, und in weldyen die 
| beiden Schenkel ein gegebenes Verbältmiß baben. 


Es fen bie gegebene Grunblinie = a und das gegebene Verhaͤltniß 
m!n. Nimmt man die Richtung der Grundlinie zur Abfeiffenachfe, einen 
ihrer Enbpunfte sum Anfangspunft der Coorbinaten, und nennt bie Coordi⸗ 
naten des Sckiteld x u. y; fo find die Längen der Schenfel ($. 2. F. 5.) 
berch Yy? +2? und Yy?-+(z— a)? auszudruͤcken. Da nun biefe Größen 
ſich wie m:n, alfo ihre Quadrate wie m?:n? verhalten follen, fo muß 
n(yP”+rL)=ın | y’+a-a)}. oder (n?—m?) re = 0 
oder auch 

—=0 
ſeyn. Der gefuchte Ort des Scheiteld iſt demnach ein Kreis, für deſſen 
Mittelpunkts⸗Coordinaten und Radius (Aufg. 25.) 


2 
ma - mn 
yalı ang tan 


gefunden wird. Die Entfernungen des Mittelpunfted von den Enbpunften 
fer Srunblinie find x und x—a, oder, wenn man für x ben fo eben ge 


sannten Werth feßt, ——— und a, daher ift ihr Product = 


m m’— —n? 3 

en . Da nun dieſer Ausdruck = 1? iſt, fo folgt, daß der Ra⸗ 
dius bie mittlere Broportionale zwiſchen den Entfernungen des Mittelpunf: 
ted von den Endpuntten der Grundlinie der Dreiecke if. 

Wenn m=n, d. i. wenn bie Dreiecke gleichfchenklig ſeyn follen, fo 
verſchwinden in der Gleichung des Ortes, nämlih in ' Ä 

(nꝰ — mꝰ)yꝰ +(n?— m’)r?’-+2m’ar —m?a? —= 0 

bie Glieder, welche bie höchften Potenzen von x u. y enthalten, und dieſe 
Gleichung gebt in 


= 


über. Der Kreis degenerirt alsdann in eine gerade Linie, welche bie Srund: 
linie ber Dreiecke in ihrem Halbirungspunfte ſenkrecht ſchneidet. 
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Aufgabe [28]. Es find drei oder mehrere gerade Kinien gege; 
ben. Man foll den Ort eines Punktes P finden, welcher Punkt P ſo 
liegt, daß, wenn man von ibm Senfredite auf die gegebenen Beras 
den fälle und die Fußpunkte der Senkrechten durch gerade Linien vers 
bindet, diefe leztern ein Polygon bilden, welches einen gegebenen SIäs 
cheninbalt bat. 


Es feyen | 

y=asıtb ; y=ax+b ; -....y=aırlb, 
die gegebenen Geraden, s der gegebene Slächeninhalt und t, u bie unbefanns 
ten Coordinaten des Punktes P. 

Die Gleichungen der Senkrechten durch den Pant P find alsdann 
($. 6. ©. u 


yaum= 26-1); ; y-u=--6-) >. you = 6-0. 
Daraus findet man die Coordinaten der Fußpunkte dieſer Derpenbife 


_ autrt—ab, aꝓzu-t — a,b, __a,u+t—a,b, 
4 Ta 3 2— Ta, dl 
_autat+b, _au+at+b, aꝛu-- a.t - b. 
bl vr 3 As 77 3 Ja 


Da nun biefe Punkte bie Ecken des Polygons find, welches ben gegebenen 
Flächeninhalt s haben fol, fo braucht man nur die eben gefundenen Aus: 
drücke in die Formel ($. 10. F. 1.) zu fubftituiren, und dag Nefultat gleich 
s zu feßen. Dies giebt, da der Coorbinatenwinfel & ein rechter ift, 


212, —2,2 aa, — 2,33 ara, —aaı 
A+a)ll+3) (l-+a)(l+a) than eis 
a2—a} al—a} | a—al 
 d+a)A+2) ira) " Areddre) ” euren er TerE 


a1 a a, — a⸗ a,—aı 
— A+edi+a) * (l+a3)(1-4+25) (l-Ha,)(1-+aı) een 
(a.b,—a,b,)(14a,a,) (asb,—a,b,)(1-+a,2,) (a,b,—a,b,)(l-ta,a,) 
\ (1+a})(1+a3) (1+a3) (1-+a5) re (1+2}) BETONEN ge 
en (b,—b,)(1l-+a,a,) (b—b,)(l-+a,a,) 
A+edAd+a) " ArdA+a) "Aria 
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(aı—as)bıbs ———— „(Ar )b.b, _B_ 0 
A+3dA+a) Arad)li4a) "dd 2! 
ober kuͤrzer | 
Au -+-Btu+rCt?--DurEt+F =0. 
Da nun aber | , 
a — a3 — — az 
(i+a)(l+al) Ira jr ’ 
a — a3 a3 Pr a—aı ‚a a 


(i+a2X1+22) I+a 1l+as Zu "(1+a})(1+a2) = 1+22 1+a2 ! 
fo it erſtens B=0; und ba, wenn man ben Eorfficienten C von dem 
Eoefficienten A, und zwar Glied für Glied, abzieht, 

a, 8 a, a, 
1+2 tn -)t+-- + 15) 
ſich ergiebt, fo folgt zweitens, vi A—C = 0, alfo A= C if. Die 


gefundene Gleichung bat daher bie Form 


u ++ Durst, = =0. 
Demnach ift ber gefuchte Ort bed Punktes P ein se, und da die Coor⸗ 
dinaten des Mittelpunftes, 
D ,,„ E 
y = aA > x = aA ! 


nicht von s, fondern bloß von den Eonflanten, welche in den Gleichungen 


ber gegebenen Linien vorfommen, abhängig find; fo iſt diefer Mittelpunft 
immer berfelbe, welche Größe der Slächeninhalt s auch haben mag *). 


%. 23. 
Es feyen | 
(a +(t-e)—r?=0...(1) nd (-PY-+(— ec)?’ —r? = 0...(2) 
die auf biefelben Achfen bezogenen Gleichungen zweier Kreiſe. Veraͤndert 
man den Anfangspunft der Coorbinaten, indem man uU-+-y, für u, t+x, 


2) Das Theorem, welches bie Löfung diefer Aufgabe enthält, it in feiner Allges 
meinbeit zum erſten Male in dem Journale für die reine nnd angewandte Mathema⸗ 
tik Th. J. S. 51. und Th. IL S. 265. aufgeſtellt und bewieſen worden. 
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6.23. für t, y-ryı für y und X-+x, für x feßt, wo x,, yı die Eoorbinaten 
des neuen Anfangspunkts bedeuten, fo erhält man 
UWHN—PY’ Herne? —=0, (3) 
(SrÄYMY—PY HR ?=0. (4) 
Sollen nun beide Kreife als colineare und collinearsliegende Figuren und 
der neue Anfangspunft ber Eoorbinaten als Collineationspunft angefehen 
werben fönnen, fo muß die, durch Eubftitution der. Ausdruͤcke ($. 12: $. 1.) 
für u' und t aus der Sleichung (3) entſtehende, neue Gleichung der Gleis 
chung (4) ibentifch gefegt werben können. Fuͤhrt man diefe Subftitution 
aus, fo findet man, wenn man, ber Kürze wegen, 
ze mi; 3; M-M’+rw-)’——=M 
ſetzt, | 
 (p?+2pmY+m’M)y”+2(pmX+pnY+mnM)xy’+(p’+2pnX+ vor (5) 
+2(pY-+mM)y’+2(pX+nM)X +M = D 
Wenn man nun ferner in bie Gleichung (4) zur Abkürzung 
z—d=X ; yı—f — Y; nr’ —”—=M 
fest, fo bekomme diefe Gleichung (4) die Form 
PH +2YyH- Xi HM —=0. (6) 
Damit aber die Gleichungen (5) und (6) identifch feyen, müffen folgende 
Bebingungsgleichungen Statt finden: 
p+2pmY£mM _1 , p+2pX-+nM _1, 
M —M M Mm?’ 
pmX--pnY-FmuM = 0; 
pY+nmM _Y_, PX+nM _ X 
M m? M =M 
Entwickelt man aus ben beiden letzten biefer fünf Gleichungen m und n, 
und feßt die Werthe in bie britte Gleichung, fo fommt 
= ur 7) 
und aus ben beiden erften Gleichungen “erhält man nun durch Elimination 
von'm, n und p 
XYM-XYM =YY&Y-XY) und XYM-XYM' = -XX(XY-XY), (8) 
aus welchen beiden Gleichungen x, u. yı zu beftimmen find. Durch Sub⸗ 
traction ergiebt ſich nun unmittelbar 


ALIHRXIXI-XV)=0, 
f daß alſo entweder der Sactor YY’--XX = 0 oder der Sactor 
xIY-XY = 0 ſeyn muß. Der erfle Factor giebt für W den Werth 


—x, und wenn dieſer in die Gleichung (7) ſubſtituirt wird, ſo kommt 

Yy3 Mm? l 
ca Ausdruck, der immer negativ ift, wenn X’, Y u. ſ. mw. reelle Größen 
ind; daher wird alsdann p imaginär. Der zweite Sactor aber giebt für 
Y im Werth X’, wodurch man aus (7) 

x? M? 

pf= x: m’ 

fubet, fo daß man alfo für p zwei gleiche aber entgegengefegte Werthe, 
amlich 


pet I —, , oder auch, was jegt baffele if, p = E— ch (9) 


ahalt. Diefe beiden Werthe, in die legten der fünf Bedingungsgleichungen 

st, geben, wenn man den Werth von p mit dem obern Zeichen nimmt, 
n=0 m m—0, 

en man ben Werth von p mit dem untern Zeichen nimmt, 


Y x 


da mın . 
xY_ıY=0 (10) 

if, fo reduciren fich bie Gleichungen (8) beide auf 
XYM—XYM —0, | cu) 


* eliminirt man zwiſchen (10) und (11) nach einander W' und X, fo 
nme 
xX"M—XM=0 m YM-UM=0, (12) 
Bei Gleichungen, in deren Folge man aus (9) 
X Y 
— —— — — 
pP -—— | x’ — y' 
ahält. 
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(13) ( 
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Setzt man in M-XM0 (12) für M nnd M’ die ihnen glei⸗ 

gen Ausdruͤcke P’H-R—ı? und WH-X?—r?, fo findet. man | 
| NR OYV’HI?—XTr=0, 


eine Gleichung, die ſich in Folge von (10), auf 


2? — I”? =0 oder XIrtXr=0 ( 14) 
reducirt. Wenn man nun für X u. X’ ihre Wertbe zz —ea und x — 
fubftituire, fo fommt | 





a 
(tr, =retre ode, = — . (15) 
Es iſt aber auch in Folge von (10) und (14) 
Y x x r 
_—Ln Lo —ı mYr = 
v=x und var daher YrkYr =0,. 
und, indem man für Y u. Y' ihre Werte y„— 4 und yn—P' febt, 
r 2 rdrß' 
sry = de yo: (16) 
Setzt man nun in die allgemeinen Formeln ($. 12. F. }.) 
' py pp px 
u —— Zu my-+nx +1 


für m, n und p bie gefundenen MWerthe, fo fommt 


erſtens U = F3Y ;f= 3X f (17 
ıM'y ıMx 


s _ . 
oder zweitens u’ = vaYyH2KKıM) 3 t=- 


rayyaxsmı (19) 


in welchen legtern Formeln noch für X’, Y' und M! ihre Werthe zu feßen 
find. 

Aus al’ diefem ergiebt fich, daß zwei Kreife, wie fie auch liegen moͤ⸗ 
gen, immer als ähnliche und ähnlich-liegende Figuren (8. 17.), und daß fie 
auch als bloß collineare und collinearsliegende Figuren (F. 18.) betrach- 
tet werben fönnen, und zwar auf doppelte Art, indem jedesmal, wegen der 
doppelten Vorzeichen in den Sormeln (15) und (16), zwei Collineationg- oder 
Aehnlichkeitspunkte eriftiren, wenn nicht beide Kreife concentrifch find. In 
dieſem letztern Salle nämlich hat man & = «’ und f= P’, demnach aud) 
aus (3. 15. u. 16.) x, =«a uud y, =, fo daß beide Collineations⸗ ober 
Aehnlichfeitspunfte mit dem gemeinfchaftlichen Mittelpunfte zufammenfallen. 
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Setzt man U — y und !=x', fo findet man aus den Formeln 08 5. 23. 


als Sleichung der EoBinentionsachfen 

r@aYy +2Xr)+-M(r>fr) =0. 
Diefe Gleichung bezieht ſich aber auf die neuen, durch einen Eoflineations- 
punkt gelegten, Eoordinatenachfen. Am fie auf die alten Achfen zu trans: 
fermiren, muß man wieder —x, für X und y—y, für y feben. Dies 
gicht, wenn man außerdem für X, Y' u. M’ ihre Werthe fubftituirf, 
lv yı)tzrlı —e)(x—x,) 

+ er Fr NP’ rer F)n Fl; 
und fegt man darin für x, und y, bie Ausdruͤcke (15) und (16), fo 
femmt 

UP P)y+%Ke— HH — P—a’Hr—r”—= 0, (19) 
eine Gleichung, in welcher die doppelten Zeichen von felbft verſchwunden find, 
woraus fich ergiebt, daß die Eollineationsachfe biefelbe if, man mag nun 
ben einen ober ben andern ber beiden gefundenen Punkte zum Collineationg; 
centrum nehmen. 


Es darf nicht unbemerkt bleiben, daß die Gleichung (19) unmittelbar 
aus den Gleichungen (1) und (2) der beiden reife erhalten wird, wenn 
mn u — y und t — x feßt, und fobann die erfte biefer Gleichungen von 
fer zweiten abzieht, woraus denn folgt, daß die Gerade, welche durch die 
Gleichung (19) ausgedruckt wird, die Durchfchnittspunfte beider Kreife ent: 
hält, indem bie Werthe von x u. y, welche die beiden Kreis: Gleichungen 
befriedigen, aud) der Gleichung (19) genügen müffen, e8 mögen biefe Wer; 
te nun reell oder imaginaͤr ſeyn. Die Collineationsachfe zweier Kreife 
it Daher, wenn beide Kreife fich ſchneiden, nichts anders als ihre gemein- 
fhaftliche Sehne, was auch aus dem im $. 13. Geſagten unmittelbar her⸗ 
geleitet werben kann. 

Die Gerade, welche burch die Mittelpunfte ber beiden Kreife (1) u. 
(2) geht (Sentrallinie), bat zur Gleichung ($. 4. ©. 10.) 


P= ß 
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welche von den Werthen der ost. x,Pund y, befriedigt wird. Dar: 
aus folgt, daß die beiden Eollineationspunfte in dieſer Sentrallinie liegen. 
Ferner ift aus ber legten Gleichung erfichtlich, daß bie Collineationsachfe (19) 
auf der Eentrallinie fenfrecht fieht ($. 6. Aufg. 9.). 
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g. 22. Zur Verdeutlichung des bisher Geſagten ſeyen C u. C’ die Mittel⸗ 
Big. 21. punkte zweier Kreife, und P einer ihrer Eollinentionss ober Aehnlichkeits⸗ 
punkte. Eine Gerade PB’ ſchneide jeden diefer Kreife‘ in zwei Punften A 
und B, A’ und B. Werben nun die Kreife als ähnliche Figuren betrach⸗ 
tet, fo entfpricht dem Punkte A des Kreiſes C der Punkt A’ des Kreifeg 
C, und bem Bunfte B de Kreifeg C der Punkt B’ bes Kreiſes C'. Wers 
den. aber beide Kreife als bloß collineare Figuren angefehen, fo entfpricht 
dem Punfte A der Punkt B’ und dem Punkte B ber Punft A. Eben fo 
verhält e8 fi) mit den Punkten D und E, D’ und E’, die refpective mie 
P in gerader Linie find. Und aus den Eigenfchaften ähnlicher und aͤhnlich⸗ 
liegender fo wie collinearer und collinearsliegender Syſteme folgt, daß bie 
AD ber AD’ und bie BE ber BE parallel feyen, fo wie daß AD und 
BE, BE und AD’, AE und BD’, BD und A’E’ fi) auf der Coffineas 
tionsachfe ſchneiden, ferner daß die Durchfchnittspunfte F und F’ und bie 

Durchichnittspunfte G und G’ refpective mit P in gerader Linie liegen. 
Bon den beiden Aehnlichfeitgpunften, die wir gefunden haben, ift ber; 
oe und yı = — ſind, der 


innere, und derjenige, deſſen Coordinaten x, = — und y, = ER 
find, der dußere Aehnlichkeitspunkt ($. 17.). Beide Punkte theilen die Ver⸗ 
bindungslinie ber Mittelpunfte in dem Verhältniffe der Radien ($. 5. F. 3.). 
Es ift nun, wenn man bie Gleichungen (17) in Betracht sieht, und zufolge 
des Lehrſatzes (10) $. 17. leicht einzufehen, daß an drei Kreifen, von 
den ſechs Aehnlichfeitspunften, bie drei äußern ſowohl alg 
jeder äußere mit zwei innern in gerader Linie liegen müffen. 
Hieraus folgt wieder, wenn man bie drei Kreife als collineare Figuren an 
fieht, nach) der zu Ende des $. 15. gemachten Bemerkung, daß die Colli⸗ 
neationsachſen von drei Kreiſen ſich in einem und demſelben 
Punkte ſchneiden. Und daraus ergiebt ſich nun ferner, daß der Ort 
des Durchſchnittspunktes der beiden Collineationsachſen oder 
gemeinſchaftlichen Sehnen zweier feſten Kreiſe und eines ver⸗ 
aͤnderlichen dritten Kreiſes eine gerade Linie und zwar. die Col⸗ 
lineationsachſe der beiben feften Kreife iſt. Dies bietet ein Mit: 
tel dar, die Collineationsachfe zweier gegebenen Kreife, wenn fie auch fich 
nicht fchneiden, auf eine einfache Weife zu conftruiren. Man barf nämlich 








jenige, deſſen ECoordinaten x, = 





nur 
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mr einen dritten Kreis beſchreiben, ber die beiden gegebenen ſchneidet, die 
beihen gemeinſchaftlichen Sehnen ziehen und von dem Durchſchnittspunkte 
dieſer letztern eine Senkrechte auf bie Centrallinie ber gegebenen Kreife faͤl⸗ 
en, fo iſt dieſe Senkrechte die Collineationsachſe dieſer Kreiſe. 


Aufgabe [29]. Es find zwei Kreiſe C, C gegeben. Man ſoll 
den Ort des Punkttes Q finden, der fo liegt, daß das Product der Abs 
ſchuite OB und QE auf jeder durch Q an den Breis C gezogenen Be; 
den dem Producte von QA’ und OD’ auf jeder ebenfalls durch Q an 
den Breis C’ gezogenen Geraden gleich fey. 

Es feyen 

GP’ +k—e)’=r und s-Py+4a—a) = 
die Gleichungen ber gegebenen Kreife, und x’y’ bie unbefannten Serbien 
des Punfted Q. 

Bir transformiren dieſe Gleichungen, ‚indem wir ben Punkt Q zum 
Infıngepunfte der Eoordinaten nehmen und daher x-+-x' flatt x und y+-y’ 
fatt y ſetzen, wodurch wir erhalten 
Hr HA — H)y+2@— al 0, 
TH +AY —-P)y+r2 — G HP HL?” 0. 
Eedann gehen toir zu Polar-Coorbinaten über, indem wir ($. 3. 5. 10.) 
I= ucost unb y — usint feßen. Dadurch gelangen wir zu den Glei⸗ 


Y42[(y— P)eint+(X —a)eosttur J»— PB’ Hd —e!— 0, 
He’ —MNeint+X—a)eostlur! —Py+a— eV 0. 
da mun die legten lieber dieſer Gleichungen ben Producten ber beiben 
Burzeln derfelben gleich find, und diefe Wurzeln bie Längen von OB und 
QE und von QA’ und QD’ ausdrüden, fo muß in Folge der Aufgabe 
V-D+R-r = V-PY+R— er” 

Ba Hebt man die Parentheſen auf, fo fommt als Gleichung des gefuch- 
im Ortes 


KV-Ny+Ka— HH Petr 0, 
Wied die Gleichung (19) iſt. Der gefuchte Ort ift daher die Collinea⸗ 
tionsachſe ber beiden Kreife. 


Da das Product der Abfchnitte ber. von Q aus gesogenen Geraben bem 
6 


5.28 


Fig. 21 





6.23. Duadrate der von Q aus an bie Kreife gelegten Tangenten gleich ift, fo iſt 
die Eollineationsachfe auch der Ort bed Punktes, von welchem gleiche Tanz 
genten an beide Kreife gelegt werben können. Auch ift nun leicht einzufehen, 
daß dieſe Eollineationsachfe auch ber Ort ber Mittelpunfte aller Kreife iſt, 
welche bie beiden gegebenen rechtwinklig fchneiben. 

Es laͤßt fich noch eine Menge anderer Solgerungen aus biefen Eigen: 
fchaften der Eollineationsachfe zweier Kreife ableiten, bie aber hier nicht 
Raum finden koͤnnen. 


$. 24. 
Aufgabe [30]. Die Gleichung eines Kreiſes und die Coordina⸗ 
ten eines Punktes feiner Peripberie find gegeben. Man foll die Glei⸗ 
chung der Tangente in dieſem Punkte finden. 


Es ſey 
( -29T) (1 - (1) 
bie gegebene Gleichung des Kreiſes, und es ſeyen x’y’ die gegebenen Coor⸗ 
dinaten des Punftes. 

Die Gleichung der Geraden, die durch ben Mittelpunft =? und durch 
den Punkt x'y’ geht, ift ($. 4. ©. 10.), wenn tu ihre Coordinaten bes 
geichnen, 





a-=IZ Pe), 


und die Gleichung ber Senfrechten * dieſer im Punkte x’y', b. t. die Gleis 
chung der gefuchten Tangente ($. 6. Aufg. 9.) 





ober 

G—- MH — et (Hr) Hr Ha —=0. (2) 

Da aber der Punkt x'y’ in ber Peripherie des Kreifes (1) liegt, fo bat 

man auch 

G-M+@d—e?=r ode Pr ya Ra 

und, wenn man biefen Werth von y*-+-x? in bie Gleihung (2) feßt, 
-M+@— et y—— at +—=0, (3) 

eine Gleichung, in welcher die Eoorbinaten des Berührungspunftes nur in 

erfter Potenz vorkommen. Diefer Gleichung kann man anch die Form 


nn a 


| IPB) +R—e)(t—e) = r c4) 5.20. 


Iſt der Mittelpunkt bed Kreiſes der Anfangspunkt ber Eoordinaten, 

alſo «= 0 und A==0, fo ift die Gleichung ber Tangente 
yurıt=r. (5) 

Die Loͤſung diefer Aufgabe giebt zu mehren Betrachtungen Veran⸗ 
laſſung. Setzt man in ber Gleichung ber Polarlinie des Punftes xy’ 
($& 20. G. 2.) die unbeflimmten Coefficienen A=1,B=0,C=1, 
D=—PA, E=-.e und F= P+e—r?, fo fommt 

G-Mr@— a - ya + 0, 

eine Sleichung, bie mit der Gleichung (3) in ber letzten Aufgabe identifch 
iſt. Daraus folgt, daß die Tangente in irgend einem Punkte x’y’ eines 
Kreiſes ale die Polare diefed Punktes, und umgekehrt, diefer Punkt als Pol 
ber Tangente angefehben werben kann. Daher ift bie Verbindbungslinie ber 
Beruͤhrungspunkte zweier Tangenten eines Kreifes (Beruͤhrungsſehne) 
die Polare des Durchfchnittgpunftes der beiden Tangenten ($. 19.), und der 
Durchſchnittspunkt zweier Sehnen, eined Kreifes ift der Bol der DVerbin- 
Bungslinie der Durchfchnittspunfte der beiden Tangenten: Paare in den End- 
punften biefer Sehnen. Die tweitere Ausführung dieſes intereffanten Gegen- 
ſtandes bleibt, um Wiederholungen zu erfparen, dem folgenden Capitel vor: 
behalten. 

Durch die Löfung der folgenden Aufgabe wirb man bag von ber Der 
ruͤhrungsſehne Geſagte beftätigt finden. 


Aufgabe [31]. Die Gleichung eines Kreiſes und die Coordinaten 
eines Punktes, der nicht in feiner Peripberie liegt, find gegeben. Man 
ll die Punfte finden, in’ weldyen die, durch den gegebenen Punft an 
den Kreis gelegten, Tangenten ihn berühren. 


Es ſey 
( -4 (- * (1) 
bie gegebene &leichung bes Kreifed, und es feyen xy’ bie gegebenen Coor⸗ 
binaten bed Punktes. Bezeichnet man nun bie noch unbekannten Coordina⸗ 
ten eined Berührungspunftes durch tu, fo iſt die Gleichung der Tangente 
in biefem Punkte, wenn man ihre (laufenden) Eoorbinaten durch xy be 
7 ‘ i 
w—- Ay —- Art )a—d)=r, (6) 
6 * 
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$. 24. welche aus der Gleichung (4) der vorigen Aufgabe erhalten wird, wenn 
man darin tu flatt xy’ und xy flaft tu feßt. Soll diefe Gerade (6), wie 
es die Aufgabe fordert, durch den Punkt x’y’ geben, fo muß ihre Gleichung 
von feinen Eoordinaten befriedigt werden. Es muß alfo feyn 


( - 2,” rt )t—-$)=nr7, (7) 
und da der Berührungspunft tu in der Peripherie des grelſes liegt, ſo muß 


auch 

(u - 0) (t - er (8) 
ſeyn. Dieſe beiden Gleichungen (7 u. 8) reichen hin, die geſuchten Coor⸗ 
dinaten t u. u zu beſtimmen, und da die eine dieſer Gleichungen vom zwei⸗ 
ten Grade iſt, ſo wird man im Allgemeinen zwei verſchiedene Werthe fuͤr 
dieſe Coordinaten finden. 


Statt aber dieſe Werthe zu entwickeln, tann man auch, wenn keine 
Werthbeſtimmung der Coordinaten des geſuchten Punktes, ſondern die geo⸗ 
metriſche Beſtimmung deſſelben gefordert iſt, die Linie, welche durch die 
Gleichung 

 G-MwW—- )H-@—e)(t—a) = r?. (7) 
ausgedrückt wird, wenn man t u. u als laufende Coorbinaten betrachtet, 
und die offenbar eine Gerade ift, conftruiren. Ihre Durchfchnittspunfte mit 
dem gegebenen Kreife (8) find dann die verlangten Berührungspunfte. 
Hieraus erhellet zugleich, daß die Gleichung (7) bie der Berührunggfehne 
ift, welche, wie man ſieht, immer reell ift, wenn auch von dem gegebenen 
Dunfte aus feine Tangente an ben Kreid gegogen werben Fann. 


Die Sorm der Sleihung (7), welche mit der Gleichung (4) überein: 
ſtimmt, zeigt, daß die Berührunggfehne zweier, von einem Punkte x'y’ an 
einen Kreis gezogenen, Tangenten aAls Polare biefes Punktes angefehen wer: 
ben kann, wie wir dies fchon in Solge ber vorigen Aufgabe gefunden hat 
ten. Diefe Berührungsfehne (7) wird daher auch die Polare des Punk; 
ted xy’ in Beziehung auf den Kreis (8) oder an den Kreis (8) 
genannt. 


Wenn der Mittelpunkt sum Anfangspunfte der Coorbinaten genommen 
wird, fo hat man ftatt der Gleichung (7) für bie Polare eines Punktes x 7 
Yu-xt 72, 
und für die Gerade, welche den Mittelpunkt mit dem Punkte x’y’ verbindet, 


—— 
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| xu—yt=0. 
Ans diefen beiden Gleichungen fieht man, daß die Polare eines Punftes x'y’ 
in Beziehung auf einen Kreis fenfrecht fiehet auf der Geraden, welche die 
fen Punkt x’y’ mit dem Mittelpunkt verbindet. Bezeichnet man die Coor⸗ 
dinaten des Durchfchnitte dieſer Geraden und der Polarlinie durch tu, fo ift 

y.+ıt=r u xW—ytr=0, 

ober, Wenn man quadrirt, u 

yu”? + 2x’ yurt +1"? — r‘ ‚ 

Ur — ıyut+y to —=0, 

worand durch Addition 

HIHI) —r oder Var er,. 
Zieht man alfo v vom Mittelpunfte c eines Kreiſes nach irgend einem Punfte 
p eine Gerade pr fo wird diefe von ber Bolare des Punktes p fo in q ge 
ſchnitten, daß p.q—=r.. 

Es iſt leicht einzuſehen, daß eine Tangente, welche durch einen Aehn⸗ 
lichfeitöpunft zweier Kreiſe an einen derſelben gezogen iſt, auch den andern 
berührt, Daher find bei zwei Kreiſen die Polaren der Collineations⸗ oder 
Achnlichfeitspunfte befonders merkwürdig; ihre Gleichungen findet man durch 
Subftitution der Eoordinaten biefer Punkte in die Gleichung (3 od. 4). 
Sind demnach 

„’+ı!=r1r..(9)), ; - r... (10) 
bie anf dieſelben Achſen bezogenen Gleichungen zweier Kreiſe, in welchen ber 
Rittelpunft bes erfien zum Anfangspunft der Eoorbinaten genommen ift, fo 
find ($. 23.) die Coordinaten 
. BER re 79 
des inneren Aehnlichkeitspunktes x, — — 5 - IH, 

des dußern Aehnlichfeitspunftes = * ıJı = a _ . 
| r—T r—T 
Daher ift die Gleichung der —— des 
mern Aehnlichkeitsp. an d. Kreis (9)... Bu+aet—r (r+r,)=0...(1l), 
äußern ⸗ ——090)... Pu+et—r (r—r,)=0...(12), 
mern ⸗ ss : (10). ‚Bu-rot- a4, (ntr,)=0...(13), 
⸗ :: : (AO). Au-lůö) ο... (I4). 





—⁊ 
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§. 25. 
Aufgsbe [32]. Es find drei reife gegeben; man foll denienö 
gen reis conftruiren, welcher die gegebenen von außen berübrt. 
Es ſey ber Mittelpunkt von einem ber gegebenen Kreife der Anfangs⸗ 
punkt der Coordinaten. Die Gleichungen der gegebenen Kreife werden dann 
feyn 


YıY'=r1)} (1) 
(-A’tria—a”=r) (2) 
YA rG—- a’ mr ı (3) 
und Die des geſuchten 
' -’+ri-e’=r, (4) 


WO Ar, Par %sı Par Fır Tar Ta bekannte, &, 5 und r aber unbekannte‘ Groͤ⸗ 
fen bezeichnen. | 

Da der gefuchte Kreis die gegebenen von außen berühren fol, fo muß 
befanntermaßen die Entfernung bes Mittelpunftes be erftern von dem Mit: 
telpunfte eines ber legtern der Summe ber Nadien der eben genannten Kreife 
gleich, feyn. Diefe Relation wird ($. 2.) durch folgende Gleichungen aus 
gebrückt: | 


Are = (r+n) (5) 
F—P)’+l— a) = (+7)? , (6) 
B—Pi’+le— a) = (+3) , (7) 


aus welchen drei Gleichungen allein die unbefannten Größen «, 4 und r 

beftimmet werben fünnten. Da man aber hierbei auf eine Gleichung vom 

achten Grabe gerathen würde, fo führe man zwei neue Unbekannte, nämlich 

die Coordinaten des Berührungspunfted ber Kreife (1) und (4) in bie 

Rechnung ein. DBezeichnet man fie durch t und u, fo hat man in Solge 

von (1) und (4) 

"tr, (8) 

Pt! =r, (9) 

und addirt man die Gleichungen (5) und (8), und zieht dann bie Glei⸗ 
chung (9) ab, fo kommt nach der Divifion durch 2 

uf+te = r,(r+n); (10) 

oder, wenn man für (r Pr;) und für r, die Werthe aus (5) und (8) 


feßt | 
uß-+Hte = VB. VAre, 
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und wenn man quadrirt und rebucirt 
wa? -?— 2uteß = 0, 
oder, wenn man die Wurzel aussieht, 

u—td=0. ' (11) 
Entrsickelt man aus den Gleichungen (10) und (11) bie Werthe von © 
und A, fo findet ſich 


__ tne-Fr,) _ ur(r+#r,) 
TE u wer u 
ober, wenn man für u? 4tꝰ den Werth au (8), nämlich r? fegt, 
- und = en 
1 


Zieht man die Gleichuen (6) und (7) nach einander von (5) ab, ſo 
kommt 
22. + 200 — V, 
2B,P+200— Ar —ı,r = rar tr) —Te) ; 
oder 
2, + 2a,a — Ar —n,)(r+rn) = 3+A— n—n) , 
2,5 + 20,2 — %r, —r,)(r+r) = ri (n—r). 
Sest man in diefe Gleichungen bie für « und 4 gefundenen Ausdrücke, 
ſo ergiebt ſich 
—AA = ri ſe — (In —r)”} I 
2/Psu+at— rn —r)}(r+ Tr) = njes+A— (nr —rs)?} ! 
und, wenn man zwifchen biefen Gleichungen r-+-r, eliminirt, 
103 —(n —1r,)'} {Pau+ &t— rl — 72)} = 
Jar —(n—1)’} {Bsut+ est — rt —Ts)} . (12) 
Die Gleichungen (8) und (12) reichen hin, um die Werthe von t 
und u zu beftimmen, was leicht gefchehen koͤnnte, indem Die erfte Gleichung 
vom zweiten und bie andere nur vom erften Grabe ifl. Da es aber nicht 
fowohl auf den algebraifchen Ausdruck diefer Größen, ale vielmehr darauf 
ankommt, den berührenden Kreis zu confiruiren, fo fuche man den Punft, 
defien Eoordinaten t, u find, geometrifch zu beftimmen. Zu dem Ende be; 
merfe man, daß diefer Punkt in den beiden Linien liegen muß, welche durch 
bie Sleichungen (8) und (312) ausgedrückt werben, wenn man barin t und 
u ale laufende Eoordinaten anficht, und zwar deshalb, teil bie Coordina⸗ 


6. 25. 


$. 25. 
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ten dieſes Punktes eben dieſe Gleichungen befriebigen muͤſſen. Der in Rede 
ſtehende Beruͤhrungspunkt tu iſt alſo der Durchſchnittspunkt der beiden Li⸗ 
nien (8) und (12). Die erſte dieſer Linien iſt aber ber gegebene Kreis r, 
und die zweite ift, ba die Gleichung (12) in Beziehung auf t und u vom 
erften Grade, eine gerade Linie, welche alfo einzig und allein noch conftruirt 
werden muß. 

Es ift Flar, daß ſowohl Diejenigen Werthe von tund u, welche zu 
gleicher Zeit die beiden Gleichungen 


Aaut+ast—r(n —r) = 0, (13) 

Psu+ast—r,(n —T;) =0, (14) 
als diejenigen, welche gleichzeitig bie beiden Gleichungen 
Pur at — nn —n) = ( —7,)’ 


oder R:u— PP) trat — a) —r(et —r) = 0, (15) 
| Autrat—r(n—rn) = 8 +ß — (rn —T3)? 
oder Pu — A) tras(t— a) — Tl, —Is) = 0 (16) 


befriedigen, auch der Gleichung (12) genugthun werden. Die erfiern Wer⸗ 
the find aber die Coordinaten des Durchfchnitts ber Linien (13) und (14), 
und die legtern die bed Durchfchniftd der Kinien (15) und (16). Alfo bes 
friedigen die Coorbinaten diefer beiden Durchfchnittspunfte die Gleichung 
(12), und folglich ift die Gerade (12) die Verbindungslinie dieſer Durch- 
ſchnittspunkte. 

Nun iſt aus $. 24. (G. 12. u. 14.) erſichtlich, daß bie Linien (13) 
u. (14) die Polaren der dußern Aehnlichkeitspunkte ber Kreife (1) und 
(2) und der Kreife (L) und (3) in Beziehung auf den Kreid (1), ferner 
daß die Linien (15) und (16) die Polaren derfelben Aehnlichfeitspunfte re⸗ 
fpective an die Kreife (2) und (3) find. Und hieraus ergiebe ſich folgende 
Conſtruction. 

Man ziehe die Polaren der aͤußern Aehnlichkeitspunkte der Areiſe (1) 
und (2) und der Kreiſe (1) und (3) an den Kreis (1), welche Polaren 
ſich im Allgemeinen in einem Punkte p’ fchneiden werben; ferner bie Polare 
bes äußern Aehnlichfeitspunftes der Kreife (1) und (2) in Beziehung auf 
den. Kreis (2) und bie Polare des Außern Aehnlichfeitgpunftes ber Kreife 
(1) und (3) in Beziehung auf den Kreis (3), welche Polaren ſich im 
Allgemeinen in einem Punkte p" fchneiden werden. Man verbinde bie Punfte 
pP, p' durch eine gerabe Linie, fo wird biefe im Allgemeinen ben Kreis (1) 


in ben Punkte q fehneiben, welcher der Berährungspunft des Kreiſes (1) 6. 25. 
mb des gefuchten Kreifes if. 

Man mache diefelbe Eonftruction, indem man bie Kreife (1) und (2) 
barın mit einander vertaufcht, fo erhält man den ˖ Punkt q’, twelcher ber 
Beruͤhrungẽpunkt bed Kreiſes (2) und bes gefuchten: ift. 

Endlich wieberhole man bie Eonftruction noch einmal, indem man die 
Kreiſe (1) und (3) mit einander verwechſelt, fo ergiebt fich ber Punkt q” 
dd Berubrungspunft bes Kreiſes (3) und des gefuchten. 

- Sind anf biefe Weife die Beruhrungspunfte gefunden, fo darf man 
aur einen Kreis beichreiben, der durch diefe Punfte q, q’ und q” geht, und 
tiefer twirb ber verlangte feyn. Oder man kann bie nach den Beruͤhrungs⸗ 
panften gezogenen Radien der gegebenen Kreife. verlängern, fo werben fie fich 
in einem Punkte Q fchneiden, welcher der Mittelpunft bes verlangten Kreis 
ſes if. 

Statt der Gleichungen (15) und (16) kann man auch die Gleichungen 
2B,0+22,1—2r, (n,—13) = +)? oder 2A,ur2at A =0 (17) 
2P,u+2ast—2r,(r,—T;) = +3 —r, 3)" oder 2f,u+2ast—ej-A—H3=0 (18) 
nehmen, teil auch bie Werthe von t und u, toelche dieſe beiden Gleichun- 
gen zu gleicher Zeit befriedigen, der Gleichung (12) genugthun müffen. Die 
Gleichung (17) drüct die Collineationsachſe der Kreife (1) und (2), und 
bie Gleichung (18) druckt die Eollineationsachfe der Kreife (1) und (3) 
aus ($. 23.), welche nad) dem, mas zu Ende bes $. 23. geſagt worden, 
licht conftruirt werben fonnen. Statt der Polaren ber dußern Aehnlich⸗ 
feitspunfte ber Kreife (1) u. (2) und (1) u. (3) in Beziehung refpective 
anf bie Kreiſe (2) und (3) fann man baher in ber obigen Eonftruction 
die eben genannten Eollineationsachfen antwenden, um ben Punkt q zu fin 
den. Aehnliche Veränderungen fann man in der Eonftruction zur Auffin 
tung der Punkte q’ und q’ anbringen. 


Die Aufgabe, einen Kreis zu conftruiren, welcher bie brei gegebenen 
Kreife (1), (2) u. (3) berühre und zwar die beiden Kreife (1) u. (2) 
son außen und den brittn (3) von innen, läßt fich auf ähnliche Weife 
loͤſen. Bon den in ber vorigen Löfung aufgeftellten fieben Gleichungen (1 
bis 7) gelten nämlich die erften ſechs a6 bis 6) auch hier, und nur flatt 
der legten (7) bat man bier 


B—-P)trle— a) = on) ı 











6.25. woraus man fieht, daß bad Nefultat der fortgefeßten Rechnung dem obigen 
bis auf dag Zeichen von r, (welches jetzt dem vorigen entgegengefeßt iſt) 
gleich feyn muß. Man wird alfo jet ebenfalls zu ben Gleichungen (13) 
und (15) gelangen; fiatt der Gleichungen (14) und (16) aber wird man 
die Gleichungen | 

Puret—r(n tr) =0, 
Bla— Pe)tr aslt— as) t+Islt, HT) = 0 
erhalten, welche nach $. 24. (8. 11. u. 13.) die Polaren des innern Aehn⸗ 
lichkeitspunktes der Kreife (1) u. (3) in Beziehung auf diefe Kreife find. 
Hiernach wird man leicht finden, welche Mobificationen die in ber vorigen 
Loͤſung angegebene Eonftruction für den jegigen Fall erleidet. 

Eben fo leicht überzeugte man ſich, daß durch ähnliche Modificationen 
die in ber vorigen Löfung enthaltene Conftruction für die noch übrigen ſechs 
Fälle der allgemeinen Aufgabe einen Kreis zu befchreiben, welcher drei geges 
bene berührt, leicht abgeändert werben kann. 

Es ift dabei zu bemerfen, daß von ben acht verfchiebenen Conſtructio⸗ 
nen zwei und zwei einander fo zugeorbnet fiud, daß die erften Theile berfel- 
ben mit einander übereinftimmen. Denn z. DB. der Fall, in welchem bie 
drei gegebenen Kreife fämmtlich von außen, und der Fall, in welchem fie 
ſaͤmmtlich von innen berührt werben follen, führen beide zu denfelben Gleis 
chungen (8) und (12), was man fogleich findet, wenn man in dieſen Glei⸗ 
Hungen, um von dem erften biefer Sälle zu dem zweiten zu gelangen, Die 
Zeichen der brei Mabien verändert, indem diefe Gleichungen felbft dadurch 
nicht geändert werden. Der Theil der Eonftruction, welcher ſich darauf bes 
zieht, bie Gerade (12) zu verzeichnen, ift alfo für beide Sälle derſelbe. Die 
Gerabe (12) fchneidet nun den Kreis (8) in zwei Punften q, von welchen 
der eine für ben erften Fall und der andere für den zweiten Fall gilt. Aehn⸗ 
licherweiſe verhält es fich mit der Beftimmung der Punfte q’ und q”. 


Die in Rede ftehende allgemeine Köfung der Aufgabe, welche Hr. Ger: 
gonne zuerft gegeben hat, und die mit Recht als ein Mufter analytifch- 
geometrifcher Behandlung betrachtet wird, ift in dem befondern Falle, in 


welchem z —— Es ift, nicht ohne eine Eleine Abänderung ausführbar. In 
2 8 


biefem Sale find nämlich die Geraden (13) und (14), (15) und (16), 
(17) und (18) einander parallel ($. 6. Aufg. 8.); es laſſen fich alfo ihre 
Durchfchnittspunfte nicht angeben. Da nun aber alsdann, eben teil 
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a _ fr 
&, 

gm, Pr lab ſich die Gleichung (12) dadurch vereinfachen, daß man biefe 
gemeinfchaftliche Eentrallinie ber drei Kreife zur Abfeiffenachfe nimmt, und 
beamach A, = Ps = 0 ſetzt. Sierburd gehen die Gleichungen (12 bis, 


„! die drei Mittelpunfte der gegebenen Kreife in gerader Linie lie 


16) in 
fe! —(r, — 2° fe,t-r,(n—r.)} = {a} —(r—r,)?} fast—r(n—r)} ,(12) 
at—r(, —r)=0, \ (13) 
at— nn —n)=0, (14) 
s(t—a,)— net —n) =0, (15) 
(t— a,)—Tılt, —T,) = 0 (16') 


über, woraus man fieht, daß alle diefe Geraden auf der Abfciffenachfe (ber 
Eentrallinie) fenfrecht ſtehen. Könnte man alfo nur den Punkt angeben, in 
welchen die Gerade (12') die Eentrallinie fchneidet, fo wäre auch für bem 
gegenwärtigen befondern Zall die Aufgabe gelöfl. Zu dem Ende bemerfe 
man, daß bie Gerade, deren Gleichung 


{3-0 17} {mut rn n)} = fein r)9} fnutest-rlere)} (12) 


il, wo m und n zwei beliebige Größen bebeuten, bie Abfciffenachfe in dem: 
ſelben Punkte fchneiden werde, in welchem bie Gerabe (12°) fie fchneibet, 
weil für u = 0 beide Gleichungen (12° und 12”) denfelben Werth für t 
geben. Nun ift aber die Gerade (12”) die Verbindungslinie ber Durch 
fchnittSpunfte der beiden Geraden 


m+23t—r(n—r)=0, (13’) 
mutat—r(n—T) =0, (14”) 

und der beiden Geraden | 
mut+%(lt—a)—rn(n—r)=0, (15”) 
nuro(t—a,)—r(n —T) =0, | (16”) 


aus Gründen, bie ben in ber Löfung angegebenen ähnlich find. Berner 
ſchneiden die Geraden (13°) und (13”) die Abfciffenachfe in einem und dems 
felben Punkte, und baffelbe findet Statt bei der Geraden (14) und (14”), 
(15) und (15”), (16) und (16”). Die Geraden (13”) und (15”) find 
einander parallel, und die Geraden (14”) und (16”) find ebenfalls paral⸗ 
lel ($. 6. Aufg. 8.). Hieraus ergiebt fich für unfern jegigen Fall folgende 
Eonfiruction ber Linie (12). 


6. 25. 


6. 25. 


Man ziehe bie Bolarn (13), (14), (15) und (16), und durch die 
Dunkte, in welchen bie Polaren (13) und (15) die Eentrallinie ber drei 
Kreife fchneiben, zwei beliebige Parallelen (13”) und (15”); ferner durch 
die Punkte, in welchen die Polaren (14) und (16) biefelbe Eentrallinie - 
fchneiden, ebenfalls zwei beliebige, bie vorigen ſchneidende, Parallelen (14”) 
und (16"); verbinde fobann die Durchfchnittspunfte der Geraden (13”) und 
(14") und der Geraden (15”) und (16”) durch eine gerade Yinie, und er 
richte in dem Durchfchnittgpunfte dieſer Ießtern und der Centrallinie auf der 
Eentrallinie eine Senfrechte, fo ift dieſe die verlangte Linie (12). 


$. 26. 

Eine gerabe Linie fchneibet einen Kreis unter dem Winkel ö, wenn fie 
mit ber Tangente in einem ber beiben Durchfchnirtspunfte dieſen Winkel 
bildet. 

Aufgabe [33]. Es iff ein Kreis, ein Punkt feiner Peripherie und 
ein Winkel gegeben. Ian foll die Gleichung der Geraden finden, 
welche durch den gegebenen Punkt gebt und den Breis unter dem ges 
gebenen Winkel ſchneidet. 


Es ſey 
Pr (1) 
die Gleichung des gegebenen Kreiſes, x'y’ feyen die Coorbinaten des geges 
benen Punktes und 5 der gegebene Winkel. 

Wäre der Winfel, welchen die gefuchte Gerade mit der Abfeiffenachfe 
bildet, befannt, und feine trigonometrifche Tangente gleich a u ſo waͤre die 
Gleichung der geſuchten Linie (9. 4.) 

u—y =al—x), (2) 
wenn tu ihre laufenden Eoordinaten bedeuten. Die Gleichung der Tangente 
im Punkte xy’ aber ift ($. 24. ©. 5.) 

r? 


yurstt=r oder u= 5145. (3) 


Nun follen bie Geraden (2) und (3) den Winfel 5 bilden; man hat da⸗ 
ber, infolge des $. 6. (Aufg. 8.), wenn man für das bortige a den Aus⸗ 








x 
a+>; 
fang ö = > oder (yHrrtgd)a = yigö—ı. (4) 
-7 | 


Eliminirt man zwifchen (2) und (4) dag a, und ft —; S für 1gö, fo 
kommt 

(Xsindö-+-y cosö)u+-(zcosö— y’sind)t = (y*’-Fx”)cosd , 
er, da y7 x = r? if, 

(x’sind-+-y' cosö)u+(Xcosö— y’sindö)t = 'r 2088 f (5) 

welches die gefuchte Gleichung if. 

Die Lange der Senfrechten von dem Anfangspumft der Eoorbinaten 
er dem Mittelpunkt des Kreifed (1) auf die Gerade (5) ift ($. 7. Yufg. 12.) 


r?cosd — reosd. 


— y” 7 (6) 
Sucht man die Durchſchnittspunkte t,u, und t,u, ber gefundenen Ge⸗ 
raben und des gegebenen Kreiſes, indem man bie Werthe von t und u aus 
der Gleichung (5) und der Gleichung 
u 4t = r 
tatwickelt, fo erhält man, mit KRückficht auf die Gleichung "x" = Tr’, 
md nach einigen NRebuctionen, die fich von felbft darbieten, 
| ft = x) ft = xos25—ysin2ö 
y= a: ! ii = Vn2dr 7000231 " 
o* „Zangente des Kreifes (1) im Punkte tzu, hat zur Gleichung ($. 24. 
3.) 


wurtt=r), 


ud-fie bildee daher mit der Geraden (5) einen Winkel 8’, welcher durch 


tanı d' — (ysinö— x cosö)u, + (y’cosd-+-x'sinö)t, 
| u Se (ycosdö-+-x sinö)u, — (y sind —x cosö)t, 

gegeben if. Seht man in ben legten Ausdruck für t, un u, die gefun- 
| denen Werthe, fo rebucirt er fich auf 
" tangd' = tang(— 0) = tang(n—d) , 


$. 26. 


nd folgt. Hieraus ergiebt fi), daß eine Gerade AB, $ig. 22. 


wyelche einen Kreis C unter dem Winkel BDF òô in D fchneidet, ihn. 


6. 26. 


— 4 — 
in einem zweiten Punkte D’ unter dem Winkel BD’F = d’ fchneiden muß, 


ſo daß BD’F der Supplements: Winfel von BDF if. Diefe Relation ber 


beiden Winkel, fo wie die Relation CF = CDcosd — rcosd (6), hätte 
fich fehr leicht auf bloß geometrifchen Wege finden laffen, wir haben aber 
mit Abficht den analytifchen Weg gewaͤhlt. Es iſt hier noch zu bemer⸗ 
fen, daß jede Gerade AB, welche einen Kreis C, deſſen Radius CD = r, 
unter einem Winkel oͤ ſchneidet, einen concentriſchen Kreis beruͤhrt, deſſen 
Radius CG = rcosd tft (©. 6.). 


Wenn nicht der Mittelpunfe des gegebenen Kreifes ber Anfangspunkt 
der Coordinaten, alſo die gegebene Gleichung 
G—-M’+ra—e)”’ =r (7) 
ift, fo ift die Gleichung der Geraben, welche biefen. Kreis im. Punkte x’y’ 
unter ben Winfel ö fchneibet, 


{X — ea) sind + (y—P)cosö}(u—f) 
+{@— o)cosd — („— A)sinötlt—a) = rtcosd. (8) 


Aufgabe [34]. Die Gleichung eines Areifes, die Coordinaten eis 
nes Punftes, der nicht in feiner Peripberie liegt, und ein Winkel find 
gegeben. Man foll die Punkte finden, in welchen die durch den gege: 
benen Punkt gezogenen, den Rreis unter dem gegebenen Winkel fchneis 
denden, Beraden ihn treffen. 

Es {ey 

. QG-PP+a-)—=r (7) 
die gegebene Gleichung des Kreifed; es feyen ferner xy’ bie gegebenen Coor⸗ 
binaten des Punktes und o ber gegebene Winkel. Bezeichnet man nun bie 
noch unbefannten Coordinaten eines Durchfchnittspunftes durch t u, fo iſt 
die Gleichung der gefuchten Geraden, wenn ihre laufenden Coorbinaten burch 
x y bezeichnet werden, 

f(t—a)eind + (u— A)cosöt(y—P) 
-+{(t— 0) 0088 — (u—P)sind}(x—.«) = ricosd , (9) 
welche aus ber Gleichung (8) der vorigen Aufgabe hervorgeht, wenn man 
darin tu flatt x’y’ und xy flatt tu fegt. Sol diefe Gerade (9), wie es 


die Aufgabe fordert, durch den Punkte x’y’ gehen, fo muß ihre Gleichung 
von den Eoorbinaten biefes Punktes befriedigt werden. Es muß alſo feyn 
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ft— a)sind + (u—P).cosö}(y’—P) 

+f{(t— a)cosd — (u— Asindöt(X—a) = rtcosd , (10) 
und da der Durchſchuittspuntt tu in der Peripherie des Kreiſes (7) liegt, 
ſo muß auch 

(u — MP Hlt— eo? —r (11) 
ſchn. Diefe beiden Gleichungen (10) und (11) reichen bin, bie gefuchten 
Eoorbinaten zu beflimmen, und da die eine biefer Sleichungen vom zweiten 
Grade ift, fo wirb man im Allgemeinen zwei verfchiebene Werthe für jede 
biefer Eoordinaten finden, woraus fid) ergiebt, daß es im Allgemeinen zwei 
verfchiebene Gerade giebt, welche durch den gegebenen Punkt geben und ben 
Kreis unter dem gegenenen Winkel fchneiben. 

Statt aber jene Werthe ber Coordinaten zu entwickeln, kann man auch, 
wenn keine Werthbeſtimmung der Coordinaten des geſuchten Punktes gefor⸗ 
dert iſt, die Linie der Gleichung 

I — A)eeed — (K — ü)sind}(u— Pf) 

+ — Meind+(X—a)cosötit—a) = r?cosd, (10) 
die offenbar eine Serabe ift, conftruiren. Ihre Durchfchnittspunfte mit dem 
gegebenen Kreife (AL) find die verlangten Punkte. 

Da die Gerade (10) die beiden Punkte verbindet, in welchen bie beis 
ben, den Kreis unter dem MWinfel 5 fdmeidenden, Geraden ihn treffen, fo 
faun man fie bie Durchſchaitteſchne des Punktes x’y’ und bed Winkels o 
nennen. 


Setzt man in der Gleichung der Polare des Punktes x’y’ ($. 19, ©. 1.) 
ı=b=esd;b=—snd ; c—=(asind— Pcosd) ; a = sind; 
‘= — (000084 Bin?) ; ; "= —(asind-+ Pcosd) ; b’ — (Beind 
—acosd) und (P-ra? —r’)cosd; fo fommt 
(edy’—sindr +asind-Bcosd)a-+(sindy-+eoedr—acosd— Bsind)t 

— (Bcosö+asind)y +(Psind—acosdy + "+eA—r?)cosd = 0, 


eine &leichung, welche mit ber Gleichung (10) uͤbereinſimmt. Daraus 


folgt, daß die Durchſchnittsſehne eines Punktes x’y’ und Winkels oͤ in Bes 


zichung auf einen beſtimmten Kreis, als die Polare dieſes Punktes angeſe⸗ 
ben werben kann. Es iſt indeſſen nicht gebräuchlich, eine Durchſchnitts⸗ 
ſehne mit dem Namen Polare zu belegen. Auch muß bemerkt werden, daß, 


$. 26, 





6. 26. 


wenn zu einem gegebenen Spfteme vermittelt ber Berührungsfehne an einen 
beftimmten Kreis ein reciprofes Syſtem conftruirt wird, beide Syſteme bie 
im $. 20. angegebene Lage haben, daß hingegen, wenn die Conftruction ver; 
mittelft der Durchfchnittsfehne eines gegebenen Kreifes und Winkels vollzo⸗ 
gen wird, beide Spfteme biefe Lage nicht haben. Was fich indeffen unmit- 
telbar daraus ergiebt, daß die Durchfchnittsfehnen als Polarlinien betrachtet 
werden fönnen, ift, daß die Durchichnittgfehnen aller Punkte einer Geraden 
und eines beſtimmten Winkels fich in einem und bemfelben Punkte ſchnei⸗ 
den, und daß umgekehrt ber Drt bed Durchfchnirtepunftes der beiten Ge⸗ 
raden, welche einen Kreis unter einem beftimmten Winfel fo fchneiden, daß 
die Durchfchnittsfehne durch einen feften Punkt geht, eine gerade Linie ift. 


Aufgabe [35]. Es find zwei Xreife, C, und C,, und zwei Wins 
fel, ö, und 2 gegeben. Wenn nun beide Breife eine foldhe Lage bas 
ben, daß zwei Berade den Kreis C, unter dem Winkel ö, und den 
Breis C, unter dem Winkel 5, febneiden Fönnen, fo foll die Gleichung 
der Dadurch entftebenden Durchfchnittsfebne in’ einem der beiden Zreife 
gefunden werden. 

Eine fehr einfache geometrifche Betrachtung wird bie Löfung biefer Auf: 
gabe ungemein erleichtern. Eine Gerade nämlich, welche den Kreis C,, 
deffen Radius r, fey, unfer dem Winkel 5, fchneibet, wird einen concentris 
ſchen Kreig, deſſen Radius r,cosd, ift, berühren; und wenn dieſe Gerade 
den Kreis C,, deſſen Radius r, feyn mag, unter dem Winkel ö, fehneiden 
fol, fo wird fie zugleich einen zweiten, dem Kreife C, concentrifchen, Kreis, 
deffen Radius r,cosd, berühren müffen, wie aus ber ©. 94. gemachten 


Bemerkung gu fehen if. Die beiden in ber Aufgabe genannten Geraden 


find alfo die gemeinfchaftlichen Tangenten der beiden, mit den Nabien r,cosd, 
und r,cosd, befchriebenen, Kreife und geben alfo durch ben innern ober 
durch den dußern Aehnlichkeitspunft dieſer Ießtern. (M. ſ. die Bemerfung 
zu Ende des $. 24.) Die verlangte Durchfchnittsfehne ift alfo diejenige, 
welche zu dem einen oder ben andern biefer beiden eben genannten Punkte 
gehört. 

Sind demnach 

„’+r=r).(12) ; G-M’Ha—- ...... (13) 
die Gleichungen der Kreife C,, Ca, fo find 
+ =rrcosdr..(14) 5 (K—-M’+k&k— ea)’ =r}cosd)..(15) 
die Gleichungen ber, mit ben Radien r,cosd, und rzcosd, aus denſelben 

Mit: 
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Mittelpunkten befchriebenen Kreiſe. Es find dann ferner an biefen Iegtern F. 26. 





die Enorbinaten 5, Br; cosd 
ar, cos . _ 10080, 
des innern Aehnlichkeitp. .. — 71C080, + 1,0080, > Jı= r,c0sö, + r,c08d, 
or, cos o, Pr, cos d, 








des aͤußern Aehnlichkeitsp. ..Ii = T,C080, — 7,0080, 3Y1* — 706080, — T,C080, 


Die Durchfchnittsfehne an den Kreig C, wird nun aus der Gleichung (10) 
gefunden, wenn man varn?=a« —=0, W=x, y = yı feßt, und dann 
für x, u. y, die eben gefundenen Werthe einführt. Dies giebt als Glei⸗ 
dung der Durchſchnitts ſehne an den Kreis C, bed innern Aehnlichleits⸗ 
punktes 


(Bcosd,— œ sind, Ju+(P sind, Pœ cosd,)t—T,(r,c0sd,+T, cosd,) = 0O, (16) 


mb als Gleichung der Durchfchnittsfehne des Außern Aehnlichfeitspunftes 
(Beosd, —asind, Ju+(Psind, + cosd,)t + r,(rzcosd,—r, cosd,)—=0. (17) 


§. 29. 

Zwei Kreife ſchneiden fich unter einem Winfel 5, wenn ihre Tangen- 
ten in ihrem Durchfchnittspunfte den Winkel 5 bilden. Da nun die nad) 
den Berührungspunften gezogenen Radien auf den Tangenten fenfrecht fie 
ben, fo ift der Winfel, unter dem fich zwei Kreife fchneiden, ber Supple⸗ 
mentswinkel desjenigen, den bie beiden, nach einem Durchfchnittspunfte ge⸗ 
jogenen, Rabien bdiefer Kreife einfchließen. 


Die folgende Aufgabe, welche die Aufgabe (32) als einen beſondern 


Fall in fich fchließt, kann auf biefelbe Weife wie diefe behandelt werben. 
Wir werden baher die Löfung nur andeuten. 

Aufgabe [36]. Es find drei Xreife C,, C,, C, gegeben; man foll 
denjenigen Kreis conftruiren, weldyer diefe drei Kreiſe unter gegebenen 
Winkeln fchneide. 

Es ſeyen wie im $. 25. 


„”’+'’'= r / (1) 
- r, (2) 
GP ra)’ =r — (3) 
die Gleichungen der gegebenen, und 
G—M’+a&—ea) = ır" (4) 


die des gefuchten Kreifes. Ferner ſeyen d,, da, Is die Winfel, unter wel- 
chen der Kreis (4) refpective die Kreife (1), (2), (3) ſchneiden fol. 
7 








$. 27. Denkt man ſich nun bie Mittelpunfte und einen Durchſchnittspunkt bes 
gefuchten unb eines jeben ber gegebenen Kreife burch gerade Linien verbun: 
den, fo hat man brei Dreiecke, in welchen eine Seite bie Entfernung ber 
Mittelpunkte, die beiden andern Seiten aber die Nabien des gefuchten und 
eines der gegebenen Kreife find, was unmittelbar zu den Gleichungen 


Pa = r?+2cosd,nm Fr, (5) 
P— Pa) -r(a—a, * = r?’-+2c0s0), n+nr 1 (6) 
B— PB) (6 - = r?-+2c0sd;,ır, +r3 (7) 


führt. Statt aus dieſen Gleichungen die unbekannten Größen &, A und r 
zu entwickeln führe man zwei neue Unbekannte, nämlich die Eoorbinaten des 
Durchſchnittspunktes ber Kreife (1) und (4) ein. Werben biefe Größen 
durch tu begeichnet, fo hat man 


u —r?, (8) 
w—NM’rlt—- mr. (9) 

Aus den Gleichungen (5), (8) u. (9) ergiebt fich 
uß-+te = rı(r, +reosd,) , (10) 


und wenn man aus biefer Gleichung (10) und ber Gleichung (5) a und 
ß entwickelt, fo findet man, nad) einigen Rebuctionen, bie fich in Folge von 
(8) ergeben, 
__t(ntreoesöd,)&ursind, —E ur, +rcosö,)trsinö, 
— öõ—— — 2 — ò—— — 
Zieht man bie Gleichungen (6) u. (7) nach einander von (5) ab, fo 
fommt 
29.2 + 20,0 + 2%(r,cosd,—r,cosd,)r = d +HA+Hri—r , 
2,8 + 20,c + 2(r,c08d, —T,cosd,) = SH ÄrN—n ; 
und fegt man in diefe Gleichungen die für « und A gefundenen Ausdruͤcke, 
fo erhält man 
2 | (Ps cosd, =, sind, Ju+ (a, cosd, F Pr sind,)t-+(r,cosd,—T, cosd,)r, Ir 
y = -Aur2st-A- nt) ı 
2](9,cosd, = 0, sind,)u+(a, cosd, fs sind, )t+(T, cosd,—r, cosd,)r, tr 
= -2ßur2at- 3 3—nHtra)r ı 
moraus durch Elimination von r 
DA-H2at--d-rl4r3} [(Aeesöckueind)o4(arosdzBsiad)iHeeoed-neosdh)r} == 
Patti} IXE (it) 


Der Durchſchnittspunkt tu liegt nun in den beiden Linien (8) u. (11). 6. 27. 
Die erfiere (8) iſt der gegebene Kreis mit dem Radius r,, und ba bie 
Gleichung der legten (11), nad) Aufhebung ber Parentheſen und einigen 
Aebuctionen, bie fich von felbft barbieten, die Form 
| P”?-+-2?+Dy+Eı+F = 0 
annimmt, fo iſt dieſe Linie (11) ein Kreis, ber aber, wegen ber doppelten 
Borzeichen, zweierlei Größen und Lagen hat; und deſſen Eonftruction jetzt zu 
ſuchen iſt. 
Setzt man zur Abkuͤrzung 
20, u 26t — A— d—! HR A 
2Pu+2at— A— d— ren =A,; | 
(B,cosd, Z a,sind,)u-+ (a,e0sd, ZFfzeind,)t-} (r2e08d,—rjeosd,)r, = B, / 
(P,c0sd, œ, cino)u (œ, coco, F SiInõo, )t - ¶ I. coco, —r,cosd,)1, Be, 
ſo iſt die Gleichung (11) durch 
A,B, = A,B, 
ausgebrückt, und man ficht leicht ein, daß biefe Gleichung durch Diejenigen 
vier Werthe von t und von u befriedigt wird, welche die vier Syſteme 
A,=0 B, = 0 A, =0 ,=0) 
n=o} = 0} = 0} 
befriedigen, woraus denn folgt, daß die Durchfchnittspunfte der Linien 
A-O u. A,=0, B.=0 u. B,=0 , A,=0. u. B,=0 , A,=0 u B,=0 
: ia ber Kreisperipherie (11) liegen. Um nun biefe vier Punkte zu finden, 
iſt es nur nöthig, die eben genannten Linien, deren Gleichungen 


2Bur+r2et— R—d—ı rn =0,- (12) 

2Bur2st -— a — sg —n+n=0, .. (13) 
(P.casd a,sind, Ju-H a,c0sd, FP,8ind, t-Hrzcosd,—T,cosd,)r, = 0 , (14) 
(B,cosd, a ,sind, Ju-H a,c080,—ß,8ind,)t-Hr,cosd,—t,cosö,)r, = O0 (15) 
find, zu conftruiren. Es ift aber aus $. 23. (G. 19.) erfichtlich, daß bie 
Linie (12) die Eollineationgachfe der Kreife (1) und (2), und bie Linie 
(13) die Eollineationsachfe der Kreife (1) und (3) ifl. Ferner ift aus 
$. 26. (&. 17.) Har, daß die Gleichung (14), mit den untern Vorzei⸗ 
chen genommen, bie Durchfchnittsfehne in dem Kreife (1) für bie, die bei: 
den Kreife (1) und (2) unter den Winkeln 5, und oͤ, ſchneidenden, durch, 
den äußern Aehnlichfeitspunft der mit den Radien r,cosd, und r,cosd;: 

7 x F 





\ 
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befchriebenen concentrifchen Kreife gehenden, Geraden, und daß bie Gleichung 
(15), mit den untern Vorzeichen genommen, bie Durchfchnittefehne in dem 
Kreife (1) für die bie beiden Kreife CL) und (3) unter den Winfeln 0, 
und ö, fchneidenden, durch den Außern Aehnlichkeitspunkt der mit ben Ra 
dien r,cosd, und r,cosd, befchriebenen concentrifchen Kreife gehenden, Ge: 
raden ausdrückt. Auch ift leicht zu fehen, daß die Gleichungen (14) und 
(15), mit den obern Vorzeichen genommen, Durchſchnittsſehnen ausdrüden, 
die auf diefelbe Weife, twie die angegebenen, nur aber für Gerade gezogen 
find, welche bie genannten Kreife refpective unter den Winfeln n— 6, und 
r—Ö,, n—6, und mn —d, ſchneiden. 


Unfere Analyfe führt nun zu folgender Eonftruction: 

Man ziehe die Eollineationsachfe A, der Kreife C, und C,, und bie 
Eollineationsachfe A, der Kreife C, und C,. Man befchreibe brei, ben 
Kreiſen C,, Ca, Cs eoncentrifche, Kreife Yır Yar 75 telpective mit ben Ra 
dien r,cosd,, T3C080,, r, coso,. Man ziehe die gemeinfchaftlichen Tangens 
ten an den Kreifen y, und ya, 7ı und 5, welche durch die Außern Aehn⸗ 
lichfeitgpunfte dieſer Kreife gehen, und bie, fich dadurch ergebenden, Durch⸗ 
fehnittefehnen B., B’, und B,, B', in dem Kreife C, (von welchen bie ei⸗ 
nen, B, u. B,, zu den Winfeln ö, und Ö,, d, und ö,, bie andern, B, u. 
B',, gu den Winfeln n— 5, und n—d,, n—6, und m — ö, gehören wer⸗ 
den). Man befchreibe einen Kreis durch die Durchfchnittöpunfte der Sera: 
den A, und A,, B, und B,, A, und B,, welcher durch den Durchfchnitt 
von A, und B, gehen wird, und nenne die Punkte, in welchen er ben Kreis 
C, trifft, m,, m;. Man befchreibe ferner einen Kreis durch die Durch⸗ 
f&hnittspunfte ber Geraden A, und A,, B, und B’,, A, und B’, welcher durch 
den Durchfchnitt von A, und B', geben wird, und nenne die Punkte, in 
welchen er den Kreis C, trifft, m',, m). 

Man twieberhole diefelbe Eonftruction, indem man an die Stelle des 


Kreiſes C, den Kreis C,, und an die Stelle des Kreifed C, den Kreis C, 


ſetzt, wodurch man vier Punfte n,, ns, N, , nz auf dem Kreife C, erhält. 
Man mache die erfte Conftruction noch einmal, indem man die Kreife 
C und C, mit einander vertaufcht, woburd man zu vier Punkten pır, Par 
Pır P. auf dem Kreife C, kommt. 
Veſchreibt man nun durch bie Punkte m,n,p, ober mun,p, oder m'n',Pı 
oder mun',p', einen Kreis, fo wird dieſer die gegebenen unter den Winfeln 


9 9ar 9a, fähneiden. 
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Linien zweiten Grades. 


$. 28. 
Jede Gleichung Som zweiten Grabe zwiſchen den Coorbinaten x, y fann 
auf die Korm 
ay’ +2bxıy+cr’-+2dy-H2eı+f = 0 (1) 
gebracht werben. 

. Wir nehmen an, daß die Eoefficintn a, b, c 2c. ber Gleichung (1) 
reelle (pofitive ober negative) Größen bedeuten. Diefe Gleichung wird dann 
eine Linie ausdruͤcken, wenn zu ftetig auf einander folgenden reellen Werthen 
von x ſtetig auf einander folgende reelle Werthe von y gehören; fie wird 
nur einzelne Punkte ausdrücken, wenn fie nicht für ftetig auf einander fol 
gende, fondern nur für einzelne reelle Werthe von x reelle Werthe von y 
giebt; und fie wird feine geometriiche Bebeutung haben (eine imaginäre 
Curve ausbrüden), wenn zu feinem reellen Werthe von x ein reeller Werth 
von y gehört. 

Aufgabe [37]. Welche Relationen muͤſſen zwifchen den Coeffi⸗ 

aenten der Gleichung (1) Statt finden, wenn diefe Gleichung Feine 





Linie und Feinen Punkt foll ausdrüden Eönnen? 
Loͤſt man die Gleichung (1) nach y auf, fo fommt 


y=— TER pe Dre Teen Teen era 7 (2) 


a 
und es werben zu jedem reellen Werthe von x imagindre Werthe von y ge: 
bören, wenn ber unter dem Wurzelzeichen ftehende Ausdruck für -jeden reel- 
im Werth von x negativ wird. Dies ift, nach einem befannten Sage, ber 

Hall, wenn entweder 
zugleich p — ac =0 ; bd—ae=0 und d—af<0 (3) 

oder wenn 

zugleich p — ac<0 und (bd— ae”? —(b’—ac)(d’ —af)<0. (4) 
Sinden alfo zwiſchen den Eoefficienten bie Relationen (3) ober (4) 
Statt, fo drückt die Gleichung (1) weder eine Linie noch einen Punkt aus. 


Beifpiel I. In der Gleichung 
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y?-+2nxy -+n?’r?-+2 my +2mnx-+-m’-+-p? = 0 
werden, wenn p eine reelle Größe bedeutet, die Bedingungen (3) befriedigt, 
fie drücke daher weder einen Punkt noch eine Linie aus. Diefe Gleichung 
läßt fi) übrigens auf bie Form (y-Hnx-+m)?-+-p? = 0 bringen, aus 
welcher erfichtlich ift, daß fie durch Feine reellen Werthe von x und y be 
friedigt wird, weil die Summe zweier Duadrate nicht gleich Null feyn Tann. 


Beifpiel II. In der Gleichung 
2y’-+-10xsy-+131r’--1 = 0 
werben die Bebingungen (4) erfüllt, fie hat daher ebenfallg Feine geometri⸗ 
fche Bedeutung, was auch wiederum baraus zu fehen, daß man fie auf bie 
Form (25) 0 35 +1 = 0 bringen fann. 


Aufgabe [38]. Welche Relationen muͤſſen zwifchen den doeffis 
cienten der Bleichung (1) Statt finden, wenn diefe Gleichung nur eis 
nen Punkt ausdrüden foll? 


Es fey, wie in ber vorigen Aufgabe, die Sleihung (1) nach y aufs 
gelöfl. Wäre nun b’— ac>0 oder — ae — O, fo würde es, wie be 
Fannt, eine ftetige Folge von Werthen von x geben, weldye ben, unter dem 
Wurzelzeichen der Gleichung (2) ftehenden, Ausdruck pofitiv alfo y rel 
machen. Es ift daher eine der gefuchten Bebingungen 

®—ac <0. (5) 
Wäre aber außerdem (bd— ae)? — (b?—ac)(d?— af) > 0, fo würde es, 
wie befannt, immer noch eine ftetige Folge von x geben, twelche den ge: 
nannten Ausdruck pofitiv machen; wäre aber (bd-ae)’—(b’-ac) (af) <0, 
fo würde der Fall ber vorigen Aufgabe Statt haben. Alfo kann nur noch) 
(bd— ae)? — (Pr —ac)(d — af) = 0 (6) 
feyn. Werden nun beide Bedingungen (5) und (6) von ben Eoefficienten 
der Gleichung (1) erfüllt, fo drücke diefe wirklich nur einen Punkt aus. 
Denn aus (6) ergiebt fih bd—ae = VYb?—ac.Yd’—af, und biefer 
Werth, in die Gleichung (2) fuhftituirt, giebt 
ri l) Wade + a „VE al.x+(d-af) 


a 





y-- 
oder 


y-= — ET 7 errger% 7, er (7) 


— 103 — 


Da aber (bd— ae)? nothwendigerweiſe pofitio ober Null, und b’— ac, zu⸗ 6. 28. 
folge von (5), negativ ift, fo muß in Folge von (6) auch d’— af nega- 

tin oder Null feyn. Syn beiden Fällen wird alfo der in ben Parenthefen 
eingefchloffene Ausdruck der Gleihung (7) für jeden reellen Werth von x 
ve. af 

Va = if. Diefer Werth 

von x, für den man abrigens, weh in Folge von (6), 


vr — bi—ae A — < fen kann, giebt, in die Gleichung 


Vh’— ac 
(7) ſubſtituirt, y = ae, . Der einsige Punkt alfo, welchen bie Glei— 
hung (1) ausdrückt, wenn die Bebingungen (5) und (6) zu gleicher Zeit 
Statt finden, bat zu Eoordinaten 
__ ae—bd , _ cd—be 
rpm. ? I7 Ze ' 
Beifpiel. Die Eoefficienten der Gleichung 
457? — 32xy-+ 80x? — 24y-+40x-+-85 = 0 
erfüllen die Bedingungen (5) und (6). Diefe Gleichung druͤckt daher nur 
einen Punkt aus; auch laͤßt fie fich auf die Form 
4y—4x— 3)’ +(x— 7 = 0 
bringen, woraus augenfcheinlich ift, daß nur diejenigen Werthe, melche zu 
skicher Zeit y—4x—3 = 0 und 4x—7 = 0 machen, d. i. = und 
y=10, bie Gleichung befriedigen. 


‚ Aufgabe [39]. Welche Relationen muͤſſen zwiſchen den Coeffis 
aenten der Gleichung (1) Statt finden, wenn diefe Bleichung zwei ge: 
ide Linien ausdrüden foll? 

Welches auch die Geraden feyn mögen, bie bie Gleichung (1) aus⸗ 
dracden fol, fo werden fie ſich durch Gleichungen vom erften Grabe, alfo 
durch Gleichungen von der Form y — mx-+n bdarftellen laſſen. Daher 
muß jeßt Die Gleichung (2) fich auf diefe Form reduciren, bag heißt, es 
muß ber mit dem Wurzelzeichen behaftete Ausdruck ein vollfiändiges Qua⸗ 
drat ſeyn. Dies ift aber nur der Fall, wenn 


(bd— ae)?’ —(b’— ac) (d’— af) = 0 (8) 











imegindr werden, ausgenommen wenn x = — 
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ift, und alsdann ift 
—b+Vbr—ac, d—Vd— af 


entweder y = m 2 
—b—Vb—.ac d+V@— af 
oder y= — — TI 


Damit aber dieſe letzten Gleichungen gerade Linien ausdruͤcken, iſt noch er⸗ | 
forderJich, daB ihre Eoefficienten reell ſeyen; daher muß entweder b’—ac>0 
oder b’—ac = 0 feyn, und in Folge von (8) ift alsdann auch) d’-af>0. 
Die gefuchten Relationen find daher 
(bd — ae? — (b?— ac) (d’— af) = 0 (8) 
b’—ac>0. (9) 
Beifpiel. Die Coefficienten der Gleichung 
3y?-+2ıy 5? —2y—6x—1=0 
befriedigen die Bebingungsgleichungen (8) und (9); daher drückt dieſe 
Sleichung zwei Gerade aus. Sie läßt fi) auch auf die Form 
(v—xı—-Döy+ix+) = 0 
bringen, fo daß entweter y — x —1 == 0 oder 3y+-5x +1 = 0 iſt, welch 
letztere Gleichungen diejenigen ber beiden geraden Linien find. 
Faßt man die in dieſem $. gewonnenen Nefultate zufammen, fo bat 
man Folgendes: 
Analytifche Bedingungen. 





Geometrifche Bedeutung der Gleichung 
b?—ac |(bd-ae)?—(b?-ac’d-af)] ay’+2bxy+or’+2dy+2ex+f=0. 





Negativ Negativ Keine reelle Linie u. fein reeller Punkt. 
Negativ Null Ein einziger reeller Punkt. 
Dofitiv Null Zwei Gerade. 


negativ | Keine reelle Linie u. Fein reeller Punkt. 
Null Mull u. af (Pot Zwei parallele Gerade. 
null Eine Gerade. 


Wir müffen aber bemerken, daß biefe Refultate nur fo lange Anwendung 
finden können, als nicht a= 0 ift, weil bie Herleitung berfelben voraus: 
fest, daß ber Eoefficient der Wurzelgröße in der Gleichung (2), nämlich 


3, nicht unendlich ſey. Wenn nun a=0 iſt, fo kann man die Gleichung 
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(1) nad) x aufgelöft fich denfen, was darauf hinausläuft, in allen obigen 6. 28. 
Sormeln x mit y, a mit c unb d mit e gegenfeitig zu vertaufchen. Der 
Ausdruck b?— ac bleibt dadurch ungeändert; für (bd—ae)?”—(b’-ac)(d’-af) 
aber befommt man (be— cd)? — (b’— ac)(e — cf), welchen Ausdruck man 
indie obige Zufammenftellung einführen fann. Wenn aber außer a = 0 
auch c— 0 iſt, fo wird eg nöthig, die Betrachtung der Gleichung (1) wie 
der von neuem anzufangen. Man bat alsdann 








2bxy->2dy-+2ex+f = 0, (10) 
woraus 
_ 2ex f 
2bx-+2d 
Diefer Ausbruch zeigt, daß zu jebem reellen Werth von x ein reeller Werth 
{ 
| . 2ex p _ 2.) 


ift, fo folgt, daß die 





von y gehört, und da — — ob rd (er) i) 


Gleichung (10) nur dann zwei gerade Linien ausdrücken werde, wenn 


= 4 oder bf = 2de iſt. Die Gleichungen dieſer Geraden find als⸗ 
kann +7 —0 md + = 0, die Geraden felbft alfo den Coor⸗ 


binatenachſen parallel. 


6 9. 

Bei den folgenden Aufgaben werden mir annehmen, daß die im vori- 
gen $. aufgeftellten Relationen zwiſchen ben Coefficienten ber Gleichung des 
zweiten Grades nicht Statt finden, und daß daher biefe Gleichung eine 
frumme Linie (Curve) ausdrüde, die, nach dem Grade ihrer Gleichung, 
eine Linie des zeiten Grades genannt wird. 


Aufgabe [40]. In einer Kinie zweiten Brades find Sehnen eis 


ner anveränderlichen Richtung parallel gezogen. Milan foll den Ort des 
Selbirungspunftes diefer Sehnen finden. 


Es ſey 
ay’+2bıy-+-cx’-+2dy-r2ex-+f = 0 | (1) 
bie gegebene Gleichung einer Linie zweiten Grades, und 
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y= x--p 
bie Gleichung einer Geraden, welche die beſtimmte Richtung hat. Beide 
Linien ſeyen auf dieſelben rechtwinkligen ober ſchiefwinkligen Coorbinaten- 
achſen bezogen. Jede andere Gerade, welche jener Richtung parallel iſt, hat 
zur Gleichung 
y=nı+g, | ( 2) 
fo daß diefe legte Gleichung alle, der gegebenen Geraden parallele, Linien aus 
drückt, wenn man n unveränberlich, q aber veränberlich ſetzt. In den 
Durchichnittspunften der Curve (1) und einer der Geraden (2) find bie 
Eoordinaten der Curve denen der Geraden gleich; man wird alfo bie Coors 
Binaten dieſer Durchfchnittspunfte finden, wenn man aus den Gleichungen 
(1).u. (2) die Werthe von x und y beftimme, welche beiden Gleichungen 
zugleich genügen. Da aber bie eine diefer Gleichungen vom zweiten und 
die andere vom erften Grade ift, fo wird man im Allgemeinen zwei Paar 
Eoordinatenwerthe finden, woraus fich ergiebt, daß im Allgemeinen bie Ge 
raden (2) die Curve (1) in zwei Punften fchneiben; und diefe find bie 
Endpunfte der in Rebe fiehenden Sehnen. Sest man ben Ausbrud von 
Y, den bie Gleichung (2) unmittelbar giebt, in die Gleichung (1), fo hat 
man zur Beſtimmung der Abfciffen ber eben genannten Endpunkte bie 
Sleihung 
(an? +2bn + or’ +2f(aq-+d)n-+bg-+eix-H-ag’+2dg+f =90. 


Nennt man diefe Abfciffen X u. x’, und die Eoordinaten des Halbirungs⸗ 
punftes der Sehnen t, u, fo ift (9.5. F. 4.) t= 4x’). Da nun aus 


der eben gefundenen Gleichung, ohne daß es nöthig ift fie aufzuloͤſen, 


vr _ legt da +bg+tei 


Ä an’+-2bn-+-c 
gefunden wird, fo hat man 


(an-+-b)g+dn-e , 
an+-2bn+c 
und da der Punkt tu in der Geraden (2) liegt, fo hat man auch 
u=nt+g. (4) 
Eliminirt man bie, von einer Geraden zur andern ſich veraͤndernde, Größe q 
zwiſchen ben Gleichungen (3) und (4), fo fommt 


(an -+-b)ur(ba rc it-+dn-re = 0, | (5) 


t=— (3) 
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als Gleichung für den gefuchten Ort, welcher, wie man ſieht, eine gerabe 9 29 
Binie if. 

Eine Gerade, welche alle einer und berfelben Richtung parallele Seh- 
neu einer Linie zweiten Grades halbirt, wird ein Durchmeffer der Curve 
genen. Der Winfel A, ben ein Durchmefler (5) der Eurve (1) mit der 
Abſciſſenachſe bilder, iſt durch die Gleichung 

ind __ bn-+c 
inc)  an+b 

(%. 4. 5. 6.) gegebenen, wo c ben ECoorbinatenwinfel bedeutet. Da nun 


b(n+ +) 
bare _ b/, in bb, 
aa-+-b — a (n+) iſt, ſo ſieht man, daß — I *253 N d. i. un 





abhängig von n ſeyn wird, wenn 1 = * oder, was daſſelbe iſt, wem 
b’—ac — 0 if. Iſt alſo bie Linie zweiten Grades fo befchaffen, daß 
b’—ac = 0 if, fo find alle Durchmefler ber Eurve einander parallel. 
Findet aber bie Gleichung b’— ac = 0 nicht Statt, fo ſchneiden ſich alle 
Durchmeſſer einer Linie zweiten Grades in einem und bdemfelben Punkte. 
Dean die Gleichung (5) eines Durchmeflers fann auf die Form 
(aurbt-+-d)n-+bu+rctre = 0 (6) 
gebracht werben, aus welcher zu erfehen ift, daß dieſe Gerade durch ben 
Durdyichnitt ber beiden Geraden 
auarb+d=0 (7) ; bu+cd+e=0 (8) 
seht, das heißt durch einen Punkt, der immer berfelbe ift, was auch n ſeyn 
mag. Für bie Eoordinaten diefed Punktes, die wir durch «’B’ bezeichnen 
wollen, findet man aus den Gleichungen (7) und (8) 
ee 0 
weiche Ausdruͤcke nur dann unendlich werden, wenn bD’—ac = 0 ifl. 


Weil num jeber Durchmeffer durch ben Punkt a/2' geht, wenn b’—ac0, 
fo kann, die Gleichung eined Durchmeſſers burch 
u—ß’' = m(t—e‘) oder u = mt+P’— me 


außgebrückt werben. Derjenige Durchmeffer, welcher alle Sehnen halbirt, 
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6.29. bie jenem parallel gegogen find, wird durch eine Gleichung von berfelben 
Sorm, naͤmlich durch u = mit--’— mid ſich ausdruͤcken laffen, wo aber, 
wie aus der, in der vorigen Aufgabe gefundenen, Gleichung (5) fich ergiebt, 

bm-+c 
an--b 
if. Da nun biefe Gleichung in Besiehung auf m und m’ ſymmetriſch ift, 
fo folgt, daß auch ber erfte biefer beiden Durchmeffer alle Sehnen, welche 
dem zweiten parallel gespgen find, halbiren muß. Zwei folche Durchmeffer, 
von welchen jeber die Sehnen, die dem andern parallel find, halbirt, heißen 
zufammengehörige oder conjugirte Durchmeffer. 


Um bie beiden Durchmeffer gu finden, welche die der Orbinatenachfe 
und die ber AUbfciffenachfe parallelen Sehnen halbiren, ober, was baffelbe ift, 
welche dem der Orbdinatenachfe und dem der Abfeiffenachfe parallelen Durch⸗ 


meffer conjugirt find, braucht man in der Gleichung (5) oder (6) nur . 


und n gleich Null zu fegen. Auf dieſe Weife findet man, daß bie Gleis 
chungen (7) und (8) biefe beiden Durchmefler ausdrücken. 


oder amm’-+-b(im+m)+c=0 (10) 


m — — 





Der Mittelpunft einer Linie zweiten Grades ift ein Punkt, der fo 
liegt, daß er alle durch ihn gezogenen Sehnen halbirt. 

Aufgabe [41]. Die Sleichung einer Linie zweiten Brades iſt ge 
geben; man foll die Loordinaten ihres Mittelpunftes finden. 


Es fey 
ay’+2bıy-+cx’-+2dy-H2ex-+-f = 0 (1) 
die gegebene Gleichung, und es feyen x'y’ die gefuchten Coordinaten des 
Mittelpunktes. 


Nimmt man den Punkt xy’ zum Anfangspunkt neuer Coordinaten, fd 
hat man, nad) den Transformationsformeln ($. 3.), xx und y+-y’ ſtatt 
x und y zu fegen. Dies giebt 

ay?+2bıy + cr +2(ay’ +br-+d)y-+2(by' +cxX-+e)x 
+3ay? + 2biy +” +2dy +r2e+f=0. (11) 
Jede Gerade, welche durch ben neuen Anfangspunft der Eoorbinaten geht, 
bat aber zur Gleichung y=nx, und eliminirt man zwiſchen diefer und 
der tangformirten Gleichung ber Eurve, deren legte Glied wir zur Abkuͤr⸗ 
zung durch Q bezeichnen, nach einander y und x, fo fommt 
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(an? +2bn +c)x2+2f(ay'+bx +d)n-+(by’+ex'+e)fx +0 =0, 
(an?+2bn +c)y?+2$(ay' +bx+d)n+(by’+cx'+e){ny+n?Q =0. 
Die Wurzeln biefer Gleichungen geben offenbar die Coordinaten der End» 
punfte der, durch den neuen Anfangspunft gezogenen, Sehnen, und wenn 
man diefe Wurzeln durch x,, x, und yı, Ya bezeichnet, fo tft befannter 





sn _ _ (ayt+br +An+by-FcX-re / 
2 — an?-+2bn-+-C ı 
yıtyı _ __@y+br+d)n+by'+cr+e n 
2 —7 an?-+-2bn-+c * 


Da nun aber 3x, +x,) und x(yı-t+-ya) die Coorbinaten des Halbirungs- 
punkte der Sehnen find ($. 5. 5. 4.), und diefer Halbirungspunft ber An: 
fangepunft der Coordinaten feyn fol; fo müflen die eben gefundenen Aus⸗ 
brüde gleich Null feyn, und zwar für jeden Werth von n, was nur Statt 
findet, wenn zu gleicher Zeit 
ay+bi’+d=0 (7) ; by+a+re=0 (8) 
iſt. Diefe Gleichungen, welche mit ben Gleichungen (7 u. 8) in ber vori- 
gen Aufgabe übereinftimmen, geben für die Coordinaten des Mittelpunftes 
in Beziehung auf das Coordinatenſyſtem, auf welches die Gleichung (1) fich 
bezieht, 
‚ _ ae—bd cd—be 


= yo und y = Dar’ 


Die ebkn gefundenen Ausdrücke flimmen mit den, für «' und 8’ in ber 
vorigen Aufgabe hergeleiteten, Ausdruͤcken (9) überein, woraus fich ergiebt, 
ba der Durchſchnittspunkt ber Durchmeffer der Mittelpunft der Eurve ift, 
was fich auf bloß geometrifchem Wege hätte darthun laffen. Wir haben 
aber mit Abficht diefe Aufgabe auf birectem Wege gelöft. 


Wenn b’— ac —= 0 ift, werben beide Coordinaten des Mittelpunfteg, 
x u. Y, unmdlih. Die Eurve hat alsdann feinen Mittelpunft. 

Daß b’— ac = 0 und zugleich ae — bd = 0, oder b’—ac=—= 0 und 
sugleih ed — be —= 0 feyen — in welchen Fällen die eine ober die andere 


Eoorbinate des Mittelpunftes — n mürde — ift gegen unfere Vorauss 
fegung, weil alsdann die Gleichung (1) Feine Curve ausdruͤckt ($. 28.). 


(12) 


8§. 29. 
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6. 29. Aufgabe [42]. Die Bleichung 
ay’-+2bsy-+- cr 2dy-F2ex+f = 0 . (1) 
unter der Vorausfegung, daß die Eurve, welce fie ausdrädt, einen 
Mittelpunkt babe, durch Transformation der Coordinaten auf die Sorm 
My?’-+-Nx?+P = 0 zu bringen. 
Set man, wie in der vorigen Aufgabe, x-+-x’ und y+-y’ für x und 
y, fo erhält man die Gleichung (11), in welcher die Eoefficienten von y 
und x, alfo das Ate und öte Glied, verfchtwinben, wenn man x’ und y’ fo an 
nimmt, daß ay br -+d—= 0 und by-+cr-pe= 0 werben, bag heißt, 
wenn man ihnen die Werthe (12) giebt, die unter der gegenwärtigen Bor: 
augfegung endlich find. Die auf diefe Weife transformirte Gleichung, welche 
ſich auf neue, den alten parallele und durch den Mittelpunkt der Eurve ges 
hende, Coordinatenachfen bezieht, hat bie Form 
a’? +2bıy + +-Q=0, (13) 
wo Q = ay"+2hry Ho? +2dy r2eX +f = (ayrbri+d)y 
+(by Fate) +dy-rerrf oder, wel ayrb d=0 und 
by x +e=0, Q=dy+ter+rf. Get man für x und y’ ihre 
Merthe (12), fo ergiebt fich 
__ d(ed-be)-te(ae-bd)-+f(b’—ac) __ (bd-ae)?—(b?’-ac)(d’-af) 
N — 
Setzt man ferner, um nun auch die Richtung der Coordinatenachſen 
zu ändern, PO-AHMETNF ſiatt x, und FÄHRT guy 
y (6. 3. F. 3.); fo fommt 
Sasin’y+2b sin(@—y)siny+csin!(a—y)}y? 
+2 asinßsiny+b[einysin(@—P)-teinßsin(@—y) H-csin(@—P)sin(@a—y) Ir! = 0,(14) 
+ jasin?#+2b sin(@— P) sind +csin(c— tx? +Q sin’a 
und damit das xy enthaltende Glied verfchtwinde, müflen A und > fo ge 
wählt werben, daß 


asinß siny+b[einy sin(a—F)Heinf sin(a—y)}+csin(a—A)sin(a-7)=0 (15) 
werde, was auf unendlich verfchiebene Arten gefchehen kann. Nachdem dies 
gefchehen, ift, wenn man 
asin’y-+-2bsin(a —y)siny-—csin!(a—y) = M, 
a ein? + 2b sin «— A)sin? +cein(a— PA) =N, 
Osin’« = P 
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ſat, 


ms verlangt wurde. 

Da « ber Coorbinatenwinkel der alten Achſen, A der Winkel, welchen 
bie neue Abfeiffenachfe, und > berjenige, welchen die neue Ordinatenachſe mit 
de alten Abfciffenachfe bildet, und da x’ y’ die Conrdinaten bes neuen Anfangs: 
zuofted find; fo ift, in Beziehung auf die alten Achfen ($ 4. ©. 8.), 
die Gleichung der neuen Abfciffenachfe —y' = eg) ‚ 
de Gleichung Der neuen Orbinatenachfe y—y' == — —6- 


ein(æ - 7) 
nie Gleichungen man reſpective durch 
y-y = mı—r) mb y-y = m(s—r) 
ain /⸗· siny 
astruden fannı, wenn man ma” m unb ine —7) 
da nun die Bebingungsgleichung (15) auf die Form 
a an | 8[_ er, _ I, 
ap)" einla—,) ent B re=9 
gebracht werden Kann, fo ergiebt fich, men man die Größen m und m’ 
führt | Ä 
amm'--b(m--m)-Fe == 0, 
welches die Bleichung (10) ift, und woraus man flieht, daß bie neuen 
Gordinatenachfen conjugirte Durchmefler find. 


Der Bleihung My?-+-Nx’-+-P = 0 (16) fann man dadurch, daß 


My’+-Ne+P = 0, J (16) 


= m feßt. 


M 1 N 1 
Abt, bie Form 
y? x? 
pt =1 oda Ayı+Be = AB (17) 
gehen. 


Aufgabe [43]. Man foll die Brößen A’ und B' der transfor: 
men Bleichung A’y?+-B’x? = A”’B’ durch die Coefficienten a, b...f 
der urfpränglichen Gleichung (1) ausdräden, unter der Vorsusfezung, 
daß die nenen Coordinstenachfen rechtwinklig feyen. 


s. 2. 
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Wenn der neue Coorbinatenmwinfel ein rechter ift, fo if y—f = In 
oder y = Inf, und daburd) geht die Bebingungsgleichung (15) in 
asinßcosß+b[cosßsin.a—A)—sinßcos(@—P) —-csin(a—P)cos(a—P)= 0 (18) 
über, welcher, durch eine gehörige Beftimmung von f, und zwar auf dop⸗ 
pelte Weiſe genügt werben fann. Diefer Gleichung (18) fann man nämlich 
durch eine leichte Umformung die Seftalt 
ccos 20 —2bcosaz a: 


. 
tang + (ccosa—b)sina ‚tang ß 1=0 


: geben, woraus zu fehen ift, daß Lang? zwei reelle Werthe befommt, indem 


dag letzte Glied der Gleichung negativ if. Aber wenn man diefe Werthe 
durch tang und fang ß”" bezeichnet, fo ift, zufolge derfelben Gleichung, 
tang ß' .tangß” = — 1; die beiben neuen Abfciffenachfen, welche man 


durch · dieſe Beftimmung erhält, ftehen alfo fenfrecht auf einander, d. i., wenn 


P =" genommen wird, fo ift y== 8" und umgekehrt, wenn man AP” 
nimmt, fo it / — A', fo daß beide Werthe von 4 nur ein einziges Coor⸗ 
dinatenſyſtem geben. 
Seßt man nun in bie durch M und N vertretenen Ausdruͤcke (vor. 

Aufg.) I fuͤr y, fo kommt 

a cos - 2bcos(e — A)eosß-+ccos(a—P)—=M, 

a ain? 2b in(æ — A)sinf-+-csin(e—P)=N, 
und wenn man dieſe Gleichungen nach einander addirt und ihre einzelnen 
Theile in einander multiplicirt, ſo erhaͤlt man, wenn man die Gleichung (18) 
dabei beruͤckſichtigt, 

a—2bcosfß+c = M-+N ;, (a—bYsin« = MN. 
2 

Da nın AA+-B’ = Er ‚AB = En und P= Qsin’«, 
fo hat man, wenn man für Q den, in der vorigen Aufgabe angegebenen, 
Ausdruck ſetzt, 


(a — 2b cos@-+c)$(bd — ae)? — (b’—ac) (d?— af)t 


Aꝰ B = a(b? = a0)? N) (19) 
ap — _ Ibd—ae)— 9 = af)}” sin?e 200) 


woraus A? unb B’ leicht gefunden werden fönnen. 


Die beiden conjugirten Durchmeffer einer Linie zweiten Grades, welche 
ſent 
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ſenkrecht auf einander ftehen, werden Achfen der Eurve genannt. Unter der 6. 29 
Länge der Achfen verfieht man diejenigen Stücke derfelben, welche von der 
Enrve begrenzt werden. 


Henn, wie in ber legten Aufgabe, der Winfel der neuen Coordinaten ein 
rechter ift, fo find demnach die neuen Eoorbinatenachfen die Achſen der Eurve 
| Ay? +B’r? = A’B?, (17) 
und da dieſe die Abfeiffenachfe in zwei Punften ſchneidet deren Abſciſſen, 
wie aus der Gleichung zw ſehen, wenn inan darin y— 0 ſest, gleich +-A 
mb — A; da ferner bie Hrdinatenachfe von dieſer Curve in zwei Punkten ' 
schnitten. wird, bern Drbinaten, wie auf ähnliche Weiſe erhelet, gleich 
-+B und —B find; fo find die Rängen ber beiben Achfen gleich 2A. und 
ZB. Die Realität biefer Längen,. fo tie bie Realität der Punkte, in wel⸗ 
den die Eurve die Eoordinatenachfen ſchneidet, hängt, wie man fieht, davon 
ab, ob A und B reelle Größen, d. i. ob A? und B? pofitive Größen find. 
Die Gleichheit der Vorzeichen von A? und B? hängt aber mwieberum von 
dem Zeichen von (b’—ac) ab; denn wenn bD’—ac < 0 ift, fo ift, in 
Solge ber Gleichung (20), A?B? eine pofitive Größe, und folglic find A? 
und B* von bemfelben Zeichen *); und wenn b?’—ac > 0, fo iff A?B? 
negativ, und folglidy A? und B? von verfchiebenen Zeichen. Daß aber in 
dem erften Sale, wenn nämlich b—ac.< 0, A? und B? poſi tiv, und fe 
mit A und B reell find, ergiebt fich auf Plate Weiſe. | 


Henn PB —ac<0, fo au Aa) Ab — a0) O, alfo um fo mehr 
4(b? —20) ⸗ ——e— 
a a? 


* (+) . Es find aber jegt auch a und c von _ Zeichen, 


‚ und, wenn man auf beiden Seiten — addirt, 





weil im andern Falle b’— ac poſitiv wis demnach in II eine poſi⸗ 


tive Größe, und da ihr Quadrat > * ſo iſt ſie ſelbſt >> J das iſt 


2) Dieſer letzte Schluß iſt allerdings nur unter der Vorausſetzung zuläſſig, daß 
A? und B*? keine imaginären Größen find. Aber dieſe Vorausſetzung iſt hier wohl be⸗ 
grimder; denn A® und B? find reelle Größen, wenn M, N und P reell find, und bies 
if allerdings der Fall, mas ſich aus der bloßen Anficht der Ausbrüde, die durch diefe 
letztern Buchftaben bezeichnet worden, unmittelbar ergiebt. 





8. 29. 


Fig. 23. 
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ä 2b 
>, und um fo mehr, ba cosa<1, nun > —— oder 
a — 2bcosa-+c 


>0. Nun iſt auch an 


eine pofitive Größe, weil im entgegengefegten Zalle, da auch b’— ac <0, 
die Gleichung (1) Feine Curve ausdrücken würde (S. 104.), was gegen un 
fere Borausfegung if. Da nun der Ausdrucd (19) von A?--B?, als ein 
Product pofitiver Fattoren, poſitiv, und A? und B? von bemfelben Zeichen 
find, fo find dieſe Größen ſelbſt poſitiv, was eben zu zeigen mar. 


Wenn b?— ae < O, fo. heißt bie durch bie Gleichung (1) uusgrbrikckte 
Linie zweiten Grabe Ellipſe. Die größere der beiden Achfen 2A und W 
werde wir mit 2a und bie Kleinere mit 2b bezeichnen. Die Gleichung (17) 
der Ellipſe iſt alſo 

aty? hi? = — Ap oder b’y’+ aꝰx ah? , (21) 
und zwar iſt bei der erften Gleichung bie größere Achfe, und Be der zweiten 
die kleinere Achſe zur Abſciſſenachſe genommen. 

Die Punkte A und A’, B und B’, in welchen die Achſen die Ellipfe, 
deren Mittelpunkt C ift, fchneiden ı beißen Scheitel. Verlegt man den 
Anfangspunft der Coordinaten nad) einem Scheitel der größern Achſe, in 
dem man in Die erfte Gleichung (21) x—a oder x-Ha ſtatt x ſetzt, fo er 
hält man die transformirten Bleichungen 

ady?-bir? — 2b?ax = 0 ode ary? bir? 4 Dbiar — 0. 

Wenn A=B, dag heißt, wenn die Achfen der Ellipſe einander gleich nd, 
fo iſt fie ein Kreig, weil die Gleichung (17), r A=B, n PA? 
übergeht. Damit aber A B, alfo aud) A? — B? ſeyn Fönne, muß 
M=N, folgid M+-N = 2M und MN = M?, alfo (M-+- N)? = 4(MN) 
ſeyn. Durch Subftitution ber, oben für M--N und MN angegebenen 
Ausdrüde in dieſe feste Gleichung finbet man 

(a—2bcosc+c’Käb’—ac)sna—=0, 
und nach einer leichten Umformung 
2b - (a+c)cosa}”+(a— sinta = 0, 
eine Gleichung, bie nur Start finden fann, wenn 2b — (a+c)vosa = 0 
uns a—c = 0 iſt, woraus | 
c=a un b= acaa 
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folgt, welches die beiben Bebingungsgleichungen find, die Statt haben müf: 
fen, wenn die Gleichung (1) einen Kreis ausdruͤcken fol. 


Bern b’—ac> 0, fo heißt bie, durch die Gleichung (1) ausge 
trüdte, Linie seiten Grades Hnperbel. Da alsdann, wie oben gezeigt 


$. 29. 


worden, A? und B? von verfchiedenen Zeichen find, fo ift eine diefer Groͤ⸗ 


ben pofitiv und bie andere negativ, und alfo von den Größen 2A und 2B 
Ye eine reell und die andere imagindr. Wir werben bie reelle mit 2a und 


N imaginäre mit 2bV —1 bezeichnen, fo daß alfo entiweber A? — a? und 


B®=—b?, oder A? = —b? und B? = a? ifl, wo a und b reelle Groͤ⸗ 
Sm bedeuten. Die Gleichung (17) der Hyperbel ift alfo 
a?y? —b’r? = —a’b? oder b’y?—a’r? = a’b?, (22) 


md zwar iſt bei ber erften Gleichung biejenige Achfe der Eurve, welche diefe 
Ahneibet, und bei ber zweiten Gleichung diejenige, twelche fie nicht ſchneidet, 
pe Abkiffenachfe genommen. 

Die die Hpperbel fchneidende Achfe wird bie Hauptachſ e, die andere 
aber die Neben achſe ber Hyperbel genannt. Unter Länge der Nebenachſe 
verfieht man diejenige Größe, die fo eben mit 2b bezeichnet worden ift. 
De Durchfchnittspunfte A und A’ der Hpperbel und ihrer Hauptachfe hei- 
fm Scheitel. 

Legt man dem x in der Gleichung 

aꝰyꝰ —b’x? — —a?b? (23) 


einen Werth bei, ber Fleiner ald Pa und größer ald —a ift, fo wird y 
imaginaͤt. Giebt man jener Größe aber einen Werth, der größer ald -+-a, 
ser einen Werth, ber Heiner als —a iſt, fo ift y reell, was unmittelbar 


Har it, wenn man y = Elmar aus der vorftehenden Gleichung 
mfwidelt. Die Hyperbel erfireckt ſich demnach auf beiben Seiten ihrer Ne 
benachfe ins Lnenbliche. 
Es fen durch den Mittelpunkt C der Hpperbel, der der Anfangspunft 
der Eoordinaten ift, eine Gerade 
yznı (24) 
gerogen. Diefe ſchneidet die Hyperbel in Punkten, deren Coorbinaten x’, y’ of: 


fenbar beide Gleichungen (23) und (24) befriedigen müffen. Entwickelt man 
die Werthe biefer Eoorbinaten aus ben eben genannten Gleichungen, fo fommt 
8 *% 


Sig. 24. 





6.29. 


Fig. 24. 
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ab nab 


und es haben demnach x’ und y’ reelle Werthe, wenn n?a? <b?, d. i., 
wenn n fleiner alg +2 und größer alg * imaginaͤre aber, wenn n 


größer als + oder wenn n Fleiner alg _. iſt. In dem erften Salle ſchnei⸗ 


bet folglich die Gerade (24) bie Hyperbel wirklich in zwei Punkten, in ben 
beiden legten Fällen findet Dies nicht Statt. Errichtet man alfo in dem Scheitel 
A eine Senkrechte auf der Hauptachſe, macht darauf Ab = Ab’=b, und 
sieht die Geraden Chd, Ch’d’; fo fchneibet jede Gerade, welche durch C ins 
nerhalb des Winkels dCd’ gezogen wird, genugfam verlängert bie Hyperbel in 
zwei Punften; jede Gerade aber, welche durch C innerhalb des Nebenwins 
feld dCO’ gesogen wird, fehneibet die Hpperbel nicht. Die Geraden dd unb 
d’ö’ fchneiden die Hyperbel in. unendlicher Entfernung vom Mittelpunfte; 
denn ihre Gleichungen find, da CA =a und Ab=Ab=b, 


y= +2x und y= x J (25) 
ab , b? | . 
und fr feir= tn = tn wy=+,=>t®. Diefe 


Geraden dö und d’d’ werden die Afymptoten der Hyperbel genannt. 
Jede Gerade, welche einer Afymptote parallel ift, fchneidet die Hyper: 
bel in zwei Punkten, von welchen ber eine in unenblicher Entfernung vom 
Mittelpunfte, der andere aber in enblicher Entfernung von bemfelben liegt. 
Die Coordinaten dieſes andern Durchfchnittspunfts Iaffen ſich durch Die 
Eonftanten der Gleichung jener Geraden und bie Achfen a u. b ber Hyper⸗ 
bel auf rationale Weife ausdrücken. Heißt nämlich bie Abfciffe des Punk⸗ 


‚ted, in welchem die einer Afymptote parallele Gerade bie Hauptachfe der 
Hyperbel ſchneidet, x’, fo ift die Gleichung diefer Geraden, wenn wir Die 


erfte Gleichung ( 25) für die jener Afpmptote nehmen, 
bo. 
y= „ @—x) N 


und feßt man biefen Werth von y in die Gleichung (23) ber Hyperbel, 
fo fommt | 
xx = a’ pi”, . 
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eine Gleichung, die, in Beziehung auf x, nur vom erften Grabe ift, und aus 6. 29. 
2 2 

weicher ſich x = — ſodann aber, vermittelſt der Gleichung jener Ges 








b ya? —x” . . . 
raden, y = = ) ergiebt, fo daß die Coordinaten der Durchfchnittes 


a 2x 


puufte ohne Wurzelgrößen ausgedruͤckt find *). 
Aufgabe [44]. Die Bleidyung einer sSyperbel zu finden, deren 


*) Daß ber eine Durchfchnittäpunft in unendblicher Entfernung liege, ergiebt ſich 
euf folgende Weife. Jede Gerade, die durch den Punkt x ber Abfeiffenachfe geht, bat 
ze Gleihung y=n(z—xr). Eliminirt man y swifchen dieſer Gleichung und der 
Gleichung (23) der Hyperbel, fo kommt 

(na? — hꝰ)xꝰ — 2n’a’r'x-+-n?a’x? +3’? = 0, 
eme Gleichung, die allerdings vom zweiten Grade ift, und daher für x zwei Werthe 
giebt. Nur wenn, wie oben, n = =& 2 if, wird der Coefficient des hächflen Gliedes 
gleich Null, und die Gleichung dadurch auf den erfien Grad erniedrigt. Eine Gleichung 
som zweiten Grade aber, deren böchfles Glied verſchwunden iſt, hat immer noch ;mei 
Varzein, von welchen eine unendlich ik. Entwickelt man nämlich die beiden Wurzeln ber 


«adretifchen Gleichung X -+-24x-+7 = 0, welde = —e=V Eye find, in eine, 


nach ſteigenden Potenzen von « fortfchreitenden, Reihe, mas vermittelt der Binomials 
fermel leicht zu bewerffielligen ik, fo kommt, wenn man diefe Wurzeln durch x, u. x, 


bezeichnet, 





-— _1_l.- LI d_ 
g= 28 True ier .... ‚ 
— _ #2, 1,0. 
z=— z tert | 
8 nun «= 0, fo erhält man, vermittelft diefer beiden Reihen, „= — und 


28 
= @ , mährend fich die quadratifche Gleichung auf 2ax-4+y = 0 rebueirt, und aller 
dings nur die eine Wurzel x, zu haben fcheint. 

Man kann auch auf folgende Weife zu demfelben Refultate gelangen. Setzt man 
nãmlich in ax’ +2%x-+y = 0 = , fo kommt, nach Wesfhaffung des Nenners 
P+2A4-ta = 0, eine Öleihung, welche für = zwei Werthe giebt. In dem befons 
dern Zalle aber, in welchem « = 0 ift, hat man für ben einen Werth z= 0, und für 


ben andern z = — 20, und daher für x = 2 die beiden Werthe rn =» un 
_Z. 
DR 
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$. 29. Baupt⸗ und XTebenachfe gegeben find, wenn die Afymptoten derfelben 
zu. Eoordinatenachfen genommen werden. 


Es ſeyen 2a und 2b die gegebenen Längen der Haupt: und Neben 
achfe, fo ift die Gleichung der Hyperbel in rechtwinkligen Coordinaten 

ay?—b’r?— —a’b?. (23) 

Da nun die eine Afpmptote mit der Hauptachfe, ‚welche die Abfeiffenachfe 

dieſer Gleichung ift, einen Winfel 4 einfchließt, deſſen trigonometrifche Tan⸗ 


gente gleich — =, und da die andere Aſymptote mit ee Achfe einen 


Winkel bildet, deſſen trigonometriſche Tangente gleich 2 Zi und da alfo 





_ b _ a U b 
ů ν — 


cosy — ; fo hat man, nach den Transſormationsformeln ($. 3. 


F. 7.), a für für x und ® = —. = für y zu fegen, um bie Gleichung 
(23) wie verlangt zu ransformiuen. Diefe Subftitution giebt nach eini- 
gen Neductionen, die fich von felbft barbieten, 

ıy =4(@+b’), (26) 
welches die verlangte Gleichung ift. | 


Die Gleichung der Hauptachfe in Besiehung auf die neuen Coorbina= 
tenachfen ift, nach berfelben Transformation, y=x (maß auch unmittelbar 
Daraus Flar ift, daß die Hauptachſe den Afymptotenwinfel halbirt), und da 
dieſe Achſe die Hpperbel in ihren Scheiteln fehneibet, fo findet man, ver- 


mittelft der Gleichungen (26) und y=x, für bie neuen Eoordinaten der 
Scheitel 














-y= t!ıY?+b? . 
Die Größe (a? h2) wird die Potenz der Hpperbel genannt. Da 
, a?+-b? a?—+-b? 
man aus der Gleichung (26) y = * und x = re findet, fo 
folgt, daß, wenn x waͤchſt, y abnimmt und umgefehrt, und daß man x 
immer fo groß annehmen fann, daß y Eleiner wird, als irgend eine gege- 
bene Größe, und umgekehrt. 
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Wenn in ber Gleichung (17) A! = —B?, ae A—= BV—I, fo 9%. 
heißt Die durch diefe Gleichung ausgedruͤckte Hpperbel eine gleichfeitige. 
Es ift alsbann bie Länge der Hauptachfe 2a derjenigen der Nebenachfe 2b 
gleich, und ſtatt der allgemeinen Gleichung ber Hyperdel (22) hat man da- 
ber für bie gleichfeitige Hpperbel 

y-!' = —ı oe y — x 2 aꝰ·, (27) 
je nachdem die Hauptachſe oder die Nebenachſe zur Abſciſſenachſe genommen 
wird. Damit aber A’ = —B?, alſo A’+-B?==0 feyn koͤnne, muß der 
Zähler des Ausdrucks (19) gleich Null feyn, und da der zweite Factor bie 
ſes Zähler nicht Null ift, weil fonft die Gleichung (1) feine Curve aus⸗ 
druͤcken wuͤrde ($. 28.), fo muß ber erſte Factor, d. i. 

a—2bcosa-+-c = 0 (28) 
ſeyn, welches folglich die Bebingungsgleihung ift, bie Statt finden muß, 
wenn die Gleichung (1) eine gleichfeifige Hyperbel ausdrüden foll. 


$ 230. 

Die Gleichung 
ay’+-2bxy-+cx? +2dy-+H2er+f = —= 0 (1) 
läßt fich, wenn b’— ac S 0 ift, nicht auf die Form A?y?-+-B’x? = A’B? 
bringen, weil bie Coordinaten des neuen Ynfangspunftes unendlich merden 
wurben, wenn man ihr bdiefe Form aufbringen mwollte, oder mit anbern 
Worten, teil bie, durch die Gleichung (1) auggebrückte, Curve feinen Mit: 
telpunft hat, wenn b’— ac —= 0 ift ($. 29.). In jebem Falle aber, «8 
mag b’—ac pofitiv, negativ oder gleich Null feyn, läßt fich die Gleichung 

(1) auf die Form 
Ry?’+Sx’+Tx = 0 (2) 
bringen. 
Aufgabe [45]. Die Gleihung (1) durch Transformation der 

Eoordinasen auf die Sorm (2) zu bringen. 
Setzt man zunaͤchſt, um nur ben Anfangspunft der Coordinaten zu 
verlegen, x-+x’ flatt x und y-+y’ flatt y, fo fommt, wie im vorigen $., 
ay?’-+2bıy-+ ex? +2(ay' +bX +-d)y-+2(by'+cX-te)x 

+ay? +2biy--ox?+2dy-+2er+f=0. (3) 
Und wählt man zu biefem neuen Anfangspunfe irgend einen Punkt der, durch 


\ 


— — — — — — — — — — 
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s. 30. bie Gleichung (1) ausgebrückten, Eurve, fo werben bie Eoordinaten x und 


y’ diefe Gleichung befriedigen, fo daß 
ay? + 2bx'y' +cx”?-+2dy’+2ex-rf = 0 

ift, wodurch das von = und y unabhängige Glied der Gleichung (3) alfo 
verſchwindet. Bezeichnet man die Werthe von ay'+bx'+d und by'+cx'+e, 
welche fich durch Subftitution der Coordinaten beffelben Punktes ergeben, 
durch d’ und e’, fo hat demnach die Gleichung (3) die Form 

ay? +2bıy +cx?+2dy+2ex=0. (4) 
Jetzt transformire man, wie im vorigen $., die Gleichung (4) nad) den 
Sormeln ($. 3. F. 3.), fo fommt 


fasin?y-+2b sine — y)siny-+csin(@a—y)ty? . 
+2 asinß siny+b[siny sin(a—P)+sinßsin(a—y)}resin(e—Asina)tıyl __ 0 
+ jasin?#-+ 2b sine — P) sin + csin(a— A)tx? 2 
+2/d’siny+e'sin(e — y)tsina.y-+2{d’sin?-+ e'sine — P)}sina.x 


Beſtimmt man indeffen 4 und > fo, daß 
asinß siny+b[siny sin(a—P)-+sinf sin(a—y) H-csin(a—PA)sin(a—y)=0, (5) 
| dsiny-+esin(e—y) = 0 (6) 
ift, fo verfchtwinden die Eoefficienten von xy und von y, und die Gleichung 
erhält dadurch die Form 

Ry’+SeY HT =0, (2) 
was verlangt wurde. 

Daß aber diefe Beflimmung von A und y, toelche die Winkel bebeu- 
ten, unter denen bie neuen Coorbinatenachfen bie alte Abfciffenachfe ſchnei⸗ 
ben, immer zu reellen Werthen biefer Größen führen werde, ober, mit an⸗ 
dern Worten, baß die fo beftimmten neuen Coorbdinatenachfen immer mögs 
lich feyn werben, ergiebt fich auf folgende Weife. 

Die Gleichungen der neuen Coordinatenachfen in Beziehung auf Die 
alten find naͤmlich y—y = mi—x) und y—y = m(x—x), wo 


’ , . sin 
x,y die Coorbinaten ded neuen Anfangspunfted, m = — und 
sin 1 2 & ’ >» 
= an) ($ 4. 5. 6.) Führt man die Größen m und m’ in 


die Gleichungen (5) und (6) ein, fo verwandeln fich dieſe in 
aunm--b(im+-m)rc=0 und du re=0, 











woraus fich 
m' — ed und be 
7 u 7 er 
ergeben. Die Größen m und m’ find demnach immer "rel, und bie neuen 
Coordinatenachſen alfo immer möglich. 


Uebrigens fieht man, daß die neue Abfeiffenachfe ein Durchmeffer ber 
Curve iſt; denn zufolge der Gleichung (2) gehören zu jedem x zwei gleiche 
und entgegengefcgte Werthe von y, und bie Abfciffenachle halbirt alfo alle, 
ter DOrbinatenachfe parallele, Sehnen. Auch, ift Flar, daß die neue Ordina⸗ 
tenachſe dem conjugirten Durchmeffer des eben genannten parallel ift, indem 
bie obige Gleichung zwiſchen m und m’ mit der Gleichung (10) des vori- 
gen $. übereinftimmt, und daß diefe Drdinatenachie nur einen Punft, den 
Anfangspunft der Koordinaten nämlich, mit der Curve gemein hat, indem, 
wen man in (2) x=0 fest, y—==0 mir. 

E8 ift leicht einzufehen, daß auch umgekehrt die Gleichung einer jeden 
Linie zweiten Grades die Form (2) annehmen muß, wenn man einen Durdy 
meſſer zur Abfeiffenachfe, einen feiner Durchfchnitte mit der Eurve zum Ans 
fangepunfte der Eoordinaten und die, dem conjugixten Durchmeffer paral 
Iele, Gerade zur Ordinatenachſe macht. 

Setzt man in dem Coefficienten von x?, nämlich in 

S = asin’# + 2bsin(e — P)sinf-+csin(a—P) | 
m ein(a — P) für sin, und ſodann für m den oben gefundenen Ausdruck 
be’ _ 
hd’ — € 





, fo fommt 


(b? — ac) (ae? — 2bd’e' + cd’? )sin?!(a — mM 
(bd’— ae’)? 
ein Ausdruck, der für b?— ac = 0 verſchwindet. 
Iſt alſo pꝛ — ac O, fo nimmt die Gleichung (2) die Form 

Ry?+-Tx = 0 (7) 
an. Die Linie zweiten Grades, welche durch die Gleichung (1) ausgebrückt 
wird, wenn b — ac = 0, und von der wir fchon wiffen, daß fie feinen 
Mittelpunkt bat, heißt Parabel. Die Gleichung der Parabel (7), welche 
auf Eoordinatenachfen bezogen ift, die ben Winfel („— A) einfchließen, laͤßt 
ſich auf rechtwinflige Koordinaten transformiren, ohne daß ihre Form geaͤn⸗ 
dert wird, inbem man bie neue Abfciffenachfe ber alten parallel nimmt und 


S-— 


$. 30. 


Fig. 25. 
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den Anfangspunkt in den Punkt verlegt, in welchem dieſe neue Abſciſſen⸗ 
achſe die Curve ſchneidet. Bezeichnet nian nämlich jetzt ben Coordinaten⸗ 
winkel, auf welchen ſich die Gleichung (7) bezieht, durch « und macht Die 
Ordinatenachſe ſenkrecht, ohne die Lage der Abſciſſenachſe und des Anfangs⸗ 
punktes zu ändern, fo hat man bie Formeln (4) des $. 3., in welchen 
y= an zu fegen ift, in Anwendung zu bringen, fo daß in der Gleichung 
(7) x — 22% für x und D für y lſubſtituirt werben muß. Dies 
giebt ' 
Ry’— Tsina cosay+Tesintax = 0. 
Derlegt man nun bie Coordinatenachfen parallel mit fi) ſelbſt, indem man 
x+xr und y+y flatt x und y feßt, fo fommt 
Ry?H2Ry—Teosasina)y+Tsin’«.ı+Ry”—Tsinacosa.y+Tsin’a«.x=0, 
eine Gleichung, die fich auf | 
Ry?-+-Tesin’z.x = 0 (8) 
rebucirt, und alfo die Sorm (7) annimmt, wenn man x und y’ fo 
nimmt, daß 
2Ry — Tsinacose =0 und Ryꝰ — Teinacosey'+-T sin’«xr = 0 
werden, was immer möglich ift, indem biefe legten Gleichungen für y’ und 
x nur reelle Werthe geben. 
. . Tæinꝰ 
Setzt man in der Gleichung (8) der Parabel —2, ſo 
nimmt ſie die einfache Geſtalt 
y2 px (9) 
an. Die Ubfeiffenachfe, welche Die Eurve im. Anfangspunfte ber Coordina⸗ 
ten fchneidet, heißt Achfe ber Parabel, und diefer Anfangspunkt A der 
Scheitel. Iſt p eine pofitive Sröße, fo ift y reell für jeden pofitiven . 
Werth von x, wie groß man ihn auch nehmen mag, dagegen imagindr für 
jeden negativen. Umgekehrt verhält es ſich, wenn p eine negative Größe 
if. Die Parabel erſtreckt fi) daher ing Unendliche, aber nur auf einer 
Seite der, im Scheitel auf ihrer Achfe errichteten, Senkrechten. 





$. 31. 
Aufgabe [46]. Man foll die Längen und die Lage der Achfen, 
fo wie die Coordinaten des Mittelpunftes der Linien beftimmen, weldye 
durch folgende Bleichungen: 
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1) 5? +>iy+br? —12y—12r=0, 

2) P—-Aıy—-"—yrır1=0, 

3) „?—Zy+”’—ı =0, 

4) „?—2ıy+2+1=0, 

5) y?+2ıy+22”+2y+12ı+26=0, . 

6) 2yr— 6G ”rHröyr2i—6—= 0), 
vos welchen wir annebmen, Daß die Eoordinaten rechtwinklig feyen, 
usgedrüdt werden. 


1) Bergleicht man bie erfte Gleichung mit der Gleichung 


ay’-+2bxy-+cx’+2dy+2ex+f = 0, (1) 
ſo it hie a — 5, beil,c=5,d= —6,e=——6,f=0. Da 
sun b ac — 2 alſo negativ iſt, fo kann die gegebene Gleichung eine 


Ellipſe ausdruͤcken. Die Ausdruͤcke (19) und (20) des $. 29. geben hier, 
wenn man auch noch @ — Ir feßt, weil Die gegebene Gleichung auf recht: 
winflige Achfen bezogen iſt, A+-B’=5 und AB? 6, woraus man 
"=2 und B’=3 oder A!=3 und B=2 finde. Demnach find 
Ne Singen ber beiden Achfen 2a —=2V3 und 2b = 2V2; und die Gleis 
dung der Curve in Beziehung auf ihre Achfen ift 

3y2 4 —=6. 

Die Winkel, welche die Achſen der Ellipſe mit den alten Coordinaten⸗ 

achfen machen, koͤnnen durch die S. 112. aufgeſtellte Gleichnng 
„ccos2a—2beosata _ 
tanz’ Pt (c cos & — b) ain æ angß I = 0 
Kunden werden, welche bu vr e—in, ſich auf 
tan? — — 
tebncirt, und, durch Subftitution in Werthe von a, bu. c, fang? —1=0, 
de ng? = EI und = tin giebt. 

Die Eoorbinaten des Mittelpunltes findet man aus den Gleichungen (12) 
des & 29., und zwar J und y' — 1. Die Gleichungen der Achſen 
der Ellipſe in Beziehung auf das alte Coordinatenſyſtem ſind demnach 

y=xı m y+ı=2. 


2) Vergleicht man die zweite gegebene Gleichung mit der Gleichung 
(I) ſo iſta — 1, b=—l,o= —1l,d=—,e=1,f=l1l 





© fang —1 = 0 2) 
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Da nun b’— ac = 2, alfo pofitiv ift, fo kann diefe zweite Gleichung 
eine Hyperbel bedeuten. Die Ausdrüde (19) u. (20) des $. 29. geben 


. 9 3 
hr ?+-BR=-0 m AB 30 woraus A = v5 und 
— v3 
B = — und die Längen ber Haupt: und Nebmachfe 2a =2b = —— 
2V3 


gefunden werben. Die Gleihung der Eurve auf diefe ihre Achfen besogen, 
ift demnach 


und die Hyperbel eine gleichfeitige, was auch daraus hervorgeht, daß hier 
a—2bcosa-+-c = 0 ift ($. 29. ©. 28.). 

Die obige Gleichung (2) giebt im gegenwärtigen alle tang”? 
+2tangP—-1 = 0, woraus tangß = —1V2 ſich ergiebt; und für die 
Eoordinaten des Mittelpunftes findet man aus ($. 29. ©. 12.) "=0 
und y=4. Die Gleichungen der beiden Achfen ber Curve in Beziehung 
auf das alte Eoordinatenfyftem find demnach 


y+A14V2ı =! und y+(-V2ı = 


3) Vergleiche man bie dritte der gegebenen Gleichungen mit ber Gleis 
ung (1), ſo iſt a=l,b=—1,c=1,d=0,e=—;}, 
f=0. Da nun P—ac=0, fo fann die Gleichung eine Parabel aus⸗ 
druͤcken. 

Die Gleichung (2) giebt hier tang??—1=0, woraus = Ein 
und demnach sin? = 75 und cos? = 7 . 
hung zu fransformiren, hat man, infolge der Transformationgformeln ($. 3. 
8.7), Zr für y und — 75 are für x zu fegen, wenn 


man außer der Nichtung der Coorbinatenachfen zugleich den Anfangspunft 
— ! 1 — J 3__ L 
ändern will. Dies giebt vr — Sr 
fo daß, wenn man ! — 0 un ( —- a) — a —=O ſetzt, woraus 
ih « = und BP’ = — 5 ergeben, bie Gleichung der Curve fich auf 


Um nun bie gegebene Glei⸗ 
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rebucirt. Die Eoorbinaten des Scheiteld ber Parabel find, wie fo eben ges 
funden, x = * und y= * und die Gleichung ihrer Achſe iſt dem⸗ 


"’= 


sah +1; I —tangß x: ‚ oder, wenn man für 4 feinen Werth In 
ſetzt, 


J—ITT- 
4) Dergleicht man bie vierte ber gegebenen Sleichungen mit der Glei⸗ 
dung (1), fo ift a=]Il t b= —1 N) c=2,d=0,e=0,f=l1l. 


Da bier b’— ac = —1 ift, fo könnte die Gleichung bie einer Ellipſe feyn. 
Die Ausbrüde (19) und (20) des $. 29. geben aber A+-B? = — 3 und 


AB’ IL, woraus A 3478 _3—V5 


und B’ = —⸗ oder umge⸗ 
kehrt; und die Achſen der Euipſe ſind daher 2a =V6+2y5.V—1 und 
2b — V6—2y5.V/— 1, alfo imagindr. Diefe Achfen eriftiren alfo nicht, 
und die gegebene Gleichung hat demnach feine geometrifche Bedeutung, wag . 
wir nach $. 28., und ohne die Längen ber Achfen zu fuchen, hätten fin 
din fönnen, indem bir b? — ac = —1 alfo negativ, und (bd—ae)? 
—(b’— ac)(d— af) = —1 alfo ebenfalld negativ ift. 


5) Fuͤr die fünfte der gegebenen Gleichungen findet man a=1,b=1, 
c=2,d=1,e=6,f=236. Dahieb—ac=—1, fo könnte 
biefe fünfte Gleichung eine Ellipfe ausbrüden. Die Ausdrüde (19) und 
(20) des $. 29. aber geben A?+-B?= 0 und A’B?’=0, woraus A! —0 
und B? = 0; und es find demnad) die Achfen der Ellipfe 2a = 0 und 
2b = 0. Die gegebene Gleichung druͤckt daher nur einen Punft (den 
Mittelpunkt der vorgeblichen Ellipfe) aus, was ſich auch aus $. 28. unmit⸗ 
telbar- ergiebt, indem bier nicht nur b’— ac negativ if, fondern auch 
(bd — ae)? — (b’— ac) (dꝰ — af) = 0. Für die Eoordinaten diefes Punk: 
tes findet man nad) $. 28. (Aufg. 38.), ober auch, wenn er als Mittel: 
punft angefehen wird, nad) $. 29. (Aufg. 41.) 

„=; a be _ 4. 


ac — ac 
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6) Für die fechfte der gegebenen Gleichungen ft a=2 , b=—3, 
c=l,d=4,e=1,f=-—6. Da hir B—ac=]7, fo fönnte 
die Gleichung eine Hyperbel ausdrüden. Die Ausbrücde (19) und (20) 
des $. 29. geben aber A?-+-B?=0 und A’B’=0, woraus A?=0 und 
B? = 0; und es find demnach die Achfen der Hyperbel 2a —=0 und 
2b = 0.. Eine Hpperbel aber, deren Achfen verſchwunden find, fällt mit 


‚ihren Afpmptoten zuſammen; daher drückt die ſechſte Gleichung zwei gerabe 


Linien aus, was ſich auch aus dem $. 28. unmittelbar:ergiebt, indem b’— ac 
pofitiv und (bd— ae)? — (b—ac)(d®—af) = 0 iſt. Für die Gleichun⸗ 
gen dieſer Geraden in Beziehung auf die alten Coordinatenachſen findet man 


3—V7 rl, 
3 =—90. 





x+2—V7 =0 ; 











Im 


$. 32. 

Die Gleichungen der Linien zweiten Grades, welche einen Mittelpunte 

haben, können, wie im $ 29. gezeigt worden, immer auf die Form 
A?y?% + B’r? — — A?B? 

gebracht werben, wenn man zwei conjugirte Durchmefler zu Coordinatens 
achfen nimmt. Daß dies auf unendlich verfchiedene Weife gefchehen kann, 
erhellet fomohl daraus, daß jede Linie zweiten Grades, die einen Mittelpunft 
hat, unendliche viele conjugirte Durchmeffer habe, als aus der Gleichung 
(15) des angeführten $., welche auf unendlich verfchiedene Arten befriedigt 
werden fann. Die Längen zweier conjugirten Durchmeffer, die Winkel, 
toelche fie mit ben Achfen der Curve und mit einander bilden, und die Laͤn⸗ 
gen biefer Achfen hängen fo von einander ab, daß, wenn -drei von biefen 
Stuͤcken gegeben find, jebe8 andere daraus gefunden werben Fann. 


"Aufgabe [47]. Die Relationen zu finden, weldhe zwifchen zwei 
conjugirten Durchmeffern einer Ellipſe und Syperbel, zwifchen dem von 
ihnen eingefchloffenen Winkel nud zwifchen den Achfen diefer Eurven 
State baben. 

Es fey 
a?y?+-b?r? — a?b? (1) 
bie Gleichung einer Ellipfe, welche auf die Achfen diefer Curve fi) bezieht. 
Da jeder Durchmeffer der Eurve durch deren Mittelpunkt gehet, fo werben 
die Gleichungen von zwei conjugirten Durchmeffern, die mit ber größern 
Achfe die Winkel 2 und y bilden, 


u 
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y=tangßx und y = tangyxı (2) 
fun. Zwilchen den Winkeln 4 und y aber findet eine Relation Statt, 
welche aus der Gleichung (10) des $. 29. ſich unmittelbar ergiebt, wenn 


man in derſelben m = tangf , m =tangy , a=a,b=0 ud 


c —= b? feßt, wodurch man 
artangftangy-+-b* = 0 (3) 

erhaͤlt. Die beiden Durchmeffer fchneiden die Ellipſe in Punkten, deren 

Eoorbinaten x’, y’ und x’,y” auß ben Gleichungen (1) und (2), naͤmlich 


mL a?b? po a’b?fang”ß 
Tan drb? ° — atang?? +b* ! 
"a ab? a?b’tang”y 


Tg! 
gefumben werden. Bezeichnet man nun bie Rängen ber (im Mittelpunft ber 
Carve halbirten) Durchmefler (2) refpective burch 2a’ und 2b’, fb ift ($. 2.) 
a — Mr”? ; Port ry”, 
oder durch Subftitution der Werthe von x”, y”, x” und y”*, nach einer 
kichten Umformung, | 
a?b? a?b? 
a?sin?3+- b?cos?ß ; = "atsin’y + b?cos’y ı (4) 
wodurch die Relation eines jeden Durchmeflers, des Winfels, den er mit 
der größern Achſe bildet, und ber beiben Achſen ansgebräckt wird. 
Vermittelſt der Gleichung (3) erhält man aus diefen Ausdrücken (4) 
ri atsin?y 4-b*cos?y Ye atin’#-+-b*cos? 8 
a ainiypbicosy ? ? T— emßrbicongt 6) 
wodurch ein jeder Durchmeffer vermittelt der beiden Achfen und bes Win: 
kels, den fein conjugirter Durchmeffer mit der größern Achſe bildet, ausge 
druͤckt if. 
Multiplicht man die beiden Gleichungen (4) in einander, fo Fommt 


a: m 





ab? — - ah“ j Ä 
asin?B sin?y + adb?(sin?Fcos?y-+-cos’Bein?y) -+b*cos’?cos?y ! 
ober, nach einer leichten Umformung, J 
a“p· | 
ab? = - 


(a? si siny + breosßoosy? ra 3gn(y—P) 
Da nun aber, in Folge ber Gleichung (3), sind siny -+-bicosf cosy==0 iſt, 


6.32 


$.32. fo bat man 


2}? 
ah — a 
" 5 
oder | , 
ab’siny—f) = ab. (6) 
Addirt man den Ausdruck (4) von a? und den Ausdruck (5) von 
”, fo ift 


‚ atsin?9 + a?b?-+b*cos?? 
re! 
oder, wenn man die Divifion vollfuͤhrt, 
a +-b? = a?-+-b?. (7) 
Da y—P) der Winfel ift, welchen die beiden conjugirten Durchmef- 
fer einfchließen, fo drücken die Gleichungen (6) und (7) folgende Säge aus. 
In einer Ellipfe ift das Parallelogramm, welches entficht, 
wenn man die Endpunfte irgend zweier conjugirten Durch⸗ 
meffer verbindet, dem Rhombus gleich, deſſen Eckpunkte die 
Scheitel der Curve ſind. 
In einer Ellipſe iſt die Summe der Quadrate irgend 
zweier conjugirten Durchmeſſer der Summe der Duadrate ber 


Achſen gleich. 


In dieſen beiden Sägen find bie, für bie Eflipfe verlangten, Relationen 
enthalten. Um für die Hyperbel bie analogen Beziehungen zu finden, ift es 
nicht nöthig, die Rechnung von Neuem angufangen; denn die Gleichung 
einer, auf ihre Achfen bezogenen, Hyperbel 

ady? —b?r? == — a?b? 


enffteht aus der Gleichung (1) einer Ellipfe, wenn man bV — ſtatt b fege. 


ah? — 


2 ‘. . 1] . ; 9 a?b? 
Macht man diefelbe Subftitution in ber Sleihung a?b? = OD! 
BL! m a?’b? 121. 42 
fa kommt ah” = sin — A . Da nun a’”?b” eine negative Größe 


ift, fo muß eine der beiden Größen a” und b’* negativ und die andere po⸗ 
fitio, alfo eine der beiden Größen a’ und b’ imaginär, die andere aber reell 
ſeyn. Bezeichnet man bie ‚reelle durch a’ und die imaginaͤre durch DV— I, 
fo üft nunmehr in ben Gleichungen (6) und (7) nicht nur bV—1 für b, 

fon: 
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fendern auch bVY— 1 für b’ zu feßen, welches giebt 

| absiny„—p) = ab ; "—b”" = a—b?, 
iii Gleichungen, durch welche bie verlangten Nelationen auch für die Hy⸗ 
pebel ausgedruckt find. 

Aufgabe [48]. Die Grundlinie eines Dreied’s und das Product 


der Tangenten der Winkel an der Grundlinie find gegeben. Man foll 
den Ort des Scheitels finden. 





Es fen die Länge ber gegebenen Grundlinie gleich 2c, und dag gege 
bene Product der Tangenten gleich n. 

Man nehme die Grundlinie zur Abfeiffenachfe und bie Senfrechte in 
ihtem Halbirungspunfte zur Ordinatenachſe. Wenn nun die Winfel an der 
Srundlinie durch A und 4 bezeichnet werben, fo bat man 

tangftangf' = n, 
und da die Seite des Dreiecks, welche durch den, auf der negativen Seite 
ber Abfciffenachfe liegenden, Endpunkt der Grundlinie geht, einen der beiden 
Binfel A und A’, die andere, burch den, auf ber pofitiven Geite liegenden, 
Endpunkt gehende, Seite aber ben Nebenmwinfel des andern Winfels mit ber 
Abſciſſenachſe bildet, fo find die Gleichungen diefer beiden Seitenlinien 
y=tagfs+o) ; y=—tangf(s—0 , 
as welchen man, wenn A und 4' befannt wären, bie Coorbinaten des 
Scheitels finden koͤnnte. Multiplicire man diefe Gleichungen in einander, 


ſo kommt y? = —tangftang?’(x—c?) oder, wenn man für tangftangß', 


Mm Folge der obigen Gleichung, n feßt, 

P+o?—nd, 
wies die Gleichung des gefuchten Ortes if. Diefer ift demnad) eine El: 
lipfe oder Hyperbel, je nachdem n poſitiv oder negativ iſt. Bringt man die 
bechuns auf die Form 


BAR 221 
ne a ml 


fo ergiebt fich leicht, Haß, wenn n>0O, die Achfen der Ellipſe gleich 2cVn 

und 2c find, und daß bie Grunblinie des Dreiecks die größere ober Kleinere 

Achſe if, je nachdem n<1 oder n>1; ferner, daß, wenn n<0, die 

Grundlinie des Dreiecks die Hauptachfe der Hyperbel if. In jedem Falle 

Mad alfo die Endpunfte der Grundlinie zwei Scheitel der Eurve. — Wenn 
9 


+; 


$. 32. 
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5.32 n=1, d. i. wenn bie Seiten des Dreiecks fenfrecht auf einander fliehen, 


ift die Eurve ein Kreis. — Wennen = —1, d. i. wenn ber Unterfchieb 
der Winfel an der Grunblinie ein rechter iſt die Curve eine gleichfeitige 
Hyperbel. 


Es folgt unmittelbar aus der Loͤſung dieſer Aufgabe, daß die Sehnen, 
welche von irgend einem Punkte einer Ellipſe nach den Endpunkten ihrer 
groͤßern Achſe gezogen werden, mit dieſer Achſe ſolche Winkel bilden, daß 


2 
das Product ihrer Tangenten = — ni baf Diejenigen Eehnen, welche von 


irgend einem ihrer Punkte nach ben Enbpunften der Fleinern Achſe gezogen 
merben, mit bier Achſe folhe Winkel bilden, daß das Product ihrer Tan: 


gentn = 5 ; baß endlich diejenigen Sehnen, welche von irgend einem 

Punkte der Hyperbel nach den beiden Scheiteln ber Curve gezogen werden, 
2 

mit der Hauptachſe Winfel bilden, deren Tangenten · product = 4; . Ber 


zeichnet man bie Winkel, twelche zwei, von einem Punkte ber Ellipfe ober 
Hyperbel nach ben Endpunften ber größern ober Hauptachfe gezogene, Seh: 
nen mit diefen Achfen bilden, durch £ und 2’, fo hat man alfo 

für die Ellipſſe atangftang?'+b? = 0, 

für die Hyperbel attangftangf' —b? — 0, 
zwei Sleichungen, von denen die erfte mit ber Gleichung (3) übereinftimme, 
und daraus ergiebt ſich Folgendes. Zieht man durch einen Entpunft A ber 
größern Achfe einer Ellipfe eine Gerade, welche einem gegebenen Durchmef: 
fer parallel ift, und die die Elliipfe in einem zweiten Punkt P ſchneiden mag, 
und verbindet man biefen Punkt P mit dem andern Enbpunft A’ der gro: 
ern Achfe, fo iſt die Verbindungslinie AP dem conjugirten Durchmeifer 
des gegebenen parallel. Und hierdurch ift ein Mittel gegeben, um zwei con: 
jugirte Duschmeffer einer gegebenen Ellipfe zu conftruiren, bie einen gegebe: 
nen Winkel bilden folen. — Eine ähnliche Eonftruction findet bei ber 
Hyperbel Statt. 


§. 33. 

Aufgabe [49]. Kin Punkt und eine Berade find gegeben; man 
foll den Ort desienigen Punktes finden, deffen Entfernungen von dem 
gegebenen Punkte und der gegebenen Beraden ein ebenfalls gegebenes 
Verbältniß zu einander baben. 
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Man nehme den gegebenen Punkt zum Anfangspunkte rechtwinfliger 6. 33. 


Eoorbinaten, und es ſey 
ay+bı-+1 = 0 
die Gleichung der gegebenen Geraden in Beziehung auf biefes Coordinatens 
foflem, 1: n aber das gegebene Verhältniß. 
Sind nun x, y die Coorbinaten eined Punktes aus dem gefuchten Orte, 
fo ift deſſen Entfernung vom Anfangspunfte gleich Vy?’+x? ($. 2.), und 


fine Entfernung von ber gegebenen Geraden gleich * — (6.7 


F. 6.). Daher bat man zufolge ber Aufgabe 
ay+bxı-F1 
Verb 
oder, wenn man quabrirt und den Nenner fortfchafft, 
n?(@@?-+-b?)(y?-+x?) = (ay-+bı+1)? (1) 











na y„’+rx’ = N 


oder 
fa’? (a? +b?)} y?+2abxy +{b?—n?(a? +b?)}x?.+2ay+2br+1 =0(0 (2) 
als Gleichung des gefuchten Ortes, welcher baher eine Linie zweiten Grades 
und zwar, je nachdem (1 —n*)n’(a?+-b*)? poſitiv, negativ, ober gleich 
Null, eine Hyperbel, Eipfe oder Parabel ift ($. 29. u. 30.). Das Zei: 
den dieſes Ausdrucks hängt aber, da n? und (a?-+b?)? immer pofitio find, 
nur von ben Werthe von (1—n?) ab, toelcher ‚wiederum pofitiv, negativ 
ober gleich Null ift, je nachdem n<1l,n>1oben=1i. GEs if alfo 
ber gefuchte Ort 
‚ wenn n<l eine Hpperbel, 
wenn n>1 eine Ellipfe, 
wenn 1* 1 eine Parabel. 


Soll der Ort eine gleichfeitige Hyperbel feyn, fo muß bie Bedingungs- 


gleichung (28) des $. 29., in welcher noch «= In zu ſetzen ift, Statt 


heben; es muß alfo dann (L—An’Xa?-+-b?) = 0, folglih n — 7a 
oder das Verhältniß 1: dasjenige der Diagonale eines Quadrats zu feiner 
Seite ſeyn. 
Nimmt man die Coordinatenachfen fo an, daß bie Orbinatenachfe der 
gegebenen Geraben parallel ift, fo ift bie Gleichung biefer Linie x--q=0, 
9 * 


— — —— — — 
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32 n=1, d. i. wenn bie Seiten des Dreiecks fenfrecht auf einander ſtehen, 


ift die Curve ein Kreis. — Wennn = —1, d. i. wenn der Unterfchieb 
der Winfel an der Grunblinie ein rechter, ift die Eurve eine gleichfeitige 
Hyperbel. 


Es folgt unmittelbar aus der Loͤſung dieſer Aufgabe, daß die Sehnen, 
welche von irgend einem Punkte einer Ellipſe nach den Endpunkten ihrer 
groͤßern Achſe gezogen werden, mit dieſer Achſe ſolche Winkel bilden, daß 


dag Product ihrer Tangenten = — be; ; daß diejenigen Eehnen, welche von 


irgend einem ihrer Punkte nach ben Enbpunften der Fleinern Achſe gesogen 
werben, mit dieſer Achſe ſolche Winkel bilden, daß das Product ihrer Tan⸗ 


genten — 5 ; daß endlich diejenigen Sehnen, welche von irgenb einem 

Punkte ber Hyperbel nad) den beiden Scheiteln der Eurve gezogen werben, 
2 

mit der Hauptachſe Winfel bilden, deren Tangenten ⸗ product = "; . Ber 


zeichnet man bie Winkel, welche zwei, von einem Punkte ber Ellipſe ober 
Hyperbel nach ben Endpunften der größern ober Hauptachfe gesogene, Seh⸗ 
nen mit dieſen Achſen bilden, durch A und 2’, fo bat man alfo 

für die Ellipſe artangftang?’ +b? — 0, 

für die Hyperbel attangftangf' —b? = 0, 
zwei Gleichungen, von denen bie erfte mit ber Gleichung (3) übereinftimme, 
und daraus ergiebt fich Folgendes. Zieht man durch einen Entpunft A ber 
größern Achfe einer Ellipfe eine Gerade, welche einem gegebenen Durchmef: 
fer parallel ift, und die die Ellipfe in einem zweiten Punkt P fchneiben mag, 
und verbindet man diefen Punkt P mit dem andern Endpunft A’ ber groͤ⸗ 
Bern Achfe, fo ift die Verbindungslinie AP dem conjugirten Durchmeifer 
bes gegebenen parallel. Und hierdurch ift ein Mittel gegeben, um zwei con⸗ 
jugirte Duschmeffer einer gegebenen Ellipfe zu conftruiren, die einen gegebe: 
nen Winfel bilden folen. — Eine dhnliche Eonfteuction findet bei ber 
Hpperbel Statt. 


§. 33. 

Aufgabe [49]. Ein Punkt und eine Gerade find gegeben; man 
foll den Ort desjenigen Punktes finden, deffen Entfernungen von dem 
gegebenen Punfte und der gegebenen Beraden ein ebenfalls gegebenes 
Derbältniß zu einander baben. 
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Kan nehme den gegebenen Punkte zum Anfangspunkte rechtwinkliger $. 33. 


Evorbinaten, und es fen 
ay+bı +1 = 0 
bie Sfeichung ber gegebenen Geraden in Beziehung auf dieſes Eoordinaten- 
foßem, 1 :n aber das gegebene Verhaͤltniß. 
Sind nun x,y die Eoorbinaten eines Punktes aus bem gefuchten Orte, 
fo ift beffen Entfernung vom Anfangspunfte gleich Vy?-+x? ($. 2.), und 


Kine Entfernung von der gegebenen Geraden gleich * —— (6. 7. 


F. 6.). Daher bat man zufolge ber Aufgabe 
ay+bı+1 
| Varb 
oder, wenn man quabdrirt und ben Nenner fortichafft, 

n?(a?-+-b?)(y’+x?) = (ay+br-+1)? (1) 











aD y’+ı? == N 


ober - 
{2 —0°(a?+b?)}y?-+2abxy+$b’—n?(a? +b?)tx?-+2ay+2br+ 1 = 0 (2) 
als Gleichung des gefuchten Ortes, welcher baher eine Linie zweiten Grades 
und zwar, je nachdem (1—n”)n’(a?-+-b?)? pofitio, negativ, oder gleich 
Null, eine Hpperbel, Ellipfe oder Parabel ift ($. 29. u. 30.). Das Zei: 
chen dieſes Ausdrucks hängt aber, da n? und (a’+b?)? immer pofitiv find, 
nur von dem Werthe von (l—n?) ab, welcher wiederum pofitiv, negativ 
ober gleich Null ift, je nachdem n<l,n>1oten=1l. Es iſt alſo 
der geſuchte Ort 
wenn n<l eine Hyperbel, 

wenn n>1 eine Ellipſe, 

wenn n=1 eine Parabel. 

Soll ber Ort eine gleichfeitige Hyperbel ſeyn, ſo muß die Bedingungs: 
gleichung (28) des $. 29., in welcher noch «= in zu feßen ift, Statt 
baben; es muß alfo dann (1—2n?)(a?-+-b?) = 0, folglich n = 7 f 
oder das Verhältniß 1:n dasjenige ber Diagonale eines Quadrats zu feiner 
Seite ſeyn. 

Nimmt man die Coordinatenachſen ſo an, daß die Ordinatenachſe der 
gegebenen Geraden parallel iſt, fo iſt die Gleichung dieſer Linie 44 —0, 

9 * 
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6.33. mo q bie Entfernung der Geraden von dem Anfangspunft bedeutet. Als: 
„dann findet man ftatt der Gleichung (2), oder aus ihr, indem man a0 


md b= — ft f 

PR Dr — (3) 
eine Gleichung, welche noch immer eine Hyperbel, Ellipſe oder Parabel aus⸗ 
drückt, je nahdem n<1,n>1: oder n=1 if, und bie fi ohne 
Weiteres wieder auf die Sorm n?(y?+-x?) = (x-+q)? bringen laßt. Fuͤhrt 
man ben. Radius vector u = Vy?-+x? ($. 3. 5. 11.) ein, fo fommt 
, nu = 2(x+-g / (4) 
eine Gleichung, die allerdings unmittelbar hätte hergeleitet werden koͤnnen, 


und bie beſonders deshalb merkwürdig ift, weil fie ben Radius vector einer 
Linie zweiten Grades als eine lineare Function der Abfeiffe darſtellt. 


Zrangformirt man bie Gleichung (3), indem man x ſtatt x 


ſetzt, ſo kommt 

nꝰyꝰ (1 - I)Xxꝰ —2nx 3 0. (5) 

Es ſey nun erſtens n—=1, fo verſchwindet das zweite Glied dieſer 

Gleichung (5), welche, wie ſchon bemerkt, eine Parabel ausdruͤckt, und wenn 
man 2q =p ſetzt, fo Fommt 

y=pm. (6) 

Da nun der neue Anfangspunft der Eoordinaten ber Be der Parabel 


ift ($. 30. G. 9.), und die Abfeiffe des gegebenen Punktes — ‚=3= T 1 


die Entfernung der gegebenen Geraden von biefem Punfte Fa q= 3p if; 
fo halbirt der Scheitel ber Parabel die Entfernung der gegebenen Geraden 
von dem gegebenen Punkte, welcher ber Brennpunft der Parabel ges 
nannt wird. Die gegebene Gerade heiße die Directrir (Leitlinie) unb 
die Größe p ber Parameter der Parabel. Die Ordinate im Brennpunkte 
errichtet, welche alfo zur Abfeiffe ip gehört, ift zufolge der Gleichung (6) 
gleich ip 


Es fen zweitnd n>1. Man feße - 





b? bh? 
— 7 II=—, 


ı fo fomme durch Subftitution in (5) 





woraus n= ——— ; ;gq= b’ 
3 Van ’ Typ 
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- a?y? +-b?x? — 2b?ax = 0, (7) 5.3, 


welches bie Gleichung der Ellipſe ift, in ber die größere Achſe zur Abſciſſen⸗ 
achfe und ein Scheitel zum Anfangspunfte der Coordinaten genommen worden 


($ 29. ©. 114.) Da nun die Abfciffe des gegebenen Punftes ai ift, 
fd hat man für den Abftand diefes Punktes, welcher ebenfalld Brenn: 


punkt genannt wird, von dem einen Scheitel der Ellipſe, durch Subftitu- 
2 


tion ber Werthe von q und n, , oder, wenn man Zähler 





— — 
a-+Va?’—b? 
und Nenner mit a—Va?—b? multiplicirt, a—Va?—b?. Zieht man, 
um den Abfland bes Brennpunftes vom Mittelpunfte zu finden, diefen Aus: 
druck von a ab, fo ergiebt fi) Va=—b?. Diefer Abftand, welcher durch 
e bezeichnet ‘werden foll, wird bie Ercentricität der Ellipfe genannt. 
Die Entfernung der gegebenen Geraden, welche Directrig ber Ellipſe heißt, 


. 2 
vom Mittelpunfte der Eure iſt q-+e oder, durch Subſtitution, —; und 


daraus folgt, daß die Ercentricität, die Hälfte der größern Achfe und bie 
Entfernung der Directrir vom Mittelpunkte der ENipfe drei Größen find, 
die in fletiger Proportion ftehen. 


Wenn man "I durch p bejeichnet, fo giebt bie Gleichung (7) 
x " p? , 
y2 px- 7 * 5 
und die Ordinate im Brennpunkte errichtet, welche alfo zur Abſciſſe 


a—Va?—b? gehört, ift demnach) Ip. Deshalb wird p, oder bie Größe 


2 
>, der Parameter der Ellipſe genannt. 


n — 1 
2 


q __b 








Es ſey drittens n <I. Man feige —— = zmnmnı 
a h? 4 
woraus n = und g= Vazm' fo fommt durch Subftitution 
in (5) 


| a’y?—b’r?— 2b’rax = 0, | (8) 
welches bie Gleichung der Hpperbel ift, in ber, wie man leicht einficht, die 
Hauptachſe zur Abſciſſenachſe und ein Scheitel zum Anfangspunfte der Coor⸗ 
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binaten genommen worben. Man findet ben Abſtand des gegebenen Punk⸗ 
te8, welcher gleichfalls Brennpunkt heißt, von biefem Scheitel der Curve 
gleich Va? +b?— a, und vom Mittelpunfte gleich, Va?-+-b?, welche letztere 
Größe die Ercentricität der Hpperbel heißt und durch e bezeichnet wird. 
Ferner findet man für den Abftand der gegebenen Geraden von bem Mies 


2 2 
telpunkte der Hyperbel e—q = — . Die Länge > heißt der Barame 


ter der Hyperbel. 

Es iſt übrigend leicht eingufehen, daß, mährend ber Parabel nur ein 
Brennpunkt und eine Directrir zukommt, bie Ellipſe fowohl, als die Hyper 
bel deren zwei bat, welche zu beiben Seiten des Mittelpunftes und ſymme⸗ 
trifch gegen die Scheitel liegen, fo daß, wenn bie Abfeiffe bes einen Brenn⸗ 
punftes vom Mittelpunft an gerechnet e tft, die des andern Brennpunftes 
— e, und bie Entfernung beider Brennpunkte von einander Ze feyn wird. 


Die Gleichung einer Eurve, in Polarcoordinaten ausgedrüdt, heißt ihre 
Polargleichung. 

Aufgabe [50]. Die Polargleihungen der Parsbel, Ellipſe und 
Byperbel zn finden, wenn ein Brennpunkt zum Pol angenommen wird. 

I. Aus der Gleichung (4) ergiebt fich unmittelbar, wenn man ucost 
für x fegt ($. 3. $. 10.), 

(nFeostJyu = =Eq. (9) 

Sest man hierin n—=1, und dbemgemäß auch) q — ip (vor. Aufg.), fo 
fommt N 


die Polargleichung der Parabel (LzFcostJu = m . (10) 
2 
Seet mann = = mg 5 -= = 1 fo lommt 
die Polargleichung der Elipe (azFecost)u = Eh? . (11) 
bh? . 
Setzt mon n = — und = Verb =; fo fommt 


die Polargleichung der Hyperbel (ar ecos gu= tb. (12) 


II. Diefe drei Gleichungen laffen fich auch direct, ohne bie Löfung ber 
vorigen Aufgabe zu Huülfe zu nehmen, und zwar folgendermaßen finden. 

Man transformire bie Gleichungen ber drei Eurven 

y” — px R a?y?-+-b?x? 2 a?h? 3 aꝰy* — b?’x? — — 22 
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fo daß der Anfangspunft der neuen Coorbinaten in einen Brennpunkt fällt, 6. 33. 
indem man für bie erfie Curve x-+!p, für bie seite x— e, wo e=Va?—b?, 

und für bie britte x-re, wo e — Va?’+b?, ftatt x fett, fo kommt 
yP=p(x-+1p) ; ay’+b!(x — e)? = a?b? ; ay?— b?x-H-e)?= —a?b?. 
Subflituirt man nun usint und ucost für y und x ($. 3. 5. 10.), fo 

fommt 


sin’t.W—pcost.u—!Ip = 0, 
(a? sin’t-+- b? cos’t)u? — 2b?e cost.u-+-b’(e? — a?) = 0, 
(a? sint — b? cos’t)u? — 2b?e cost.u—b?’(e! — a?) = 0, 
oder, wenn man für sin?t überall 1—cos?t feßt, und darauf Nückficht 
nimmt, daß in der zweiten Gleichung e® — a? —b?, und in ber ‚dritten 
e = a? +b? iſt 
(I - cosꝰt)uꝰ —pcost.u—!ip? = 0, 
(aꝰ - e?cos’t)u —2b?ecost.u—b! =0, 
(a? — e?cos’tu?—2h?ecost.u—b' = 0, 


brei Gleichungen, bie auch wie folgt gefchrieben werben koͤnnen: 


{(1— eostu—jp}f(l+ coslu+ip} = 0, (13) 
f(a—ecostyu—b?}f(a-recostyurb?} = 0, (14) 
$(a—ecostyu—b?} f(a-FrecostJurb?} = 0, (15) 


mb, wie man fieht, mit den obigen Gleichungen (10, 11 u. 12) überein- 
fimmen. 

Man überzeugt fich leicht, und ed verdient bemerft zu werben, daß bie 
weiten Sactoren ber Gleichungen (13, 14, 15) in bie erften übergehen 
and umgekehrt, wenn man u und t mit —u und t-F-r bertaufcht. 

Es darf auch nicht überfehen werben, daß man zu ähnlichen Gleichun⸗ 
gen für die Ellipfe und Hpperbel gefommen wäre, wenn man für bie er 
fiere Eurve nicht x—e, fondern x-+e ftatt x, und für bie leßtere nicht 
xte, fondern x—e ftatt x gefegt, d. i. den Anfangepunft der Coorbina- 
ten nad) dem andern Brennpunkte verlegt hätte. . 

Daß die Gleichung (11) der Ellipfe und die Gleichung (12) der Hy: 
perbel übereinftimmen, hat nichts Befrembenbeg, denn in ber erften ifl e <a 
und in der zweiten ift e>.a. Alle Linien zweiten Grades laffen fich in 
der einen Polargleichung (9) ober beffer in 

(l—meostJyu = r (16) 


fufaunmenfaffen, und zwar iſt dieſe letzte Gleichung, in welcher m eine bloße. 
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6.33. Verhaͤltnißzahl bedeutet, Die 


einer Parabel, von m=|1, 
einer Ellipfe, won m <1, 
eines Kreifeg, wenn m—= 0, 
einer Hpperbel, won m> 1, 
einer gleichfeitigen Hyperbel, wenn m = V2 


Aufgabe [51]. Es iff die GBrundlinie eines Dreied’s gegeben; 
man foll den Ort des Scheitels finden, und zwar 
erftens, wenn die Summe der zweitens, wenn die Differenz 
Seiten der Seiten 
eine. gegebene Länge bat. 


Es ſey bie Länge der Grunblinie gleih Ze. Man nehme diefe Linie 
zur Abfeiffenachfe und die Senfrechte in ihrem Halbirungspunfte gur Ordi⸗ 
natenachfe. Sind nun x, y die Coordinaten tes Scheitel und u, w die 
Längen ber Seiten eines auf der gegebenen Grunblinie errichteten Dreiecke, 
fo hat man, da bie Coordinaten ber Enbpunkte der Srunblinie O u. e und 


0 u. — € find, 
wW = y’-++(x-Fe)’ 
und daraus 


w— u? = (u+fu)(u—u) = 4ex, 
2y?+2x?-+2e?. 


uꝰ Pu 

J. Wenn nun die gegebene Sum⸗ 

me der Seiten durch 2a bezeichnet 
wird, fo ift für den erfien Dre 


uru=2, (19 
und alfo nad) (17) 
2a(u—u) = 4ex. (20) 


Entwickelt man aus (19) u. (20) 
un. u, fo fommt 


und, wenn man biefe Ausdräde in 
‚die Gleichung (18) ſetzt, 
1 a! y’+(a?—e’)r? = atla?—e?). en 


und 


u? = y’r(ı—e)?, 

(17) 

(18) 
I. Wenn nun bie gegebene Dif- 

ferenz der Seiten durch 2a bezeichnet 

wird, fo if für ben zweiten Ort 


u— u — 2a, (19) 
und alſo nach (17) 
2a(ut+u) —= 4ex. (20) 
Entwickelt man aus (19) u. (20) 
um u, fo fommt 
u=a+- ;u= —a+ 2; 


und, wenn man biefe Ausdrücke in 
die Gleichung (18) feßt, 
aꝰy* 4(aꝰ - eꝰ)xꝰ = ar(a?—e?). (21) 
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Da aber bie gegebene Summe 
der Seiten größer als bie Srunblinie, 
d. i. da 2a — 2e feyn muß, fo wird 
a?— e? eine poftive Größe feyn; und 
wen man biefe gleich +-b? feßt, 
wird b immer rell feyn. Dadurch 
befommt die Gkichung (21) bie 


a?y? —+b?’y‘ — a?b? f 
woraus man fick, daß der erſte 
geſuchte Ort eine Ellipſe ift, deren 
größere Achfe der gegebenen Summe 
der Seiten und deren Eprcentricität 
der halben Srundinie gleichfommt. 


Da aber bie gegebene Differens 6. 38. 


ber Seiten Kleiner als bie Srundlinie, 
d. i. da 2a < 2e ſeyn muß, fo wird 
a? — e? eine negative Größe feyn; und 
wenn man bdiefe gleih —b? ſetzt, 
wird b immer reel fen. Dadurch) 
befommet die Gleichung (21’) bie 
Form 
a?y? — b?x? — — a2h3 

woraus man ſieht, daß der zweite 
geſuchte Ort eine Hyperbel iſt, deren 
Hauptachſe der gegebenen Differenz 
der Seiten und deren Excentricitaͤt 
der halben Grundlinie gleichkommt. 


Aufgabe [!2]. Es ſoll der Ort des Scheitels derjenigen Drei⸗ 
ecke gefunden waden, welche auf einer gegebenen Grundlinie errichtet 
find, und in welben die Differenz der Winkel an der Grundlinie eine 


gegebene Größe »at. 


Man nehme die gegebene Grundlinie und die Senfrechte in ihrem Hals 


birungspunfte zu Soorbihatenachfen. 


Iſt nun 2g die Länge ber gegebenen Grundlinie und oͤ die gegebene 
Differenz; der Winel an ber Srunblinie, fo find die Gleichungen der beiden 
Seiten des Dreiecd, wie in ber Aufgabe (48) 


y=tmgP(x+g) und 


y=-tnf(x—g) ı 


wo Au. 4' die Ninfel an der Srunblinie bezeichnen. Es fol aber, ber Auf: 


gabe zufolge, = P—P', alfo tangd = 


tang? — tangf}' 


l-Htangtangß' ſeyn, und 


kt man hierin de, aus den vorigen Gleichungen fich ergebenden, Ausdruͤcke 


für fang? und tagß', naͤmlich — 


2xy 


Nenner wegſchaff, 





und — 


ve Fa 





Zt fo fommt 


, oder, wenn man — 5 ° für tangõö ſetzt, und den 


inòo y2cosõo xy — sino xꝰ ainogꝰ — 0 


als Gleichung uͤr der geſuchten Ort. 


Vergleicht man ſie mit der allgemei⸗ 
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6.33. nen Gleichung der Linie zweiten Grades ($. 29. ©. 1.), fo findet man 
b’— ac = sin’d-+-cos?d, alſo b — ac = 1, und a—beosa--c = .0 
($. 29. ©. 28.). Der gefuchte Dre ift demnach eine gleichfeitige Hyperbel. 
Um die Lage ber Hauptachfe und der Aſymptoten biefer Curve aufzufinden, 
transformiren wir bie erhaltene Gleichung auf neue, ebenfalld rechtwinklige 
Coordinatenachfen, indem wir cosdx—sinAy flatt x und sindx--cos?y 
ſtatt y feßen. Dies giebt 

{sinö(cos’B-sin?9)—2cosd sinß cosß} y?+2{sindsin? coaß+cosdcos®?— sin"Alxy 

_ J sino(eosꝰ 8 - sin’P)— 2cosd sin cosafxꝰ +sinög’ — 
oder, nach einer Nebuction, 
sinö— 29)y?-+2cos(d— 2A)ıy— sin(d — 2A)’ +sinög’ = 0 j 
wo 4 den Winfel bezeichnet, den bie neue Abfciffenachfe mit der alten bil: 
bet. Beſtimmt man nun dieſen Winfel fo, daß das zwite Glied, ober fo, 
daß das erfie und dritte Glied biefer letzten Gleichung verfchwindet, fo 
Brüdt fie die Eurve auf ihre Achfen ober auf ihre Afpmpoten bezogen aus. 
Nimmt man alfo $ = 4(d—ın), fo if sind —2A) = snin = 1; 
cos(ö—2P) = cosır = 0; und bie Gleichung rebucrt ſich auf 
2 3 
„}’—t’ = — sind.g” oder idee and = —l|l. 
Nimmt man aber f = 15, fo ift sind — 2) = sin = 0; 
co(d—2f) = c0s0 = 1; und bie Sleichung reducrt ſich auf 
1y-Hleind @? 

Es ergiebt ſich Hieraus, daß ber Rittelpunft der Hyperel ber Halbirungs⸗ 
punkt der Grundlinie iſt, daß ihre Hauptachſe mit diſer Grundlinie den 
Winkel (o — ir) bildet, daß die Längen beider Achſen zleich gsintö ſind, 
und daß die Aſymptoten reſpective die Winkel 45 und Kö— rn) mit ber 
Srundlinie machen. \ 


Aufgabe [53]. Der Slächeninbalt und die Aaye zweier Seiten 
eines Dreied’s find gegeben. Don dem Durdhfchnitspunfte A diefer 
Linien ift nach dem Punkte Q, welcher die dritte Site des Dreied’s 
in einem gegebenen Verbältniffe ıbeilt, eine Gerade iQ gesogen, und 
auf diefer Beraden iſt ein Punkt P fo beſtimmt, daß eı diefe Kinie nach 
einem ebenfalls gegebenen Verbältniffe theilt. : Man ol den Brt des 
Punftes P finden. 


Es fen q? der gegebene Slächeninhalt, & ber Winkel, welcher von ben 
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gegebenen Richtungen ber beiden Seiten des Dreiecks gebildet wird, m:n 6. 33. 
das erſte, und m’:n’ das zweite gegebene Verhaͤltniß. 

Nimmt man bie Richtungen ber beiden erften Seiten des Dreiecks zu 
Ccordinatenachſen, fo ift ber Punkt A der Unfangspunft der Eoorbinaten, 
die Abſciſſe des einen Endpunktes und die Ordinate des andern Endpunftes 
ber dritten Seite find gleich Null, und bezeichnet man bie Drbinate bes erſt⸗ 
xenannten und bie Abfciffe des zulegt genannten Enbpunftes durch y und x’, 
| fo if der Flächeninhalt des Dreiecks 


q’ = ixysina. 
Die Eoorbinaten des Punftes Q find ($. 5. 5. 5.) 
"SE 
ı 7 En?’ IT mn! ' 


unb die Eoorbinaten x,y des Punktes P ergeben ſich aus ben Formeln (3) 
8 & 5., wenn man für x’,y' bie.Coorbinaten x,,y, von Q und fürx’,y" 
die Eoorbinaten von A, nämlich O feßt, und m,n mit m’,n’ vertaufcht,, 


n’x n’ 
x En ı IV Fu " 

Bermittelft ber vorigen beiden Gleichungen erhält man sunächft 
| nn'X , ınn'y’ , 
nenn) ’ 7” mEn)a En) ’ 

woraus 
vo (n=m)ntm)%x , y_ (m=n)(n=-m)y 
nn’ g — mn’ 


gefunden wird, welche Ausdrücke, in die zuerſt aufgeftellte Gleichung gefeßt, 
=(n=>m)’(n'=Em)’sin«.xy = 2mnn”g? 

ald Gleichung bes gefuchten Ortes geben, toelcher, wie man fieht, eine Hy⸗ 
perbel ift, deren Afymptoten mit ben Nichtungen der beiden erften Seiten 
der Dreiede zufammen fallen. 

Um aus ber gefundenen &leichung den Ort des Punktes Q abzuleiten, 
braucht man nur m’ = 0 zu feßen. Dies giebt 

=E(nEm)?sina.xy = 2mnd? . 
HH O ber Halbirungspunft der dritten Dreieckgfeite, fo hat man m=n zu 
feten und das obere Vorzeichen gelten zu, laffen ($. 5. Aufg. 7.), woraus 
2sina xy =d« (22) 

fich ergiebt. 
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Soll endlich P der Punkt feyn, in welchem fich die drei von ben Ecken 
nach den Halbirungspunften der gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks 
gezogenen Geraden fchneiden, fo muß man in der zuerſt gefundenen Glei⸗ 
dung n=m ,n' = 2m fegen und nur das obere Zeichen gelten laſſen 
($ 8. Aufg. 13.). Dies giebt 

 Isina.xy = 2qQ?. 


Aufgabe [54]. Zwei fich fdhneidende Berade und ein Punfe P 
find der Lage nach gegeben. Ulm den Punkt P dreht ſich eine andere 
©erade und ſchneidet die gegebenen Linien in den Punkten B,C. 
Man foll den Ort des Punktes p finden, weldyer die BC fo theilt, daß 

Man nehme die beiden gegebenen Geraden zu Coorbinatenachfen, und 
nenne die Coordinaten bes gegebenen Punktes a,b. Liegt nun ber Punft 
B auf der Abfeiffenachfe, der Punft C auf ber Orbinatenachfe, und wird 
die Abfeiffe von B mit x’, die Ordinate von C mit y’ bezeichnet, fo ift bie 
Gleichung der Geraden BC ($. 4. ©. 14.) 

I/ıL — 

7+ = 1. 
Da aber diefe Gerade durch den Punkt P geht, deſſen Coordinaten a,b find, 
fo bat man auch 

b +2 a —ı 

y 
Sind nun x, y die Coordinaten * Punktes der Geraden BC, „ſo hat 
man ferner, weil pC = PB ſeyn ſoll ($. 2. ©. 4.), 

(—-y)+2coseax(y— y)+x? = b’-F2cosa(a—x)b-+(a— x)”, 

wenn « der Winkel ift, den die gegebenen Geraden einfchließen. Eliminirt 
man num zwiſchen dieſen drei Gleichungen die veränberlichen Größen x’, y’, 
indem man bie er beiden auf die Form 
1 





+ı- —=1 u plra =1 
y- “7 x y ı 
— — ı_- Ib 
bringt, daran I y und 7 — tag “77 bay x ay—bx ! 
bx—a ‚, _ ay—bx (—b 
a — * ea) a)b folgt, und F Werthe in die dritte der obigen Glei⸗ 
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dungen ſetzt, ſo kommt 
(x«—a)b? (x—a)?b? 











(y—b)’x? (y —b)x? 2—_ 2 
(ga): +2cosa"  —,) +* —b +2cosa y—b) (y—b)? ' 
oder 
ale —br-+ 2 y be) +} 
= le -bir2om era} 


alle, wenn man bie gleichen Factoren auf beiden Seiten weglaͤßt, und bie 


Iamer fortichafft, 
y—b3 bar? 0, 


als Gleichung für den gefuchten Ort. Diefe Gleichung vom vierten‘ Grade 
lift fih aber im zwei Factoren vom zweiten Grabe, nämlich in 
{xy —b)+bia—a)}ix(y—b)—br—a)} = 0 
jelegen. Der erfte Factor, welcher fich auf 
sy—ab = 0 


rebucirt, drückt eine Hyperbel aus, welche die gegebenen Geraden zu Afymp- 


toten bat, und bie durch den gegebenen Punkt geht, weilx—=a und y=b 
ihte Gleichung befriedigen. Sie ift der Ort des Yunftes p, wenn dieſer 
Punft zugleich mit dem Punkte P auf der BC felbft, oder wenn p und P 
of den Verlärigerungen von BC liegen folen. — Der zweite Factor kann 
hard Transformation, naͤmlich dadurch, daß man y-+-2b ftatt y ſetzt, d. h. 
Ne neue Abfciffenachfe der alten parallel nimmt, auf bie Form 
xy-+rab = 0 

gebracht werden, und drückt alfo ebenfalls eine Hyperbel aus. Diefe Hy: 
perdel iſt der Drt des Punktes p, wenn von den beiden Punkten p und P 
der eine auf BC felbft, der andere aber auf ihrer Verlängerung liegen fol. 
Ran fieht leicht ein, daß auch dieſe Hyperbel durch den Punft P geht, 
ben feine Coordinaten find in Beziehung auf die neuen Achfen a und —b, 
welche die Gleichung befriedigen, und daß fie die neuen Achfen zu Afymp- 
sten bat, melche den Afpmptotenwinfel a — « bilden. 


Aus der Löfung diefer Aufgabe kann man folgenden, die Hnperbel bes 
treffenden, Sag herleiten. 


Jede Sehne BC einer Hyperbel, wird von ben Afymptos gie. 24. 


$. 33. 
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8.33. ten fo gefchnitten, daß die, zwifchen den Afymptoten und ber 
Eurve liegenden, Stüde PB u. pC der Sehne oder ihrer Ber 
längerungen einander gleich find. 


Aufgabe [55]. Die Endpunkte B und C einer in Länge gegeber 
nen geraden Linie BC bewegen ſich auf zwei andern, der Acge nach 
gegebenen Geraden AX und AY. Milan foll die Eurve finden, welche 
ein beffimmter Punkt P der erften Linie bei diefer Bewegung befchreibt. 


Wir nennen die unveränderlichen Abftände des Punktes P von B und 
C, b und a, fo daß alfo bie gegebene Länge von BC gleich a+-b ifl, 
wenn P auf BC felbft, und gleich a—b, wenn P auf der Verlängerung 
von BC liegt. Wir nehmen nun die feiten Geraden AX , AY zu Coordi⸗ 
natenachfen, und bezeichnen AB und AC durch x’ und y’, bie Coordinaten 
von P aber durch x und y, und den Winfel XAY buch «. DaP ein 
Punkt der Geraden BC ift, fo hat man ($. 4. ©. 14.) 

I’ ı LT =1: 
y + x — 1 2 
ferner, da PC a und PB=b ($. 2. ©. 4.) 
(K<—Y)”+2cosaxy—y)rU=a, 
y?+2cosayx—xr)+(s—ı)? =b. 
Eliminirt man nun zwiſchen diefen drei Gleichungen x’ und y’, fo fommt 
a?y?--2abcosaxy-+-b’r? = a’b? , 

welches bie Gleichung des gefuchten Ortes if. 

Dber, da BC = ab iſt, fo hat man ($. 2.) 

y?— 2ry'cosa-+-xı"” = (ab) ; 
und da PC: PB = a:b feyn foll, fo ift auch ($. 5. ©. 5.) 
br .___ ay ba, , ab 

Is ’’ıı WMı=m ZI) - 
Durch Subftitution biefer Werthe erhält man, wie vorher, 

| a?y? + 2ab cosaxy-+b?x? = a’b’. 

Bon den beiden Zeichen des zweiten Gliedes biefer Gleichung ift bag 
obere zu nehmen, wenn ber Punft P auf der Verlängerung von BC, bag 
untere aber, wenn er-auf BC felbft liegt. In beiden Fällen ift bie gefuchte 
Eurve eine Eipfe; denn ber Ausdruck h — ac ($. 29.) erhält hier ben 
Werth — a’b?sin?’e, und ift alfo immer negativ. 


x = 
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Henn AX und AY fich rechtwinklig fchneiden, it «=in , cos =0 $. 33. 
und alio Lie Gleichungen der Eure a’y?-+-b’x? = a?b?, beren Achfen 
alsdann 2a und 2b find. Wenn außerbem P ber Halbirungspunft von BC 
ik, fo hat man a=b und das untere Vorzeichen gu nehmen; ber Drt bes 

Punktes P ift aldbann ein Kreis, deſſen Radius gleich a iſt. 





Aufgabe [56]. Die Größe und die Scheitelpunfte zweier Wins 
kel find gegeben; der Durchfchnittspunft eines Schenfels des einen 
und eines Schenfels des andern Winfels bewegt ſich auf einer gege: 
benen Beraden. Es foll der Ort des Durcdhfchnittspunftes der beiden 
andern Schenfel gefunden werden. 


Wir nehmen die gerade Verbindungslinie ber gegebenen Scheitelpunfte 
zur Abſciſſenachſe, und den Punft, in welchen fie von ber gegebenen Geras 
den gefchnitten wird, zum Anfangspunfte rechtwinkliger Eoorbinaten. Die 
Gleichung ber gegebenen Geraden ift alsbann 

y=h, 
wo h Lie trigonometrifche Tangente des Winkels bedeutet, welchen dieſe Ge⸗ 
rabe mit ber Berbindungslinie der Scheitelpunfte biltee. Wir bezeichnen 
ferner die Abfciffen diefer Scheitel durch a, , as , und bie Tangenten der 
Binfel durch a,, a, - 

Eind nun bie Sleichungen der beiben Schenkel dieſer Winkel, welche 

fih auf ber Linie y = hx ſchneiben follen, 

yz=n(hk—a) md 5 m,( — a,), 
fo müflen m, und m, ſolche Werthe haben, daß man für x und y bieſel⸗ 
ben Werthe erhält, man mag nun biefe Größen aus y=hx und ber erften 
Gleichung ober aus y==hx und ber zweiten Gleichung beftimmen. Daraus 
ergiebt fi die Relation 





——— 


m—h _m,—h 
a,ım, a,M, 
Sollen ferner die Gleichungen ber beiden andern Schenkel 
y=n(a—-a) m y=n(x—3) 
fen, fo muß ($. 6. Aufg. 8.) 
m —n, 
l-+#m,n, 


m; —N, _ u 
1-+-m,.n, ® 








= co, und 
ſeyn, woraus 
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n, ta, 
l— cn, 
folgt. Diefe Ausdrücke, in- die obige Bebingungsgleichung fubftituirt, geben 
Adobe —h Atem —h 
an, ta) . * aa(n, œ,) 
Aus den Gleichungen der zuletzt genannten beiden Schenkel, deren Durch⸗ 
ſchnittspunkt geſucht wird, erhaͤlt man aber 


= — > Da = Fr 
und, wenn man diefe Ausdrücke in bie vorige Gleichung feßt, 
A1l+ahly—hb—ea)x—a) _ l+ah)y— bee) 
a[lyt+e(x—a)] = a[y-+a,(x— 2,)] 
sder, nach Wegfchaffung ber Nenner, 
sy ta a tillHahy— head 
\ = atytaı—a,)} (Ataldy ha} ! 
als die Gleichung für den gefuchten Ort, der, wie man fieht, im Allgemeis 
nen eine Linie zweiten Grades ift. 
Da die gefundene Gleichung befriedigt wird, wenn man y=0 unb 
x=a,, und wenn man y=0. und x=a, fest, fo folgt, baß die Curve 


n,+a; 
1 — Gola 





nm, = und m, = 








' 


durch bie gegebenen Scheitelpunfte beider Winkel geht. 


Aufgabe [57]. Es find vier gerade Kinien der Lage nach gege: 
ben, auf welche, von einem Punfte P aus, Perpendikel gefällt werden. 
Das DVerbälmiß des Rechteckks, welches unter zwei diefer Senfrecbten 
enthalten iſt, zu dem Kechtecke, weldhes unter den beiden übrigen ent 
balten ift, ift gegeben. Es foll der Ort des Punktes P gefunden werden. 


Es feyen 
ay+bı+1=0 ; .y+b.x+1=0; auy+bir+1=0 ; ; y+bxı+1=0 


die Gleichungen der vier gegebenen Geraden in rechttwinfligen Coorbinaten, 

und 1L:n bag gegebene Verhältniß des Nechteckg, toelches unter den Senf: 

rechten enthalten ift, die vom Punkte xy auf bie erften beiden Geraden ges 

fällt werden, zu dem Rechtecke enthalten unter den Senfrechten, die bon 

demfelben Punkte xy auf bie legten beiden Geraden herabgelaffen werben. 
Da nun diefe Senfrechten refpective durch 
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—— — ‚ ay/t+rbx tl ay+rbı+l 
uägesrücht ’ ind ($. 7. h 6. ), fo hat man 





rbs4NMaytbat)D _ + ay+br+t) 
Va?+b?Va?+b? Va+b?Vaarb? ' 
VarbrVrtb 0 — 


oder, wenn man den Ausbruck durch — 2 bezeichnet, 


n/a’ +b} Va} ’+b) 
ay+b,x-+-1)a.y-+bı+ Dr ay-rbich IXay+bxı+1l) = -0 f 
weiches alfo die Gleichung des gefuchten Ortes if. Diefer Ort ift fomit 
im Allgemeinen eine Linie zweiten Grades, welche durch die Punkte geht, in 
denen fich Die Ifte u. Zte, bie Ifte u. Ate, bie 2te u. Zte, die 2te u. Ate 
gegebene Gerade fchneiden; denn bie gefundene Gleichung ift vom zwei⸗ 
tm Grade und wird befriedigt von benjenigen Werthen von x und y, 
welche den Gleichungen eines jeben Paares der eben genannten Geraden ge: 
unsthun. 

Man kann leicht einfehen, daß, wenn von P aus nach den gegebenen 
Emim vier Gerade gegogen werden, bie fie unter gegebenen Winkeln fchneis 
dm, und welche Gerade eine folche Größe haben, daß das Rechteck unter 
weien von ihnen dem Nechtecke unter den beiden übrigen gleich iſt, der Ort 
bed Punktes P ebenfalls eine Linie zweiten Grades fenn werde. Hieraus 
kam man bie Beantwortung ber, in der folgenden ‘Aufgabe enthaltenen, 

grage ohne Weiteres ableiten; wir werden dieſe Aufgabe aber Direct löfen. 


Aufgabe [58]. Es find vier gerade Linien der Lage nach gege: 


ben. Man foll den Ort des Punktes P finden, der fo liegt, daß die, 
von ihm aus einer gegebenen Rıbrung parallel gezogene, Gerade, welche 
die vier gegebenen Linien in A,B,C,D ſchneiden möge, dergeſtalt ge: 
theilt wird, Daß man babe PAxPB : PCxPD = l:m, wo m eine gege: 
bene dahl bedeutet. 


Wir nehmen bie rechtwinfligen Eoorbinaten fo an, daß die Abſciſſen⸗ 
ahfe der gegebenen Richtung parallel fey, und in Beziehung auf ein folches 
Cordinatenſyſtem feyen 

=ax+b ;y=ax+b ; y=aıt+b, ; y= ab, 
die Sleichungen ber gegebenen geraden Linien. IR nun 
10 
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6. 34. 
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Daß die Gleichung (4) vom zweiten Grabe ift, erhellet aus ber bloßen 
Anficht, und daß die Curve durch die genannten Punkte geht, folge daraus, 
baß die Gleichung (4) von denjenigen Werthen von x und y befriedigt 
wird, welche einem ber folgenden Syſteme 

1] 

) 


M 0), (M=0) , (N= N . AN 
pe) Bu Pop SE ze Pape do 
Es fann aber A immer fo beflimmt twerben, daß bie durch bie Glei⸗ 


Genuͤge leiften. 

hung (4) ausgedruͤckte Curve noch durch einen gegebenen fünften Punkt 
geht. Denn fegt man die Coorbinaten dieſes gegebenen Punktes für x und 
y in bie Sleihung (4), fo erhält man zur Beſtimmung von A eine 
Gleichung, welche, in Beziehung auf A, offenbar nur vom erfien Grabe ift, 
und alfo für dieſe Größe immer einen reellen Werth giebt. 

Welche Linie zweiten Grades es auch feyn mag, bie durch die genann- 
ten vier Durchfchnittepunfte geht, fo kann ihre Gleichung immer durch 
MN-FAPQ = 0 ausgebrüdt werben. Denn nimmt man irgend einen 
Punkt diefer Curve und beſtimmt A fo, daß bie genannte Gleichung bie 
Curve ausdrückt, welche durch diefen fünften Punkt geht, fo wird fie auch 
bie Gleichung jener Linie zweiten Grades feyn, und zwar deshalb, weil durch 
fünf Punkte nur eine folche Eurve möglich, if. 


Vermittelſt biefer Art eine Linie ztweiten Grabe, bie vier beftimmte 


Punfte enthält, auszubrüden, laſſen fich viele Säge auf eine fehr einfache 


Art beiweifen. 

Lehrſatz [12]. Wenn man in eine Linie zweiten Grades ein 
Viereck einfchreibt, und von einem Punkte der Eurve Perpendikfel auf 
deffen Seiten fälle, fo ift das Verbältniß des Productes der beiden Pers 
pendifel, welche auf die Seiten des geraden Ranges gefällt find, zu 
dem Producte der beiden Perpendikel, welche auf die Seiten des um 
geraden Ranges bersbgelaffen find, ein conftantes, d. b. immer daffelbe, 
wo auch der Punkt auf der Eurve genommen feyn mag. . 


Es fyen M = 0 und N = 0 die Sleichungen der Seiten bed geras 
den, P = 0 und Q = 0 die Sleichungen ber Eeiten ungeraben Ranges, 
wo M, N, P, Q bie oben angegebenen Bedeutungen haben. Die Linie 
zweiten Grades, in welcher, das Viereck eingefchrieben tft, laßt fi) bann 
durch die Gleichung 
MN+/POQ = 0 (4) 
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ausdruͤcken. Nun ift, wenn man bie Perpenbifel, welche von einem Punkte 6. 34. 
ss auf die vier Geraden M=0 , N=0,P=0,0=0 gefällt werben 
finnen, refpective durch m, n, p, q bezeichnet ($. 7. Aufg. 12.), 


a _M_. N PP ,..__%_ 
u Via) g — Ya 3 P = Via! I Vi+a? j 


gür bie Punfte xy, welche auf ber Eurve (4) liegen, findet aber zwiſchen 
M,N,P und Q bie durch bie Gleichung (4) ausgebrückte Relation Statt. 
Eliminirt man alfo vermittelft der legten Gleichungen bie vier eben genann⸗ 
ten Ausdruͤcke, ſo kommt 


Vi -Taꝰ . VI TA. im I+a?.Virar.pg 
ober 
mn : pq = A/l+a?.Yl+a? : Yi-+a?.Vi+a). 
Da nun dag legte Verhaͤltniß fich nicht ändert, fo lange bie Curve und bie 
Geraden biefelben bleiben, fo ift auch das erſte Verhaͤltniß conftant. 


Man fieht leicht ein, daß nicht nur die Perpendikel, fondern auch bie 
Geraben, welche, von einem Punkte ber Curve nach den Seiten des Vier: 
ccks gejogen, biefe unter gegebenen Winfeln treffen, ähnliche Verhaͤltniſſe 
bilden. (Vergl. vor. $. Aufg. 57.) 


Lebrfan [13]. Wenn man in eine Linie zweiten Grades belies 
big viele Vierede einfchreibt, deren drei erfte Seiten durch diefelben 
drei fefte, in gerader Kinie liegende, Punkte geben, fo Beben die vierten 
Seiten aller diefer Vierede durch einen und denfelben, in der naͤmli⸗ 
ben geraden Linie liegenden, Punkt. 


Diefer Sag laͤßt ſich aus dem vorhergehenden ableiten; er kann aber 
much wie folgt betviefen werben. 
Es ſey 
y?-+-Bıy-+-Cr’-+-Dy-+Ex-+-F = 0 (5) 
die Gleichung der Linie zweiten Grades und zwar auf ein Coordinatenſyſtem 
bejogen, deſſen ODrbinatenachfe durch bie drei gegebenen Punkte geht, und es 
ſchen b,, b,, b, die Ordinaten dieſer Punfte. 
Ä Die Gleichungen der vier Seiten eines eingefchriebenen Vierecks, von 
wvelchen bie brei erften durch die genannten drei Punfte gehen, find burch 
die Gleichungen 


J-aıx-b,=0; y-aa-b,=0; ; y-ası—b=0 ; y-ax-ß=0 
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6.34. auszudruͤcken, und bie Curve (5) als eine Linie zweiten Grades, welche 
durch die Punkte geht, in welchen bie erfie und britte jener Geraden von 
der zweiten und vierten gefchnitten wird, kann demnach auch unter der Form 
(—ax—b)(y—ax—b) + y— x —b)(y—ax—Pf) =0 (6) 
Dargeftellt werden. Da nun aber die Gleichungen (5) und (6) identiſch 
feyn müffen, fo werben folgende fünf Gleichungen 

(1+))B = —(a,+a)—AMayrra,) ; (L+I)C = aus tie, 5; 
(1+4)D = —(b\+b,)—-Ab,+f) ; A+YJE= —A 
(1+4)F = b,b,+4b,£ 
zwifchen den fech8 Größen &,, &2, @ 7%, A, A Statt finden, fo daß, wenn 
einer dieſer Größen, 5. DB. den a,, ein beftimmter Werth beigelegt wird, 
die übrigen fünf Größen ebenfalls beftimmte Werthe erhalten, was damit 
übereinftimmt, ba, wenn man bie erfie‘ Seite eines einzufchreibenden Vier 
ecks, deffen drei erfie Seiten durch beftimmte Punkte gehen follen, befiimmt 
hat, die drei übrigen Seiten daburd) ebenfalls befiimmt find. Wenn man 
nun aber A zwiſchen ber dritten und fünften Gleichung eliminiert, fo kommt 
bb - BR +b, + +bı +b+DIF—bP) = 0, 

eine Gleichung, bie in Beziehung auf 4 vom erften Grabe ift, und aus wel 
cher diefe Größe einen einzigen beftimmten Werth erhält, der, wie man fieht, 
nur von den, ald gegeben zu betrachtenden, Größen D, F, b,, b., bs ab: 
hängt. Diefer Werth von 4 ift alfo von a,, a, oder w, gang unabhängig, 
und bleibt immer derfelbe, welchen Werth man auch ber einen, beliebig ans 
zunehmenden, Größe, 5. B. a, , beilegen mag. Es ift aber 4 die Ordinate 
des Punktes, in welchem bie vierte Seite bed Vierecks bie Orbinatenachfe 
ſchneidet, meil die Gleichung diefer vierten Seite für x=0 y=Pß giebt; 
folglich fchneidet die vierte Seite des Vierecks die Ordinatenachſe, d. i. die 

Gerade, welche die drei feften Punfte enthält, immer in demfelben Punkte. 


Lehrſatz [14]. Wenn man in eine Linie zweiten Brades belie 
big viele Vierecke einfchreibt, deren drei erſte Seiten dreien gegebenen 
feften Richtungen parallel find, fo find auch die vierten Seiten einer 
unveränderlichen Richtung parallel. 


Diefer Satz laͤßt fich wie der vorige erweifen; wir werben deshalb ben 
Beweis nur anbeuten. 

Es fey wieder | | 
y’+-Bıy+Cr-+-Dy+-Ex+F = 0 (5) 
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die Gleichung der Linie zweiten Grades auf ein beliebiges Coorbinatenfuftem 6. 34.. 
bogen, und y aix; y=aX ; y=asx drei, durch den Anfangspunfe 
ber Eoorbinaten den gegebenen Richtungen parallel laufende Gerade. Die vier 
Seiten des Vierecks, von welchen bie drei erften biefen Richtungen parallel 
find, werben alsdann durch bie Gleichungen 
Jaı-d,=0; y-ax—f,=0; y-ax—-, =0; > y-or-ß, =0 
ausgedruͤckt werben koͤmen; und die Gleichung (5) wird auch unter der 
som 

(y-ax-P) Ja) try 2X -P,)(y-ax—P,) — 0 (7) 
darzuſtellen feyn. Das Identificiren ber Gleichungen (5) und (7) giebt 
um fünf Melationen für die unbeftimmten Größen Pi Barßsı far und A, 
von welchen bie beiben erften, nämlich 

l-FI)B = — (a, +2,)— a, ta) ; (IMC = aias +Aa0 ı 
durh Elimination von A, die Gleichung 
(123 - C)B+23+e)+(a +3: +B)(C— ac) = 0 

gen. Aug Liefer Gleichung erhält © einen einzigen von 9., Aa, ds unab⸗ 
hängigen Werth, und daher iſt Die vierte Seite immer einer unveränberli- 
hen Richtung parallel. 


Aus den beiben vorigen Sägen läßt fich ber folgende bereiten. 

Lebrfan [15]. Wenn man in eine Linie zweiten Brades belie: 
big viele Polygone von einer und derfelben geraden Anzahl (2u) Seis 
sen einfchreibt, fo aber, daß die erſten (2n—1) Seiten durch eben ſo 
viele, in gerader Linie liegende, felte Punkte geben (oder eben fo vie: 
ken unveränderlichen Richtungen parallel find); fo werden auch die ler: 
ten Seiten aller diefer Vielecke durch einen feften, in derfelben Geraden 
Leäenden, Puntt geben (oder einer unveränderliben Richtung paral⸗ 
ſeyn). 


Denn betrachtet man zunaͤchſt nur eingeſchriebene Sechsecke, und zieht 
darin die Diagonalen, welche mit den ſechſten Seiten keinen Endpunkt ge⸗ 
mein haben, fo bilden fie mit den 2ten, 3ten und Aten Seiten Vierecke, 
im welchen brei Seiten durch brei feſte, in gerader Linie liegende, Punkte 
gehen (ober drei gegebenen Nichtungen parallel find); daher werben biefe 
Diagonalen, als vierte Seiten ber Vierecke durch einen feften Punkt der Gera⸗ 
den gehen (oder einer unveränderlichen Richtung parallel ſeyn). Diefe Die; 
gonalen bilden aber auch mit den Aften, dien und Gten Seiten Vierecke, in 
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5. 34. welchen drei Seiten, nämlich die Diagonalen, wie eben betviefen, bie IMen - 
und 5ten Seiten, wie vorausgefeßt, burch drei fefte, mit den früher genann; 
ten in gerader Linie liegende, Punkte gehen (ober gegebenen Richtungen pas 
rallel find). Es werben alfo auch die vierten Seiten dieſer Vierecke ober, 
mag daffelbe ift, bie fechften Seiten ber Sechsecke durch einen feften, mit 
den fünf andern in gerader Linie liegenden, Punkt geben (ober einer unver: 
änderlihen Richtung parallel feyn). 

Auf dieſelbe Weiſe wie hier aus dem, für das Viereck bewieſenen, Satze 
derfelbe Sat für das Sechseck abgeleitet worden, fann er aus biefem für 
das Achteck u. f. f. erwiefen werden. 


L.ebrfan [16]. Wenn man in eine Linie zweiten Brades ein 
Sechseck einfchreibt und die einander gegenüberfiebenden Seiten bis 
zu ihren Durchfchnitten verlängert, fo liegen diefe drei Durchſchnitts⸗ 
punfte in gerader Linie. 

Wir bezeichnen die Gleichungen zweier beliebig gewählten, fich gegen: 
überfichenden Seiten des Sechsecks durch 

M=0 mM N=60, (8) 
und bie Gleichungen der beiden Diagonalen, welche bie Endpunfte diefer 
Seiten verbinden, durch 

P=-0 m Q0=90. - (9) 
Da nun diefe Diagonalen die genannten Seiten auf der Eurve fchneiden, fo 
wird die Gleichung biefer Linie zweiten Grades unter der Form 

MN-HiPQ = 0 | (10) 
dargeftellt werden fünnen. 

Was nun erfiend bie beiden Seiten des Sechsecks betrifft, die reſpective 
durch die Durchſchnitte von M=0 und P=0 und von N=0O und 
Q=0 gehen; fo wird jede Gerade, die ben erftern Durchfchnittspunft ent: 


hält, durch 

hM+iP =0, cu): 
und jede Gerade, bie ben letztern Durchichnittspunft enchält, durch 

kN-+HhQ = 0 (12) 


ausgedruͤckt werben fönnen ($. 9.), in welchen Gleichungen h und k sivei 
willkuͤhrliche conſtante Factoren bedeuten. Wenn aber biefe Geraden zwei, 
fi) auf ber Eurve fchneidende, Seiten bed Sechsecks feyn follen, werben bie 
Eonftanten h und k nicht mehr von einander unabhängig feyn; denn eli- 
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winirt man k zwiſchen (11) und (12), fo fommt —kMN-+-APQ = 0, 
und diefe Gleichung gehört einer Curve an, auf welcher fich die Gerade 
(11) und (12) fchneiden (weil die Werthe vonxu.y, welche kN—=—hQ 


md zugleich M— — 2p machen, biefe Gleichung befriedigen). Da nun 


die Gleichung eine Linie zweiten Grades ausdruͤckt, welche nur dann mit 
der Curve (10) zufammenfällt, wenn —k = 1 ift, fo find es bie Glei⸗ 
changen 
IM+P=0, 
N—h0 =60, 
durch welche die beiden in Rede ſtehenden Seiten des Sechsecks ausge: 
draft werben muͤſſen. 

Auf dieſelbe Weiſe findet man, daß die beiden Seiten bed Sechsecks, 
welhe refpective durch die Durchfchnitte von M=0 und Q=0, und von 
N=0 und P=0 gehen, durch die Gleichungen 

h|H"+/Q =D, 
N—ıhP = 0 
ausndruͤcken find. 

Die drei Paare ſich gegenüberfiehender, Seiten find demnach durch fol: 
ende — 


M= IM+iP—= 0 . [u +30 — H 
No N—hP = 0/f ’ N—-IQO =0 
darzuſtellen. Die Coorbinaten bee Durchſchnittspunktes eines jeden dieſer 
Einim: Paare befriedigen aber die Gleichung 

hhM+AN —=0, . (13) 
weil die Werthe von M und N, welche ein jebes Gleichungsſyſtem giebt, 
hiefe Gleichung (13) befriedigen. Es liegen folglich die Durchfchnittspunfte 
in ber Linie (13), welche, wie man ficht, eine Gerade ift. 


Aus diefem Satze vom eingefchriebenen Sechseck, welcher gewöhnlich 
der Bascal’fche genannt wird, läßt fich eine Menge anderer Säge ablei- 
tn, wobei wir aber nicht verweilen fünnen. Indeſſen darf nicht unbemerkt 
beiben, daß biefelben ſechs Punkte einer Linie zweiten Grades die Eckpunkte 
von ſechzig eingefchriebenen Sechsecken feyn können. 


Aufgabe [60]. Ks find vier Punkte gegeben; man foll den Ort 


5. 34. 
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8.34. der Mittelpunfte aller Linien zweiten Grades, welche Durch die gege: 
benen Punkte gelegt werden Eönnen, finden. 


Man nehme die Verbindungslinie von zwei ber gegebenen Punkte zur 
Abfeiffenachfe und die Verbindungslinie ber beiden andern Punkte zur Or- 
dinatenachfe. Nennt man nun bie Abfciffen der beiden, in der Abfciffenachfe 
liegenden Punkte « und a’, die Drbinaten ber beiden, in ber Drdinatenachfe 
liegenden, A und 2’; fo hat man zur Beflimmung ber Eoeffieienten ber 
Gleichung 

ayꝰ 4 25y cxꝰ +2dy+2estf—=0, 
einer Linie zweiten Grades, welche durch die vier gegebenen Punkte geht 
(Aufg. 59.), folgende vier Gleichungen 
aß 2d0 ; Arte Hf—=0; 
42424920 3 HG, 
und zur Beſtimmung der Coordinaten des Mittelpunktes der Curve, wenn 
diefe Durch x, y bezeichnet werben ($. 29. ©. 7, 8), 
ay+bs+rd=0 ; by+ax+te=0. 
Eliminirt man zunaͤchſt a und d zwiſchen den Drei, auf der linken Seite 
fiedenden Gleichungen, ferner c und e zwiſchen ben brei auf ber rechten 
Seite befindlichen; fo kommt 


Ar — FF HAH=O ; Maaby+fix— (a He)f—=0, 
aus welchen beiden Gleichungen durch Elimination von b oder f 
BBs{ıı—(Ha)} = aa'yf2y— (Mt 
als Gleichung des gefuchten Ortes hervorgeht, der alfo, mie man fieht, eine 
Linie zweiten Grades ift. 
Die gefundene Gleichung wirb befriedigt, wenn man 


x = 0 x = 0 x = Ude) 
2, * 0} oder F = KH ber 2, = 4®’+ 9) 
feßt. Die Curve geht demnach 1) durch den Anfangspunkt ber Eoorbina- 
ten, alfo, ba auch bie andern Verbindungslinien ber gegebenen Punkte häts 
ten zu Coordinatenachfen genommen werben fünnen, durd) die Durchfchnitte- 
punkte der gegenüberfiehenten Seiten und ber beiden Diagonalen be, durch 
die vier gegebenen Punkte beftimmten, Vierecks; fie geht 2) durch ben Hals 
birunggpunft der Entfernung zwiſchen zwei von ben gegebenen Punkten, 
alfo durch die ſechs Halbirungspunfte ber vier Seiten unb ber beiden Dias 
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gonalen bes genannten Bieredid; und fie geht 3) durch den Durchſchnitts⸗ 
punft zweier Geraden, von welchen bie eine durch den Halbirungspunft ber 
Entfernung der, in der Abfeiffenachfe Tiegenden, Punkte ber Drdinatenachfe 
parallel gezogen ift, und die andere, durch die Mitte der Entfernung ber, in 
der DOrbinatenachfe liegenden, Punkte der Abſciſſenachſe parallel läuft; fie 
gebt folglich durch die zwei Punkte, in welchen ſich bie Geraden ſchneiden, 
bie gegenuͤberſtehenden Seiten bed Vierecks parallel durch die Halbirungs⸗ 
punfte derfelben gezogen find, und durch den Durchfchnitt zweier Geraden, 
welche den Diagonalen parallel durch deren Halbirungspunfte gehen. 


Der Mittelpunkt des Ortes der Mittelpunfte wird leicht aufgefunden; 
denn bringt man bie Gleichung dieſes Ortes auf bie Form 
ac’ — BP? — za +-A)y+3Pßa Hre)x =0, 
fo erhalt man bie Coordinaten des Mittelpunftes ($. 29. $. 12.) 
r=i(@+te) ; P=iP'+M. 
Diefer Punkt ift demnach die Mitte der Entfernung ber Halbirungspunfte 
zweier gegemüberftehenden Seiten des, durch bie vier gegebenen Punkte be 
ſtimmten, Vierecks. 


Aufgabe [61]. Man ſoll den Ort der Mittelpunkte aller gleich⸗ 
ſeitigen »Syperbeln finden, welche durch drei gegebene Punkte geben. 


Wir nehmen einen ber gegebenen Punkte zum Anfangspunfte, und bie 


beiden Geraden, welche von ihm aus nach den Heiden übrigen Punkten ger 


jogen werben fünnen, zu Eoorbinatenachfen. Nennen wir bie Abfeiffe bes, 
ia der Abfeiffenachfe liegenden, Punktes a’, und die Ordinate bed, in ber 
Drdinatenachfe befindlichen 2’, fo haben wir zur Beflimmung der Eoeffis 
dienten der Gleichung 

ay’+2bıy + +2dy+2erf=0, 
einer Linie zweiten Grades, welche durch die drei gegebenen Punkte gehen 
ſoll (Aufg. 59.), folgende drei Gleichungen 

f=0 ; PH H=O ; ri H+—=O, 
von welchen die erfte die beiben legten fogleich auf 
af’ r2d =.0 ; ee r2e = 0 

reducirt, und zur Beſtimmung der Eoorbinaten bes Mittelpunktes haben 
wir ($. 29. &. 7, 8) 

ay+ık+d=0 ; by+-atrem=0. 


6. 34 
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6.34. Die Elimination von d und e zwiſchen dieſen vier Gleichungen giebt 
Qy—P)ya+2ıb =0 ; (lx—e)c+2yb =0, 
und wenn mir zwiſchen biefen beiden legten Gleichungen und der Bedin⸗ 
gungsgleichung 
a—2beoscere =0, 
die erfüllt werden muß, wenn bie Curve eine gleichfeitige Hyperbel feyn fol 
($. 29. G. 28.), a und c eliminiren, fo fommt 
2y?-+-Axy cosa + 2x?—(#'+20'cose)y—(a’+2ß'cosa)s+a'f'cose =0;, 
als die Gleichung bes gefuchten Ortes. Es gehört aber dieſe Gleichung 
einem Kreife an, ber durch tie Halbirungspunfte bed Dreiecks gebt, deſſen 
Eckpunkte die gegebenen drei Punkte find; denn vergleicht man fie mit ber 
Sleihung (1) dee §. 29., f iſt =2,b = 2cose ,c = 2, alfo 
a — c und b = acosa , weldyes bie Bebingungen waren, unter welchen 
die Gleichung einen Kreis ausdruͤckte; und fegt man 
1 Jo x—=0 x = 1a 
1-0 } oder air oder var 

fo wird bie Gleichung befriedigt. 

Durch die Löfung diefer Aufgabe ift zugleich der folgende Sat bewieſen. 

Schreibt man in eine gleichfeitige Hpperbel irgend ein 
Dreied ein, balbirt die Seiten beffelben und legt durch die 
Halbirungspunfte einen Kreig, fo geht diefer durch ben Mit: 
telpunft der Curve. 


35. 

Eine gerade Linie fchneidet eine Linie zweiten Grades im Allgemeinen 
in zwei Punkten, deren Eoordinaten, ba fie ſowohl die Gleichung der Ge 
raden als die der Curve befriedigen muͤſſen, durch Entwickelung der Werte 
von x und y aus ben Gleichungen ber beiben Linien gefunden werben koͤn⸗ 
nen. Sind bie beiden Werthe von x, welche man, nach der Elimination 
von y, findet, reell, fo find die Werthe von y ebenfalls reell, weil zwiſchen 
x und y eine Gleichung vom erften Grade, die ber geraden Linie nämlich, 
Statt findet; und dann eriftiren zwei Durchfchnittgpunfte. Sind aber jene 
Werthe von x imagindr, fo find, aus dem angeführten Grunde, bie Werthe 
von y ebenfalls imagindr, und dann eriftirt fein Durchfchnittspunfe. Iſt 
von ben beiden Werthen von x einer unendlich, ber andere aber endlich, fo 
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eikirt nur ein Durchfchnittdpunft, ein zweiter liegt in unenblicher Entfer: 
mng vom Anfangspunfte ber Coorbinaten. (Dies findet bei ber Hyperbel 
Statt, wenn bie Gerade einer Afymptote parallel ift ($. 29.), und derfelbe 
Sal tritt bei ber Parabel ein, wenn die Gerabe ber Achfe parallel ober, 
mit andern Worten, wenn bie Gerabe ein. Durchmefier der Parabel ift.) 
Eind endlich die beiden Merthe von x einander gleich, fo find es auch die 
beiten Werthe von y, weil die Subftitution der gleichen Werthe von x in 
tie Bleihung ber geraden Linie gleiche Werthe für y giebt; und alsdann 
fallen beide Durchichnittspunfte in einen Punkt zuſammen. Die gerade 





finie heiße dann die Berührungslinie oder Tangente ber Eurve in 


diefem Punkte *). 


Aufgabe [62]. Die Gleichung einer Kinie zweiten Grades und 


die Coordinaten eines Punktes derfelben find gegeben. Man foll die 
Gleibung der Tangente in diefem Punkte finden. | 
Es ſey | 
ay’+2bıy-+ ex’ -+2dy-+?2ex+f = 0 (1) 
die gegebene Gleichung ber Curve in rechtminfligen oder fchiefwinfligen Coor⸗ 
dinaten und x’, y’ die gegebenen Coordinaten bed Punktes. 

Verlegt man ben Anfangspunft ber Coorbinaten nad) dem Punkte x’y’ 
one die Richtung der Achfen zu dndern, indem man t-rx’ flatt x, und 
u+y flatt y fegt ($. 3.), fo fommt 

a0? + 2but + ct?-++2%(ay’ +bx -+d)u+2(by'-Fex Hot = 0, (2) 
unten 
ay?+2br'y + cxX?+2dy-+2eX +f = 0 (3) 
if, weil der gegebene Punkt x'y’ in der Eurve liegt. 





*) Wenn die Gleichungen einer Linie jmeiten Grades und einer Geraden gegeben 
Ed, fo wird man, nach der Elimination von y zmwifchen dieſen Gleichungen, beurtheis 
len können, ob die Gerade die Curve berühre oder nicht. Giebt nämlich diefe Eliminas 
tim eine Gleichung in x, die zwei gleiche Wurzeln hat, fo iſt die Gerade eine Tan⸗ 
gente; giebt Diefe aber eine Gleichung, die ungleiche Wurzeln hat, fo ift fie es nicht. 
Benn aber die gegebene Gerade der Ordinatenachſe parallel iR, ihre Gleichung alfo die 
inmx=g bat, fo ſchneidet fie die Eure zwar in zwei (reellen oder imaginären) Punks 
im, die offenbar diefelbe Abfciffe haben, aber fie berührt fie im Allgemeinen nicht, weil 
die Ordinaten dieſer Punkte nicht diefelben zu ſeyn brauchens aber in diefem Falle ift 


auch feine Elimination von y nöthig oder nur möglich, um die Abfeiffen der Durch⸗ 


 Meittipmte zu beftinmen, welche vielmehr gegeben (==g) find. 


$. 35. 





6. 35. 
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Jede Gerabe, welche durch den gegebenen Punkt, d. i. durch den An⸗ 
fangspunkt der neuen Coordinaten geht, bat zur Gleichung | 
u=nt, (4) 
und eliminirt man u swifchen ben Gleichungen (2) und (4), fo erhält man 
(an? 2bn + co? +2[(ay -+br+ d)n-+(by’ +ax+elt =0, 
eine Gleichung, aus welcher t zwei Werthe erhält, von benen der eine gleich 
Null iſt, was auch n feyn mag. Sol nun aber die Gerade (4) die Curve 
berühren, fo muß der andere Werth von t dem erften gleich, alfo ebenfalls 
Null feyn, was nur Statt findet, wenn 
(ay +brX don +by'+cx-re = 0 
ift, woraus man n beftimmen fann, und wenn man den Werth in bie Blei: 
hung (4) fegt, 
(ay Phx qhu (y Ha teöt=0,., 
als Gleichung der Beruͤhrungslinie in Beziehung auf das neue Coordinaten⸗ 
ſyſtem, erhaͤlt. Subſtituirt man hierin, um wieder zu den alten Achſen zu⸗ 
ruͤckzukehren, x — x für t und y—y' für u, fo fommt 
(ay+bX+d)y-H(by-+cx re) — (ay?-+2br'y+-cx”-dy-te)=0, 
oder, weil, in Solge von (3), — (ay?+2bx'y-+ cx”) = 2dy-+2er-+f, 
(ayrbi+dy+by He restdy ter +f=0, (5) 
welches die verlangte Gleichung if. 
Für die, auf ihre Achfen oder Durchmeffer bezogenen, Gleichungen ber 
Darabel, Ellipfe und Hyperbel nimme die Gleichung der Tangente in einem 
Dunfte xy’ folgende Formen an: 
für die Parabel, deren Gleichung y’ — px ifl, 


yy=ıPpa+x), | (6) 
für die Ellipfe, deren Gleichung ay?-+-b?r? = a?b? if, 
 aayybirx ab? , ut) 
fr bie Hyperbel, deren Gleichung ay?—b’r? = —.a?b? iſt, 
ayy—b’r = —a’b?. (8) 


Die Senfrechte auf ber Tangente in ihrem Berührungspunfte p wird 
die Normale im Punfte p genannt. Insbeſondere heißen die Stücke ber 
Tangente und Normale, welche von dem Berührungspunfte und ber Abfeifs 
fenachfe begrenzt werden, Tangente und Normale dei Punktes p. Die 
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Stuͤcke der Abfeiffenachfe, welche von der Ordinate einerfeitS und von der S. 35. 


Tangente und Normale anbererfeitd begrenzt werben, heißen & ubta ngente 
md Subnormale. 

Aufgabe [63]. Die Ausdräde für die Längen der Tangente, 
Vormale, Subtangente und Subnormale eines Punktes der, auf ihre 
Acfen bezogenen, Ellipſe, Syperbel und Parabel 3u finden. 

Die Gleichungen der Ellipfe, Hpperbel und Parabel, auf deren Achſen 
bezogen, alfo in rechtwinkligen Eoordinaten, feyen: 

ay? bir? — at? ; Aay - hax —ab? ; y2 pr; 
fo hat man für bie Gleichungen der Berührungslinie in einem Punkte x'y’ 
tiefer Eurven (vor. Aufg.) 

ayy-+-b?rx— a’b? ; ayy—b’rx = —a!b? ; yy=4p(si+ı); 
und folglich für die Gleichungen der Normale in demfelben Punkte, nach 
f 6. Aufg. 9., 


bı(y-yV)—-a’y(a-)=0 3; barly-Y)raya-r)=0; P-y)+ 2Zy(s-x)=0. 


Set man nun in biefe feche Gleichungen y= 0, fo findet fich, wenn bie 
Aüſciſſen des Durchichnittspunftes ber Tangente und Normale mit der Ab⸗ 
ſciſſenachſe refpective durch x, und x, bezeichnet twerben, 


a? " a? 





= 7 siı= 7 is =—r ; 
(a? —b?) ’ aꝰ be / 111 
— —x 3 x* Pr x 3 x =ıhPp.- 


Nun ift aber allgemein bie | 
Tangente = VyP”+-@— x)” ; Normale = VyP”?+@— x) ; 
Subtangente = x — x ; Subnormle = x —x *). 
Dader, unb weil ber Punkt x’y’ in ber Eurve liegt, bat man für die ge 
fnchten Längen folgende Ausdrücke: 


*) Die Subtangente und Subnormale liegen von der Drdinate aus nach der po⸗ 
ftigen oder negativen Seite der Abfeiffen hin, je nachdem die beiden obigen Ausdrücke 
yokrin oder negativ find. Wenn man flatt ihrer x — x, und un nimmt, fo verhält 
es Sch mit der Zage biefer Linien umgelehrt. 
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Für die Elipſe. | Sür die Hyperbel. | Sr die Pe 











2 
Subnormale — | x pP 
a?" a?y'2 a? —y” a?y"? 
Subtangente | . 7 om — ad nv —:ı 
Normale z Vaty" bis? Var b‘x” VPP+ip 


Tangente Lyayr b*x"? Say bs? |VYy”? +9” 


Steber von biefen Ausdruͤcken kann benußt werben, um bie Tangente 
und die Normale in einem Punkte ber Eurve gu conftruiren, wenn die Lage 


‚ der Achfen und die conftanten Größen, welche in den Ausdrücken vorkom⸗ 


men, befannt find. So fann man z. DB. an bie Parabel eine Tangente le 
gen, indem man von bem gegebenen Berührungspunfte eine Senfrechte auf 
die Achfe faͤllt, das Stück der Ießtern, welches von dem Fuße ber Senf: 
rechten und dem Scheitel der Curve begrenzt wird, auf der Verlängerung 
ber Achfe vom Scheitel an abfchneibet, und den fo beſtimmten Enbpunft 
diefer Verlängerung mit bem gegebenen Punkte der Parabel verbindet. Die 
Nichtigkeit diefer Eonftruction folgt aus dem Ausdruck für die Subtangente. 


Naͤchſt dieſem Ausdrucke für bie Subtangente und dem für die Subnor: 
male ber Parabel, aus welchem legtern man fieht, daß biefe Länge für alle 


ı__,R3 
Punkte ber Parabel dieſelbe ift, ift der Ausdrud - * fuͤr die Laͤnge der 


Subtangente ber Ellipſe und Hyperbel merkwuͤrdig, weil er von der Größe 
ber Fleinern ober Nebenachſe, fo mie von ber Ordinate unabhängig ift. Alle 
Ellipſen ober Hyperbeln, deren Mittelpunfte und größere ober Hauptachien 
sufammenfallen, haben daher für Punkte, deren Abfeiffen biefelben find, gleiche 
Subtangenten, was auch immer die Eleinern oder Nebenachfen für eine Größe 
baben mögen. 


Es darf übrigens nicht unbemerft gelaffen werten, baß die Form ber 
Ausdrüde für die Subtangente ber brei Curven fich nicht ändert, wenn 
diefe nicht auf die Achfen, fondern auf conjugirte Durchmeſſer bezogen werben. 





Aufgabe [64]. Von einem Punkte aus, deffen Eoordinaten gege 
ben 
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ben find, ift eine Tangente an eine Kinie zweiten Brades, deren Blei: 6. 35. 
dung ebenfalls gegeben ift, gezogen. Man foll die Coordinaten des 
Beruͤhrungspunktes finden. 
Es fen wieder . 
ay? +2bxy-+cx?-+2dy-+2eı-Hf = 0 (1) 
die gegebene Gleichung der Curve, und es feyen t, u die Coorbinaten dee 
gegebenen Punktes. Wären bie Eoorbinaten des Berührungspunftes x’, y 
lclannt, fo waͤre Die Gleichung ber Tangente (Aufg. 62.) 
@ay+bX+-dyr+by+aXteısHdYre+Hf=0; (5) 
und da fie durch den Punkt tu gehen fol, fo müffen diefe Coordinaten bie 
Gleichung befriedigen, fo daß 
(ay’-+bX + du+r-(by + Felt+dy pa rf = 0 


| (urbt+d)y -r(burct+eir--duret+f = 0 
Kon muß. Da num aber der gefuchte Berührungspunft auch in ber geges 
benen Eurve Hiegt, fo werben feine Coorbinaten nicht nur die fo eben gefun- 
| dene Sleichung, fondern auch die Gleichung diefer Eurve befriedigen. Wenn 
man alfo die Accente von den Koordinaten des gefuchten Punktes megläßt, 
ſo dat man, zur Beſtimmung diefer Coordinaten x, y, die Gleichung 


(uF-bt+-AHy+(bu-+ct+e)x+-duret+f = 0 (9) 
und die Gleichung der Curve (1), moburch bie Aufgabe gelöft ift. 


Diefe Loͤſung der Aufgabe giebt zu mehreren wichtigen Bemerkungen 
Seranlaffung. | 

Zunaͤchſt fieht man, daß von den beiden Gleichungen (1) und (9), 
welche x und y beftinnmen, die eine (1) vom zweiten, und bie andere (9) 
vom erſten Grabe ift, daß alfo im Allgemeinen entweder zwei verfchichene, 
teelle Werthe für x und y ober fein reeller Werth für biefe Größen gefunden 
wrerden wird, d. h., daf entweder zwei Tangenten ober feine Tangente von 
im gegebenen Punkte tu aus an die Curve gelegt werben fünnen. (Wir 
ſagen im Allgemeinen, denn wenn ber Punft tu auf der Curve gegeben 
waͤre, fo wuͤrden für x und y einfache reelle Werthe, nämlich t und u felbft 
gefunden werben, teil alsdann der gegebene Punkt auch ber Beruͤhrungs⸗ 

punkt und auch nur eine Tangente möglich todre.) 
Ferner leuchtet ein, daß die Gleichung (9) diejenige Gerade ausdruͤckt, 
welche die Beruͤhrungspunkte der, vom Punfte tu aus, an bie Curve geleg⸗ 

| 11 
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$. 35. ten Tangenten verbindet; denn fie muß von ben Coordinaten biefer Beruͤh⸗ 
rungspunfte befriedige werben. -Diefe Gerade wird daher, wenn zwei Tan: 
genten möglich find, die Berührungsfehne der beiden Tangenten vom Punkte 
iu genannt. 

Ferner ift erfichtlich, daß in jedem Falle, ed mögen naͤmlich von dem 
gegebenen Punkte tu aus Tangentn an bie Curve (1) gelegt werben koͤn⸗ 
nen oder nicht, die Gerade (9) als Polare des Punktes tu betrachtet wer: 
den fann, und daß bie dadurch entfiehenden reciprofen Syſteme die in $. 20. 
angegebene Lage haben; denn feßt man in bie Gleihung (3) bes $. 20. 
a, b, c u. ſ. mw. für A,B, Cu. f. w., fo erhält man bie obige Glei⸗ 
hung (9), Weil die Conftanten. in ber Gleichung (9), wenn biefe ale 
Sleihung der Polare des Punktes tu betrachtet wird, eben biejenigen Grös 
fen find, welche die Beziehung der beiden reciprofen Syſteme individualifis 
ren, wird die Linie zweiten Grades, deren Gleichung (1) diefelben Eonftans 
ten enthält, die Directrig biefer reciprofen Syſteme genannt. 

Daraus, daß bie Berührungsfehne der beiden, von einem Punkte aus 
gezogenen Tangenten als Polare dieſes Punktes betrachtet werben kann, er 
giebt fich der folgende 


L.ebrfau [17]. Wenn der Scheitel eines Winkels fich auf einer 
Geraden bewegt, während die Schenkel deffelben eine Kinie zweiten 
Grades berühren, wobei die Größe des Winkels im Allgemeinen fid 
Ändert, fo drehen fid die Berübrungsfebnen um einen und Denfelben 
Punft, den Pol jener Beraden; und umgefebrt, wenn eine Sehne einer 
Linie zweiten Grades fib um einen felten Punkt drebr, fo ſchneiden 
ſich die Tangenten in den Endpunkten der Sehne auf einer und- dev 
felben Geraden, der Polsarlinie des feften Punktes. 


Die Eoordinaten ber Brennpunfte einer auf ihre Achfen begogenen El⸗ 
lipfe, deren Sleihung a?y?-+b’x? = a?b? if, find u=0 und t—=—te, 
wo e' bie Eprcentricität bedeutet ($. 33.). Die Gleichung der Polare eined 
Punktes tu in Beziehung auf dieſe Ellipſe, d. h. wenn biefe Eurve zur Di 
rectrie genommen wird, ift 

a’uy-+-b?tx = a?b? , 
twie fid) dies aus ber Gleichung (9) ergiebt, wenn man a=a? ; b=0; 
c=b’;d=0;e=0 ud f=—.a?b? fegt. Subſtituirt man für 
t und u die genannten Coorbinaten bes Brennpunftes, fo fommt == ex = a”. 
Die Polaren der Brennpunkte ftehen alfo fenfrecht auf der größern Achſe 
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unb ſchneiden diefe in einem Punkte, deffen Abfeiffe gleich + ift; folg- 


ich ift die Polare des Brennpunftes eine Directrie der Ellipſe ($. 33. 
&. 133.). Aehnliche Refultate erhält man für die Hnperbel und Parabel. 
Daher der folgende 

FLebrfen [18]. Zieht man durch den Brennpunkt einer Linie 
zweiten Grades eine Sehne und in den Endpunkten derfelben Tangens 


ten an dieſe Curve, fo fchneiden ſich diefe letztern auf der Directrir der 
Curve. 


Bezeichnen a’, A’ die Coordinaten des Mittelpunfted der Curve (1), 


y—f' = na—oe) 
bie Gleichung eines Durchmefferd, und 
(ay+bx-+-d)n-+Hhby-Fex-tre = 0 
biejenige bes conjugirten Durchmeſſers ($. 29.). Sol der Iegtere durch ben 
Yunft tu gehen, fo muß 
(aufbt-+-d)n-+bu+rct-e = 0 | 
ſeyn; und eliminirt man m zwiſchen ber erften und legten biefer drei Glei⸗ 
ungen, fo fommt 
(urbt -d) (y— P')H(burct-re)(x—e) = 0 (10) 
als Gleichung für den conjugirten Durchmeſſer desjenigen, der durch ben 
Punkt tu geht. Da nun die beiden Sleichungen (9) und (10) offenbar 
zwei parallele Gerade ausdrücken, fo folgt: 
Die Polare eines Punktes tu in Beziehung auf eine Linie 
jweiten Grades ift dem conjugirten Durchmeffer desjenigen 
parallel, welcher burch dieſen Punkt tu gezogen werden fann. 


ſo iſt 


Aufgabe [65]. An eine Linie zweiten Brades, deren Bleichung 
gegeben ift, ift eine Tangente gezogen, die einer Geraden, deren Gleis 


chung ebenfalls gegeben ift, parallel lauft. an fol die Eoordinsten 


des Berübrungspunftes finden. 
Es fen wieder 
ay’+2bxy+cx’+2dy-H2ex+f = 0 (1) 
bie gegebene Gleichung der Eurve, und 


= nı-+-p 1 * (11) 


6. 35. 
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fen die gegebene Gleichung der Geraden. Wären die Coordinaten des Be: 
rührungspunftes x’, y’ befannt, fo wäre die Gleichung der Tangente (Aufg. 62.) 
(yhx +Hdy+hbyHateostHdytet+f=0; (5) 

und da fie der Geraden (11) parallel feyn fol, fo muß 
by'-HcXY-te 
“ ay+bX+d 
ſeyn. Da nun aber ber gefuchte Berührungspunft auch in der gegebenen 
Eurve liegt, fo werden feine Coordinaten nicht nur die fo eben gefundene 
Gleichung, fondern auch die Gleichung diefer Curve befriedigen. Wenn man 
alfo die Accente von ben Coorbinaten des gefuchten Punktes mwegläßt, fo 


=n oder (ay +be+-d)n+by'-Her-re =0 


bat man zur Beftimmung biefer Coordinaten x, y die Gleichung 


(ay+-bx+d)n+by-+cıte = 0 (12) 
und die Gleichung (1) der Curve, wodurch die Aufgabe gelöft ift. 


Man fieht, wie in der vorigen Aufgabe, daß im Allgemeinen zwei Tans 
genten an eine Linie zweiten Grades gelegt werden Fünnen, die einer gege⸗ 
benen Geraden parallel find, und daß die Gleichung (12) eine gerade Linie 
ausdrückt, bie bie beiden Berührungspunfte enthält. Diefe Berührungsfehne 
ift, tie aus $. 29. erhellet, der conjugirte Durchmeffer desjenigen, welcher 
ber gegebenen Geraden parallel if. Da nun jeber Durchmeffer der Ellipfe . 
biefe Eurve in zwei Punkten, jeder Durchmeffer der Parabel fie nur in ei- 
nem Punkte und ein Durchmefier der Hyperbel diefe Eurve in zwei Punf- 
ten oder gar nicht fehneidet; fo folgt, daß an eine Ellipfe immer zwei, an 
eine Parabel immer nur eine, und an eine Hyperbel entweder zwei ober Feine 
Tangenten gelegt werden koͤnnen, die einer gegebenen Richtung parallel find. 


$. 36. 

Folgende Säge laſſen fich leicht erweiſen. 

Kebrfag [19]. Wenn in irgend einem Punkte einer Ellipſe oder 
»yperbel eine Tangente gezogen wird, und wenn irgend Zwei conjugirte 
Durchmeffer zu Eoordinatenachfen genommen werden; fo iſt 

1) das Rechte entbalten unter der Brdingte des Beruͤhrungspunk⸗ 
tes und derjenigen Ordinate der Tangente, welche im Mittelpunfte 
der Curve errichtet wird; 

2) Das Rechteck enthalten unter den Ordinaten der Tangente, welche 
in den Endpunkten des zur Abfciffenachfe genommenen Durchmef: 
fers errichtet werden; 
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dem Üuadrate der Hälfte des zur Ordinatenachſe genommenen Durdy $. 36. 
meflers gleich. 
Es ſey 
a?y?Eh”?r? — tab” 
die Gleichung der, auf zwei conjugirte Durchmefler bezogenen, Ellipfe oder 
Hyperbel ($. 29.), worin 2a’ und 2b’ die Längen diefer Durchmeffer be: 
gichnen ($. 32.), und es ſeyen ferner x’, y’ die Coordinaten eines Punktes 
dieſer Curve; fo iſt die Gleichung der Tangente im Punkte x’y’ (vor. $.) 
a?yy-tb”x X — * ah? . 
Bezeichnet man nun bie Ordinate biefer Geraden, welche im Mittelpunfte 
ber Curve errichtet wird, durch y”, und biejenigen, welche in den Durch⸗ 
ſchnitten der Abfeiffenachfe mit ber Curve aufgerichtet werden, durch yı, Ya; 
(0 ergiebt fich aus der letzten Gleichung, wenn man darin nach einander 


ist ,se+riundı= — a» ſetzt, N 
h'? h'? a — x’ h” ꝓ 4 
==#7 ; ya ; ak ; 


woraus unmittelbar 
1) yy —=b"”, und 


2 b’*(a? — x”) Lac 
) yı = —— oder, wenn man für a’?y'? den aus ber ger 
gebenen Gleichung hergenommenen Ausdrud Eb”a?—x”?) feßt, 
Yıy., = b” 


folgt, w. 3. e. w. 


Cebrſatz [20]. Wenn in irgend einem Pankte einer Ellipſe oder 
Hyperbel eine Tangente gezogen wird, fo iſt das unter den beiden, von 
den Brennpunkten auf die Tangente gefällten, Senfrechten enthaltene 
Rechte dem Üundrste auf der Baͤlfte Der kleinern oder Nebenachſe 
gleich. 


Es ſey 
aay?tbir? — ab? 


bie Gleichung ber Ellipſe oder Hnperbel in Beziehung auf die Achſen der 

Curve und x’, y’ die Eoordinaten eines Punktes derfelben. Die Gleichung 

der Tangente in biefem Punkte ift alsdann ($. 35. ©. 7, 8) 
ayyzkb’xx — ta’? ; 

und wenn man die Perpendifel, welche von den beiden Brennpunften auf 
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$. 36. dieſe Gerade gefällt werben, durch p’ und p” bezeichnet, fo hat man, ba bie 
Coordinaten diefer Punkte refpective y„=0 , ı=e und y=0 , ı=—e 
find, ($. 7. G. 6) | 

, __ b’(we— a?) . „"__ b’@e+-a?) 

he 

b*(x"?e? — a‘) Lam: (ei 

ba! oder, wenn man für a'y”, in Solge der Gleis 

hung der Curve, (ab? — a?b?r?), und für e? feinen Werth a? bꝛ' feßt, 

| pp’ = #b? 


alfo pp’ = 


w. 4. e. w. 


$. 37. 

Aufgabe [66]. Von irgend einem Punkte aus find zwei Tangen⸗ 
ten an eine Ellipſe oder Byperbel, und zwei Gerade nach den Brenn⸗ 
punkten gezogen. Es foll 1) das Verbältniß der Winkel, welche diefe 
Geraden mit den Tangenten bilden, und 2) dns Verbältniß der Wins 
fel, weldhe eine diefer Beraden mit zwei, von dem Brennpunkte nach 
den Beruͤhrungspunkten gezogenen, Leitſtrahlen machen, gefunden 
werden. 


Es ſey | | 
a?y? +-b’y? — a2h? 
die Gleichung einer auf ihre Achfen bezogenen Ellipſe. DBezeichnet man bie 
Coordinaten der Berührungspunfkte zweier Tangenten dur) x’, y’ und x’, y, 
fo find die Gleichungen dieſer Tangenten ($. 35. ©. 7) 
ayy-b’rix = ab? (1) und a?y'y+b’%’x = a’b?. (2) 

Die Gleichungen zweier Geraden, welche durch ben Durchfchnittspunft die⸗ 
fer Zangenten gehen, find ($. 9.) 

aX(y’ + Ay)y+b2(x' + A) — (IFA )a2b? = 0, (3) 

aꝰ (y +HAy)y+b’@" Ar )x—(1-+2")ab = 0, (4) 
wo A und A” zwei noch unbeftimmte Sactoren bedeuten. Soll aber bie 
erſte dieſer Geraden ben Brennpunft, deffen Coordinaten y=0 und x=e, 
und die zweite ben Brennpunkt, beffen Eoordinaten y=0 und x= —e 
find, enthalten; fo müffen die Gleichungen (3) und (4) refpective von Dies 
fen Coorbinaten befriedigt werben, fo daß alfo 


LAN 


(—er)i-a—er=0 (5) und (Hei Ha re —=0.(6) 
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L Bezeichnet man die Winfel, welche bie Geraden (1) u. (3) und 6. 37. 
die Geraden (2) u. (4) einfchließen, burch A’ und 8", fo findet fih aus - 
den Sleichungen biefer Linien ($. 6. Aufg. 8.) 
| _ Ka?b?(x'y'—x"y') 
ER ER ' 
"__ 2'a?b?(x’y"—x'y) 
TE ARTE) | 


tan?’ __ Katy"? y’y)HbrR”?RRK”)} 
ENTE DE DEE Dre 
Da nun aber die Punkte x’y’ und x’y” in ber Ellipfe liegen, fo ift 
a?y” —+b?r" — a?h? und a?y"- —+-b?x"? 2 a?b? 5 ( 7) 
und wenn man bie Werthe von a’y” und a?y"*, melche ſich hieraus erge⸗ 
ben, in den eben gefuntenen Ausdruck fett, fo fommt, mit Nückficht darauf, 
daß ?—b’ — e? if, 
tangß' __ b’i (a — e?x"?) +-AX(aty'y"+-bir'x”) 
tangl"  bi(at — er?) HAN aryy’pbir”) 
Die Gleichungen (5) u. (6) geben aber die Nelation 
(a — erx"2)2 = (a— er’) , 
und Dadurch wird der Zähler des legten Ausdrucks dem Nenner gleich, fo 
daß alfo 
— — 1 oder tang — tangß”, folglich A’ — P" 
iſt, welches auch immer die Berührungspunfte der Tangenten feyn mögen. 
I. Die Gleichungen der beiden Leitftrahlen, welche vor dem Brenn: 
punfte, deffen Coorbinaten y=0 u. x=e, nad) ben Berührungspunften 
xy und x’y' gegogen werben, find ($. 4. Aufg. 6.) 
9). (9) 


— _J _ — 
| y = prmurel €) (8) und y= Me 


Bezeichnet man nun bie Winkel, welche die Geraden (3) und (8) und bie , 
Geraden (3) und (9) einfchließen, durch) 7 und ), fo ift ($. 6. Aufg. 8.) 
Ä — a’y? BBꝰx — b?ex’+-2.(a?y'y’+b?’xx" — b?ex”) 














— —arey’) ' 
ary'y" —+b’x'x" — b? ex’ + 2'(a? y” + b?x"2 _ b?ex”) 


a = Hey Bye) ' 
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$. 37. ‚oder, mit Nückficht auf die Gleichungen (7) und darauf, bag a —b? = e?, 
_ ba? — ex) +I(a?y’y’-+b’xx’—b?ex”) 
RR Ry—ay) ' 
tan" — ady'y"—bix'x’ — ber -+Rb?(a?— ex”) 
angyY — —a ey +-biry”+ adey’+-Ney (a ex”) " 
Sest man nun in den Ausdruck von tangy', zufolge der Gleichung (5), 
— (a— ex”) flott a — ex’, und in den Ausdruck von fangy", zufolge - 
derfelben Gleichung, — (a? — ex’) ſtatt (a — ex”)X, fo kommt, immer mit 
Ruͤckſicht auf die vorher erwähnten Gleichungen, 
ady'y"+b?rx”—a?b? n a?y'y' +b?’rx"—a’b? 
m Zee Yo BT EN TE DR ZU HERREN I t N NT I nn 
ey] 
und alfo iſt tangy = tangy', folglich auch 7 = 7". 


Zu einem gleichen Nefultate würde man auch gelangt feyn, wenn man 

\ ftatt der Winkel gwifchen den Geraden (3) u. (8) und (3) u. (9) dieje⸗ 

nigen zwiſchen den Linien (4) u. (8) und (4) u. (9) in Rechnung ge 
bracht hätte. 


Für die Hpperbel darf die Rechnung nicht von Neem angefangen 
werden, da es hinreicht, überall b? mit —b? zu vertaufchen. Das Ergeb: 
niß iſt alfo für diefe Curve das nämliche. . 


Die Säge, welche in den Reſultaten biefer Loͤſung enthalten find, lau⸗ 
ten folgendermaßen. 

1. Bon ben beiden geraden Linien, welche den Durch⸗ 
ſchnittspunkt zweier Tangenten einer Ellipfe oder Hpperbel 
mit den Brennpunften verbinden, macht die eine mit ber einen 
Tangente einen eben fo großen Winkel als die andere mit der 
andern Tangente. 

IL. Die geraden Linien, welche von einem Brennpunfte 
einer Ellipfe oder Hyperbel nah den Berührungspunften 
zweier TZangenten gezogen werden, bilden mit der, von dem» 
felben Brennpunkte nach dem Durchfchnittspunfte diefer Zans 
genten gezogenen, Geraden gleiche Winkel. 


Aus dem erfien Sage folgt ale Eorollar (wenn man nämlich von den 
beiden Tangenten bie eine fich an der Curve fo lange fortbetvegen läßt, bie 
fie mit der andern zuſammen fällt, wobei denn bie beiden Berübrungspunfte 
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mit dem Durchfchnittspunkte der Tangenten sufammenfallenb gebacht werben $. 37. 
müffen) der befannte Sag: 

In einer Ellipfe (oder Hpperbel) bilden die, von ben 
Srennpunften nah dem Berührungspunfte einer Tangente 
gtjogenen Leitſtrahlen (oder deren, VBerlängerungen) mit ber 
Tangente und Normale gleihe Winkel. 


Aufgabe [67]. Von irgend einem Punkte aus find zwei Tangen⸗ 

im an eine Parabel, eine Gerade nach dem Brennpunkte und ein Durch: 

meffer dieſer Eurve gezogen. Es foll,1) das Verhaͤltniß der Winkel, 

welche die nach dem Brennpunkte gezogene Berade und der genannte 

Durchmeſſer mir den Tangenten bilden,, und 2) das Verhaͤltniß der 

Winkel, welche diefe Berade mit den, vom Brennpunkte nach den Be: 
rührungs punẽten gezogenen, Keitffrablen macht, gefunden werden. 

Ce ſey Die, auf die Achfe der Parabel begogene, Gleichung biefer Curve 
in rechtwinkligen Coordinaten 

y2 — px. 
Bezeichnet man die Coordinaten der Beruͤhrungspunkte zweier Tangenten 
tuhxr,y’ undx”, y’, fo find die Gleichungen dieſer Tangenten ($. 35. ©. 6). 
2yy—px— px =0 (10) wb 2y’y—pı—-p"=0. (11) 
Die Gleichung einer Geraden, welche durch den Durchichnitt diefer Tangen- 
tem geht, iſt ($. 9.) 

Uy-+Ay)y—p(l-+i)yx— per”) = 0, (12) 
wo 2 einen noch unbeflimmten Sactor bebeute. Soll aber diefe Gerade 
auch durch den Brennpunkt, defien Coordinaten y=0 und 5x— Ip, achen, 
fo muß 

A -F-MprK& Fir) = 0 ober (pri Hp = 0 (13) 
ſeyn. 

J. Bezeichnet man den Winkel, welchen die Geraden (10) und (12) 
einfchließen, durch 8’, und denjenigen, welchen die Gerade (IL) mit dem 
genannten Durchmefier ober, was baffelbe ift, mit der Achfe der Parabel 
bildet, durch ”, fo findet ſich ($. 6. Aufg. 8.) 

_ 2ip(y'—y’) pP 
= app) ap 
Da nun aber, weil x'y’ ein Punkt der Parabel if, y? = px’, fo verwan⸗ 


und tangß" = 


4 


— 
Ber ” 


$. 37. 
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0 — Zpy—y) 
delt fich der erfte Ausdrud in fang" = SASFp)HAGyy’EB)' oder, 


wenn man für A den Werth aus (13) fest, in fang?’ — Pi. & iſt 


alſo 
tangſß — tangß", folglich A’ = P”, 
twelches auch immer die Berührungspunfte feyn mögen. 


I. Die Gleichungen der beiden fLeitftrahlen, welche von den Brenn 
punfte nad) den Berührungspunften x'y’ , x”y” gezogen werben, find ($. 4. 
Aufg. 6.) 


verlo-m a) m yo ip. (15) 


Bezeichnet man bie Winfel, welche von den —* 2) u. (14) und 
von ben Geraden (12) u. (15) gebildet werben, durch y' und 7", fo ift, 
mit NRüdficht auf die Gleichungen y” — px” und y” = px” ($. 6. 


Aufg. 8), 

tangy — PPptAR) HAByy Hplp—4r)] 

A 2y'(p—4x)] I 
syy.+pp— Ar) tipp) 

lang = 2y(p — 4x”) — Apy'— 2y"(p-+4x") ' 
Segt man nun in den Ausdrud von tangy', zufolge ber Gleichung (13), 
—(p+4x")2 flatt p dx, und in ben von tangy", zufolge derfelben Sleis 
hung, —(p-+4x') flatt (p Ax)A, fo fommt 

_ _Ayy—2p@+r) 

rang = 4Aa’y-'y’)+p(y’—y) 
und alfo ift tangy' = tangy" , folgli 7 = 7". 

Aus diefer Löfung ergiebt ſich demnad): 

I. Die Gerade, welche von dem Durdfchnittspunfte zweier 
Zangenten nad) dem Brennpunfte ber Parabel gezogen wirt, 
bildet mit einer biefer Tangenten einen eben fo großen Win— 
fel als der Durchmeffer mit ber andern Tangente 

1. Die Gerade, weldhe von dem Brennpunfte der Dara- 
bel nach dem Durdhfchnittspunfte gweier Tangenten gejogen 
wird, balbirt den Winkel, welchen die beiden, vom Brenn: 
punfte nach ben Berährungspunften gezogenen, Leitſtrahlen 
einfchließen. 





| n 4y'y’—2p(x+x") 
a ) ' 
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Und als Corollar: 6. 37. 
Der durch den Berührungspunft der Tangente einer Pa⸗ 

rabel nah dem Brennpunft gezogene Leitſtrahl und eine durch 

den Beruhrungspunft ber Achfe parallel laufende Gerade bil; 

ben mit ber Tangente und Normale gleiche Winkel. 


Es laͤßt ſich eine Menge anderer Süße aus den in diefem $. geivons 
nenen ableiten, worauf wir hier nicht eingehen fünnen, und nur als Bei⸗ 
ſpiel das Folgende anführen. 


Es feyen b, c, d bie Berührungepunfte von drei, an einer Linie zwei⸗ Sig. 25. 
tm Grades gelegten, Tangenten, die fich in den Punkten g, h, k ſchneiden, 
und ed ſey F ein Brennpunkt ber Curve. Dann ift, nach den aufgeführs 
m Saͤtzen, Winfel dFh = 4dFce und dFg =4dFb, folglid dAEh-+-dFg 
= XdFc+-dFb) oter hFg = 4bFc. Laͤßt man nun ben Berührungss 
punkt d fich auf der Eurve fortbemegen, waͤhrend bie Berührungspunfte b 
und c feft bleiben, fo verändert fich die Lage der Berührungslinie in d, 
folglich auch die Lage ber Durchfchnitte h, g; der Winkel bFc aber bleibt 
ungeändert, und da nun dennoch immer hFg — !bFc ift, fo folgt: 

Nimmt man dasjenige Stüd einer Tangente an einer Li: 
nie zweiten Stabes, welches von zwei andern Tangenten be— 
grenzt wirb, zur Grundlinie und einen Brennpunft der Eurve 
jum Scheitel eines Dreiecks, fo ift der Winkel am Scheitel im⸗ 
mer dberfelbe, wie auch die erfte Tangente gezogen feyn mag, 
wenn nur Die beiden andern Tangenten nicht geändert werben. 


Es fen ferner burch einen Brennpunft einer Linie zweiten Grades eine - 
Echne, und es fenen in den Enbpunften derfelben Tangenten an die Eurve 
gelegt, welche fich auf der Directrir der Curve fchneiden müffen ($. 35. 
kehrſ. 18.). Zieht man nun von dem Durchfchnittspunfte der beiden Tan: 
genten nach demſelben Brennpunfte eine Gerabe, fo wird fie mit ben beiden, 
nach den Berührungspunften gesogenen, Leitftrahlen gleiche Winfel machen, 
alfo, da dieſe eine gerade Kinie (bie gezogene Sehne) bilten, fenfrecht auf 
ber Sehne ſtehen. Da ferner ber, auf der Directrie befindliche, Durch⸗ 
ſchnittspunkt der beiden Tangenten ber Pol der Berührungsfehne ift, fo 
wird auch die Polare irgend eines Punktes diefer Sehne durch benfelben 
Punkt der Directrig gehen. Faßt man biefe Nefultate, die offenbar auch in 
der Umkehrung wahr find, zufammen, fo folgt: 


$. 37. 
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Wenn man von einem beliebigen Punkte p nach einem 
Brennpunkte einer Linie zweiten Grades eine Gerade sieht, 
und auf derfelben in demfelben Brennpunkte eine Senfredte 
errichtet, fo [hneidet diefe Die Polare des Punktes p auf der 
Direcktrir ber Curve. 


Es verurfacht feinen großen Aufwand von Rechnung, wenn man die 
fen legten Sag analytifch erweifen will. Denn wenn ein Brennpunft zum 
Anfangspunfte ber Coordinaten, und die durch ihn gesogene Achfe der Curve 
zur MNbfeiffenachfe genommen wird, fo ift die Gleichung diefer Eurve in 
rechttoinfligen Coordinaten ($. 33. ©. 3.) | 

nꝰyꝰ (1 — Dr—2g—Q?=0, 
wo —q die Abfciffe des Punktes ift, in welchem die Directrix bie Abfeif- 
fenachfe ſchneidet. Sind nun x, y’ die Coorbinaten eines beliebigen Punktes 
p , fo ift die Gleichung feiner Polarlinie, wie man aus der Gleichung (9) 
des $. 35. Teiche finder, 


Dyy+nrxı— («Hg)xHg) =0. 


Die Gleichung der, durch den Brennpunkt (Anfangspunkt der Coordinaten ) 


und den Punkt x'y’ gehenden, Geraden aber iſt xy = y'x, und folglich die⸗ 
jenige der Senfrechten im Brennpunfte 

yy„rıı =0, j 
und um den Durchſchnittspunkt dieſer Linie und der Polarlinie zu finden, 
müßte man x u. y aus den beiden Gleichungen biefer Geraben entwideln. 
Es reducirt fich aber bie erfte Gleichung vermittelt der legten auf 


try 0, 
welches die Gleichung ber Directrix ift ($. 33.), und es fehneiben ſich da⸗ 
ber beide Geraden auf diefer Linie. 


. 38. 
Aufgabe [68]. Die Schenkel eines Winkels von gegebener Größe 
berühren eine gegebene Linie zweiten Grades. Es foll der Urt des 
Scheitels gefunden werden. 


Welches auch die gegebene Linie zweiten Grades ſeyn mag, fo kann 
ihre Gleichung, wenn man eine Achfe der Eurve zur Abfciffenachfe, und de⸗ 
ren Durchfchnitt mit ber Eurve zum Anfangspunfte der Coordinaten ans 
nimmt, immer in rechtwinkligen Coordinaten durch bie Gleichung ($- 30. 
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G. 2) Ry?-+-Sr’+Tx = 0, oder, wenn man durch R bivibirt und 5. 38. 
= =m, = 2 feft durch 
y’-+mxr’+2nx = 0 (1) 
dargeſtellt werben. Es fen oͤ der gegebene Winkel. 
Sol nun eine Gerade, deren Gleichung 
y= 2aı-+rb (2) 
iR, die Curve (1) berühren, fo muß die Gleichung 
(m-F a’)? -+2(n-+ab)i-+b? = 0, 
welche das Nefultat der Elimination von y zwiſchen den Gleichungen (1) 
und (2) ift, zwei gleiche Wurzeln haben (% 35.) Damit dies Statt 
finde, muß befanntermaßen 
(n-+ab)?—b?’(n-+a?) = 0 (3) 
fen. Man bat daher mb? — 2nab-+-n? = 0 als Bedingungsgleichung 
jioiichen den Eoefficienten a und b der Gleichung y = ax-+-b, went biefe 
eine Tangente ber Eurve (1) ausdruͤcken fol *). 
Sind demnad) 
y=x+b (2) m y= aı+b x (4) 
bie Gleichungen der beiden, die Curve berührenden Schenfel des gegebenen 
Winkels, fo hat man die Bebingungsgleichungen 
mb?—2nab-+n? = 0 (5) ; mb?—2nab’+n?—=0, (6) 
und außerdem ($. 6. Aufg. 8.) 


- +) Man Tann zu derfelben Bebingungsgleichung (3) auch auf folgende Weife ge: 
langen. Sind nämlich x’,y’ die Eoordinaten des Berührungspunftes, fo ift die Gleichung 
der Tangente, wie man aus der allgemeinen Gleichung der Berührungslinie ($. 35 
©. 5) findet, wenn man fie für den gegenwärtigen Zall particularifirt, 

yy+(m-+n)-tır =0, 
uud fol diefe Sleichung mit der Gleichung (2) ibentifch feyn, fo muß 
m =a und - =b 
ſeyn. Da nun aber der Berührungspunkt x'y’ “ein Punkt der Geraven (2) fen fol, 
fo bat man auch 
y=x-+b; 
mb durch Elimination von x’ u. y’ zwifchen ben drei gulent genannten Gleichungen ers 
siebt fich die obige Bedingungsgleichung (3). 
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a—a 

l-Faa m 
Eliminirt man b und b’ zwiſchen ben Sleichungen (2) u. (5), (4) u. (6), 
fo erhält man 

(m? + 2nx)a? - 2mxyenyJa my? —n? =0, } (8) 

(mx? + 2nx)a? — 2mıy+nyJa my’ —n?=0, 
zwei Gleichungen, welche für a und a’ diefelben Ausdrücke geben, Da nun 
aber a’ nicht gleich a feyn Fann, wenn die Geraden (2) und (4) nicht pas 
rallel find, mie vorauggefegt "wird, oder, mit andern Worten, wenn ö in 
der Sleichung (7) nicht O oder nm ift; fo muß, wenn bie eine der beiden 
Wurzeln der Gleichungen (8) für a genommen wird, die andere für a’ ge 
nommen werden. Diefe Gleichungen geben nun für das Product und bag 
Quadrat der Differenz beider Wurzeln a u. a’, nad) befannten Regeln, 

aa my?’—n? An?(y?-+- mx’+-2nx) 
— mx? + 2nx (inx?-+2nx)? ‚ 

und wenn man diefe Ausdrücke in die Gleichung (7) ı oder in die aus ihr 
hervorgehende -Sleichung 


(a - a) = tang?ö(l-+aa')? 





tangd — 


und (a — a) = 


ſetzt, ſo kommt 

An(y?--mx?-+2nx) = tang’öfm(y?-Hx?)+2nox—n?}”, (9) 
welches die Gleichung des gefuchten Ortes ift. 

Wir ordnen biefe Gleichung nach y, feßen in für tangd und zur 
Abfürzung sind — p , cosd —= q; alsdbann haben wir 
m?p?y‘-+-2 {mp?(mx? -+-2nx — n?)— 2n?g?}y? » 

+ p’(mx? + 2nx — n?)? — 4n’g’(mr?’+2nx) = 0, (10) 
eine Gleichung, bie, wie man fieht, im Allgemeinen vom vierten Grade iſt. 
Es muß nun unterfucht werben, ob und wann biefe Gleichung zwei Li⸗ 
nien zweiten Grades ausdrückt. Dies wirb offenbar ber Fall feyn, wenn 
fich ihr erfter Theil in zwei Zactoren vom zweiten Grabe zerlegen läßt, die 
in Beziehung auf x und y rational find. Bezeichnet man nun die. Coeffis 
cienten von y und bag von y unabhängige Glied der Reihe nad) dur A, 
2B und C, fo ift 

Ay 2By -C 0, 
und dieſe Gleichung kann bekanntermaßen wie folgt 
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— 2__ 
My BD „VRZAC a Ay + _ VB’—AC Zac 0 


zerlegt werben. Sollen aber dieſe Factoren auch in ern auf x ra 
tional fen, fo muß Bꝰ — AC ein vollfiändiges Quadrat feyn, und feßt 
men an die Stelle von A, B, C die durch fie vertretenen Ausdruͤcke, fo 
hat man daher ald Bedingung, daß fich die Gleichung (10) in zwei ratio: 
nale Gleichungen vom zweiten Grade zerlegen laffe, wiederum die Bedin⸗ 
gang, daß der Ausdruck 
Anꝰqꝰ $m?p?(m — 1)2?-+ 2mnp?(m — 1)x-+mn?p? -+-n?g?} 

ein vollftändiged Duadrat ſey. Diefe Bebingung beficht aber, tie befannt, 
drin, daß 

entweder | ”?=0, 

oder m?n?p*(m — 1)? — m’n’p’(m— 1) (mp? +qQ?) = 0 
ſey; und daher müffen die Größen m, n, p, q fo befchaffen feyn, baf eine 
von diefen letzten Gleichungen befriedigt wird, wenn bie erwähnte Zerle⸗ 
gung möglich feyn fol. Die erfte diefer Gleichungen wird aber nur befrie 
digt, wenn n — O oder wenn ꝙ — 0O iſt, und bie zmeite Gleichung, welche 
auch m’n?p?(1 — m) (p?-+q?) = 0 ober, weil pf?-+q? = sin’d-Hcos’ö=1, 
np (1 —ım) = 0 gefchrieben werben kann, wird befriedigt, wenn m == 0, 
ober m — L, oder n—=0, oder p O ifl. Es ift demnach) die erwähnte 
Zerlegung nur möglich, wenn eine der folgenden Bedingungen 

n=0;2)p=0;3)m=1;4)m=0;Ö5)g=0 
efült wird. 

Daß die erfte Bedingung erfüllt werde, daß nämlich n=0 ſey, ift 
gegen die Worausfegung einer gegebenen Eurve; denn wenn n = 0 waͤre, 
würde bie Gleichung (1), je nachdem m pofitiv oder negativ wäre, entwe⸗ 
der einen Punkt oder zwei Gerade ausbrüden. Die zweite Bedingung, 
P=sinö—=0, giebt tangd=— 0 und rebucirt die Gleichung (9) des ge 
fühten Ortes auf bie Gleichung (1) der gegebenen Eurve, wie Died auch 
nicht anders ſeyn kann, weil für sind—U entweder d—=0 oder d—=n 
wäre, in beiden Faͤllen aber die Schenfel des Winkels nur eine gerabe Linie 
bilden würben. | 

Die dritte Bedingung, m —= 1, wird offenbar nur erfüllt, wenn bie 
gegebene Curve (1) ein Kreis iſt; dann läßt fich die Gleichung (10), wenn 
man auf die Relation pP+-q? = 1 Rüdficht nimmt, wie folgt 
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6. 38. 


1m — 
Pfr ra ED), [var +20 Varl=0an 


zerlegen, und drückt daher zwei,. dem gegebenen concenfrifche, Kreife aus. 


Der erſte Factor, gleich) Null gefeßt, giebt den Ort des Scheiteld, wenn bie 


Schenkel des Winkels 5 den gegebenen Kreis berühren; ber zweite Sactor, 
gleich Null gefeßt, giebt den Ort des Scheiteld, wenn ein Schenfel und bie 
Berlängerung des andern den gegebenen Kreis berühren. 

Wenn die vierte Bedingung, m — 0, erfüllt wird, fo ift die geges 
bene Eurve (1) eine Parabel. Die Gleichung. (10) geht dann in 

4q’y? — 4p’x?-+-4(p?-+2g”)nx — p’n? = 0 (12) 
über, welches die Gleichung einer Hyperbel ift ($. 29.). Zransformirt man 
fie, indem man ben Mittelpunfe zum Anfangspunfte nimmt, und fegt für 
p und q wieder sind und coso, fo fommt 
cosꝰo. yꝰ — sind.“ red.” —=0, 

und man fieht, baß der Aſymptotenwinkel dieſer Hyperbel gleich 25 if. 
Transformirt man aber fowohl die Gleichung ber gegebenen Curve (1), welche 
für den jegt in Rede ſtehenden Fall y’-+-2nx —= 0 ift, als bie Gleichung 


(12), indem man den Brennpunft der Parabel zum Anfangspunfte ber Coordi⸗ 


naten macht, und alfo x—4n ſtatt x feßt, fo ift die Gleichung der Parabel 


0 5) = a—n), ft 
und die Gleichung ber Hyperbel | 
Put)’ —= k—n). (13) 


Daraus fieht man, daß ein Brennpunkt und eine Divectrir ber‘ Hpperbel 
mit dem Brennpunfte und der Directrig ber Parabel zufammen fallen ($. 33.). 
Iſt außer m=0 au g=0, d. h. ift die gegebene Curve (1) eine Pa⸗ 
rabel und der Winfel ö— In, fo geht die Gleichung (13) der Hyperbel 
inx—n = 0 über, und es iſt alfo dann die Directrie der Parabel der 
Drt des Scheitels. 
Wird bloß die fünfte Bedingung, q—= 0, erfüllt, fo iſt od), 
der Winkel ö alfo ein rechte; und die Gleichung (9 ob. 10) geht in 
fn(y?+x2) ++ 20x —n2}? — 0 (14) 
über, fo daß fie zwei congruente Kreife ausbrücdt. Trangformirt man bie _ 
Gleichung ber Eurve (2) und bie Gleichung des eben gefundenen Kreifeg, 


indem man in beide x — — fiatt x feßt, fo ift 
| die 


J 
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bie Gleichung der gegebenen Eure y?-+-mr? — =0, (1) $. 38. 


die Gleichung bed gefundenen Kreiſes van n"=0, (16) 





und alfo find beide Linien durch dieſelbe Transformation auf ihren Mittelpunft 
gebracht, woraus fich ergiebt, Daß die gegebene Eurve und ber Ort des Schei- 
tels comcentrifch find. Die Quadrate der beiden halben Achſen der Surse (1) 


ſind, wie man aus der vorletzten Gleichung ficht, burdh — — und — — / und 





die Summe dieſer Quadrate alſo durch Ian ausgedrückt; dieſer Aus; 


druck ift aber zufolge ber lebten Gleichung auch der, welcher die Länge des 
Radius des gefundenen Kreifed angiebt. In dem befondern Falle, in wel 
den m = —1, brüdt die Gleichung (1) eine gleichfeitige Hyperbel, die 
Gleichung (16) aber einen Kreis, befien Radius glei) Nu, ober einen 
Punkt aus, ben Mittelpunkt der Hnperbel nämlich. Iſt m <—1, brüdt 
alfo die Gleichung (1) eine Hnperbel aus, deren Aſymptotenwinkel größer 
als ein rechter ift, fo wird ber Kreis (16) imagindr, und in ber That läßt 
ſich einer folchen Hpperbel Fein rechter. Winkel umfchreiben. 
Saffen wir alle diefe Nefultate zufammen: 


1) Der Ort des Scheitels eined Winfels von gegebener Größe, der einer | 


gegebenen Linie zweiten Grades umfchrieben ift, ift im Allgemei- 
nen feine Linie zweiten Grades. 

2) Iſt aber die gegebene Eurve ein Kreis , fo ift der Ort des Scheiteld 

- ebenfalld ein Kreis. 

3) Iſt die gegebene Eurve eine Parabel, fo ift der Ort des Scheitels 
eine Hpperbel, bie einen Brennpunft und eine Directrie mit ber Pa⸗ 
rabel gemein hat. 

4) Iſt die gegebene Curve irgend eine Linie zweiten Grades, der ums: 
fchriebene Winkel aber ein rechter, fo.ift der Ort des Scheiteld ein, 
der gegebenen Curve concentrifcher Kreis, und dad Duadrat des Ra 
ding dieſes Kreifes ift der Summe der Duabrate der halben Achfen 
der gegebenen Eurve gleich. Diefer Kreis degenerirt in eine Gerade, 
wenn bie gegebene Curve eine Parabel, in einen Punkt, wenn fie eine 
gleichfeitige Hnperbel iſt. Er Hört auf gu exiſtiren, wenn Die gege⸗ 
bene Eurve eine Hyperbel wäre, deren Aſymptotenwinkel ftumpf ift. 

12 
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6. 39. 

CLehrſatz [21]. Ks ſeyen m Gerade G,, G,,...C, und eine Linie 

zweiten Grades C gegeben. An diefer Eurve fey beliebig eine Tangente 
T, gelegt, weldye die Gerade G, in einem Punkte p, fchneiden wird; 

von p, Aus fey wieder eine Tangente T, gezogen, welche die Berade 
G, in einem Punkte p, fchneidet; von p, aus fey abermals eine Tan: 
gente T, gezogen, weldhe auf G, den Punkt p, beftimmt, und fo fort, 
bis man 3u einem Punfte p, auf G, gelangt, von weldhem ans eine 
letzte Tangente T,,, an die Eurve gelegt fey. Dieſelbe Eonftruction fey 
noch einmal gemacht, aber mit einer andern beliebigen Tangente t, ans 
gefangen, wodurch eine andere leute Tangente t,,, entfteben wird. 
Verbindet man nun den Durchſchnittspunkt P, der Tangenten T, und 
ft, mis dem Durchfchnittspunfte P,.der Tangenten t, und 'T,,, durch 
eine Berade P,P,, fo gebt diefe Verbindungslinie P,P, immer durd 
einen und Denfelben Punkt P, wie auch die erfien Tangenten. T,, t, 
gezogen feyn mögen. 

Um dieſen Sag direct zu erweiſen, verfahren wir folgendermaßen. 

Es feyen die Eoorbinaten fo gewaͤhlt, daß die Gleichung der gegebe 
nen Curve durch 

y’ Hp 2 =0 
ausgebrückt werde; und in Beziehung auf baffelbe Coordinatenſyſtem feyen 
y=hx+k 5; y=hxıtk ; ..y=hıtk, 

die Gleichungen ber gegebenen Geraden G,, G 1.6, 

Sollen nun 

y=axı+b ; y=axtb ; ..... yzma.ttrb. 
bie Gleichungen der Geraden Ty, Tar-- Ta, ſeyn, fo müffen die Conſtan⸗ 
ten berfelben gewiſſe Bedingungen erfüllen, die fich auf folgende Weiſe erge 
ben. Da fich naͤmlich dieſe Geraden auf ben gegebenen fchneiden follen, fo 
muß es möglich ſeyn, m Factoren Ay, Anı---A, fo zu beftimmen, daß bie 
m Gleichungen 
(y-ax—b,) + (ya ı-b)=0 ; (y-as-b,) + 2.(y-as—b,)=0 5; ..... 

.(ya..r—b)t1.5—aı—b,) —0 

den Gleichungen ber Geraden G,, G. ... G, identiſch werden ($. 9). Dies 
führt zu folgenden Gleichungen: 





Wr 
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+42, _ , at 4.2, — a Aa h 
IA, — A) 1-+2, — Hl 9 Ir, = m |! 
b,+A,b, _ ‚ bst+4b; R k bu. tnb, k 
1 Te hs Tg ah 


aus welchen fich, durch Elimination von A hans 2, bie folgenden Ber 
dingungsgleichungen 

h,(b, —b)—kı(a —a,) +ab—ab, = 

h,b —b)— ka —a.) +ab—ab = 


h_(b_„—b,) — Kan a) tar. — aber =0 
ergeben. Da ferner biefelben Geraden T,, Ta, -.-T,, die Curve C berüß- 


ren follen, fo muͤſſen diejenigen Gleichungen, welche durch Elimination von y 
iwifchen ihren Gleichungen unb der Gleichung der Eurve bervorgebenn gleiche 


Wurzeln haben ($. 35.). Died giebt, wenn man, ber Kürze wegen, > B = 
md — q = g feßt, die. Bedingungsgleichungen 
= br 5 Bel a = fh ut 


Ä Eliminirt man nun ai, Any +++ a4, zwiſchen dieſen letztern und ben 
werſt gefundenen Bebingungsgleihungen, fo fommt, wenn man zur Abkuͤr⸗ 


h — fk h, — fk, te 
37 =A; 0 — A, u. fm. ſetzt, 
b,—k, _ b,—k, b„—k, 
b, = ——— ; b, = —— 3 oe DH = IT IT 2 
Ab, ri Ab,+r1 Ab,+1 


Subſtituirt man jetzt den Ausdruck von b, in den von b,, das hieraus 
ſich ergebende Reſultat in den von b, u. ſ. f.; fo wirb man b,,, durch 
b, ausgebrückt haben, und zwar, wie man leicht findet, unter der Form 


| en a ‚wo c, c, u. c, Größen bedeuten, welche nur von ben, in den 


Gleichungen der Geraden Gy, Ga, ..-G, und ber Curve C vorkommenden, 


Eonfkanten abhangen, fo daß alfo b,,, = ten ober 


| 12 * 
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bb. = eb- b-e 

iſt. Hieraus ergiebt ſich nun, indem wir jetzt, groͤßerer Leichtigkeit wegen, 
m-+1 durch n bezeichnen, daß die Gleichungen ber erſten und letzten Tan⸗ 
gente T, und T,,, (ober T,), nämlich 

y=ax+b u y=ax+tb, 
durch folgende Bebingungsgleichungen 

a, = fbh +2 3 a, {b, +2 ; bb= ub—chb, +e 

1 a 
mit einander verbunden find. 
Wenn man nun die Gleichungen ber Tangenten t, und t„,, (oder t,) 


durch 
= axtpı, und y= asp, 
bezeichnet, fo find dieſe, aus gleichen Gründen, durch die Bedingungsglei⸗ 
Seen 
Ar 5 ehr 5 A are 
mit einander verbunden. 
Aus den fo eben genannten Gleichungen der Geraden T, und t, findet 
man bie Coordinaten x’y’ des Durchſchnitts P, ($. 6. Aufg. 8.) 
, bi bı—P, , _« „bı—aß, 
x .-. ST a—a | 
und aus ben Gleichungen ber Geraden t, unb T, bie Coordinaten x”y" des 
Durchſchnitts P, 
"__ ı—b, . "n a, — cab, 
.—u aa, 
oder, wenn man für a,,a,,ca, und @, ihre Werthe aus ben Bebingungss 
gleichungen fubftitwirt, 
P.bı 8b), „_ BA e(Aı+b,) 
= 3 y=- = 777, X ; y= 
— 6—-8,b. —— 8b, ° 
Segt man zur Abkürzung 
b4,—A,b=U ; br) )EV 5 Bib. AA A )=W ; 


6-1. — =N, 





U 
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fo iſt 6. 39. 
"i/=1 ; yy- eV —EW =. 

Da aber, —8 der obigen Sebingungegfeihungen, bb, = cb,—c,b,+ec 


mb AA, = ar —cPp, re if, fo hat man durch Subftitution biefer 
Ausdrücke in den von W, 


w=(-JbA—Ab)— fh, +), rb)} ı 


——— | 


folglich 
. W=(, —cJ)U—(cV, 
unb demnach 
2 _y =. ;y-y= en wi ‚ıy-ıy= m 


Die Gleichung der Geraden P,P, ift ($. 4. G. 11.) 
«— sy „”-yırıy’—ty=0,' 

oder, durch Subftitution der eben gefundenen Ausbrüde, 

Uy— I@+chV—(, - cX( —c)U—-ceV=0, 
oder auch) 

Uly-+(,— c)k+c,—c] = V[ge+cfx+gd, 
uund dieſe Gleichung wird, wie man fieht, von denjenigen Wertben von x 
und y befriedigt, welche zu gleicher Zeit den beiden Gleichungen 
rc, —)ar,—c =0 und (grefix-c = 0 

genugthun. Die Gerade P,P, geht mithin durch den Durchfchnitt der bei: 
den Geraden, welche durch dieſe letztern Gleichungen ausgebrückt werben. 
Dieeſe Sleichungen enthalten aber bie Größen a, , bi, a, Aı nicht, fondern 
einzig und allein die Eonftanten der gegebenen Geraden G, ... G, und Die 
jenigen ber Eurve C. Die beiden Geraden, die fie ausbrücden, find alſo 
immer Diefelben, wie auch bie erfien Tangenten T,, tı gezogen ſeyn mögen. 
Es ift folglich ihr Durchfchnitt P ein von ber Lage biefer Tangenten un: 
abhängiger Punkt, und es geht alfo die Gerade P,P, immer durch einen 
und denſelben Punkt P, wie auch die erſten Tangenten Tı u. tꝛ gezogen 
ſeyn mögen. 

Der ſo eben bewieſene Lehrſatz bietet ein Mittel dar, die in folgender 
Aufgabe verlangte Eonftruction gu finden. 
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Aufgabe [69]. Wine Kinie zweiten Brades und m gerade Kinien 
find gegeben. Man foll jener Curve ein Polygon von m Seiten um: 
fchreiben, deffen Eckpunkte in diefen gegebenen Beraden liegen. 


Da die Eckpunkte des Polygons in den m gegebenen Geraden liegen 
folfen, fo fann man feine Seiten als die in dem vorigen Lehrfage genann⸗ 
ten Tangenten Tı, Ta ,..-T.,, anfeben, twofern man bie legte Tangente T. 
mit der erfien T, zufammenfallend annimmt. Denkt man fich nun bie ans 
dern (m-+1) Tangenten tırtar---tuy gesogen, fo muß bie Verbindung 
linie des Durchfchnittd von T, und t,,, und des Durchfchnittd von T,,, 
und t,, d. i. von T, und t, (weil T,,, und t, zufammenfallen) durch den 
im Lehrfage genannten Punkt P gehen. Diefe Verbindungslinie ift aber die 
Seite T, des Polygons felbft; demnach muß bie. Seite des Polygons, 
welche ihre Endpunfte auf ber erſten und letzten gegebenen Geraben haben 
fol, durch den Punkt P geben. Diefer Punkt kann aber leicht gefunden 
werden, und daraus ergiebt fi) nun folgende Eonftruction. 

Man ziehe beliebig drei erfie Tangenten T,,tı, zı an bie gegebene Linie 
ztveiten Geradeg, welche bie erfte gegebene Gerade ſchneiden, und ſetze die, in 
dem vorigen kehtſat⸗ angegebene, Conſtruction fort, bis man die drei letzten 
Tangenten Torzır t Tazı erhält. Heißen nun die Durchſchnitte von T, 
und t,, zı, von t, und T,,,, von T, und z,,,, von z, und T,,, refpective 
P,, Pzı Pır Pa, ſo siehe man die Geraden P,P, und pp. , welche fich in 
einem Punkte P fchneiden mögen. Zieht man jett von P aus eine erfte 
Tangente an die gegebene Curve, und fegt die Eonftruction wie vorher fort, 
fo wird die (m-+-I)te Tangente mit der erften zufammenfallen, fo daſi man 
nur m ZTangenten bat, telche, indem fie ſich auf ben gegebenen Geraden 
fehneiden, dag verlangte Polygon bilden. 

Da man vom Punfte P aus zwei Tangenten an die Curve ziehen kann, 
ſo fuͤhrt dieſe Conſtruction im Allgemeinen zu zwei verſchiedenen Polygonen *). 


$ 40. 
Aufgabe [70]. Es find vier gerade Linien gegeben. Man fol 


— 


*) Dieſe Loſung der Aufgabe, welche durch bloßes Ziehen von geraden Linien aus⸗ 
geführt werden Tann, da die Conſtruction einer Tangente, wie ſich bald zeigen wird, nur 
das Ziehen von Geraden erheifcht, if zuerk vom Hrn. Poncelet gegeben worden. 
M. f. Traite des propriet&s projectives des figures (1822) P. 354. 
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den Ort der Mittelpunkte aller Linien zweiten Brades finden, welche 6. 40. 


von diefen vier Beraden beräbrt werden. 


Wir nehmen zwei von den gegebenen Geraden zu Coorbinatenachfen und 
bezeichnen die Gleichungen bdiefer vier Linien daher durch 


— . — . J_ x — y_ x — 
0; x=0 tal 3 tr, >=! (1) 
ay?-+2bıy-+ cr’ -+2dy-+2ex-+-f = 0 (2) 


bie Gleichung einer Linie zweiten Grades ſeyn, welche von jenen vier Gera- 
ben berührt wird, fo müflen die Gleichungen, welche durch Elimination 
son x ober von y zwiſchen einer jeden der Gleichungen (1) und ber Glei⸗ 
hung (2) bervorgeben, zwei gleiche Wurzeln haben ($. 35.) Wir erhal: 


ten daher folgende vier Bedingungsgleichungen | 
e— cl = 0 r - (3) 
@—a=0, (4) 


-+2(bd — ae)a,b ?-+2(bf— de)a,b 

+ (d’—af)b’ 
(b? — a0)a2b2+-2be — cd)a3b, + (e? — cf)a? . 
N =0, (6) 


(b’— acla?b?-+2(be —cd)a/bı + (e!— ck)a? 
N 0, (5) 


+2(bd—ae)a,b?-+2(bf— de)a,b 
| + (d’—af)b} 
und außerdem, wenn wir die Eoordinaten des Mittelpunftes der Eurve (2) 
durch x, y bezeichnen ($. 29. ©. 12.), 
b’—acdı+-(bd—ae)=0 (7) 5 (b’— ac)y-+(be—cd) = 0. (8) 
In Solge der Gleichungen (3) und (4) rebuciren fich bie Gleichungen (5) 
u. (6) auf 
(b? — ac)a,b, -+2(be — cd)a, +2(bd— ae)b, +2(bf—de) = 0, (9) 
(b? —ac)a,b, -+2(be— cd)a, + 2(bd— ae)b,-+2(bf— de) = 0 , (10) 
und fegt man hierin die Ausdrücke für (bd— ae) und (be— cd), welche 
ſich unmittelbar aus (7) u. (8) ergeben, fo fommt 
(b’— ac){2a,y-+2b,x—a,b,} —= %bf—de), 
(b?— ac)f2a,y-+2b,x—a,b,} = 2(bf—de) | 
woraus man, burch Subtraction, 
%a, —2)y-+2(b, —b,)x-+ a,b, — aib, =0 
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$. 40. als Gleichung des gefuchten Ortes findet. Diefe Gleichung, welche eine gerabe 
Linie ausdrückt, wirb befriedigt, wenn man x —=4a, und y==3b,, ferner 
wenn man x = 4a, und y==4b, fest; diefe Eoorbinaten find aber bie der 
Halbirungspunfte derjenigen Geraden, welche bie Punkte, deren Coordinaten 
sa, y=0 md s—=0,y=b, und die Punfte, deren Eoorbinaten 
s=,,y=0!ımdx=0,y=b, find, verbinden ($. 5. ©. 6.), 
ober, mit andern Worten, der Halbirungspunfte zweier Diagonalen des von 
ben gegebenen Geraden gebildeten Vierecks. Hieraus ergiebt ſich alfo, daß 
der Drt der Mittelpunfte aller Linien zweiten Grades, welche 
die Seiten eines gegebenen Viereds berühren, diejenige Ge⸗ 
rade fey, welche durch bie Halbirungspunfte der Diagonas 
len geht. 


Aus dem in diefer Löfung enthaltenen Satze laffen fich mehrere Folge⸗ 
rungen ziehen, die wir aber nur zum Theil andeuten koͤnnen. 

Zunaͤchſt ergiebt ſich daraus, daß die Verbindungslinien 
der Halbirungspunkte der Diagonalen eines Vierecks, welches 
einer Linie zweiten Grades umſchrieben iſt, durch den Mittels 
punft ber Eurve gebt. 

Ferner fieht map, daß, um den Mittelpunkt der Linie zweiten Grades 
su finden, welche fünf gegebene Geraden berühren fol, nichts weiter nöthig 
ift, alg die Verbinbungslinien der Halbirungspunfte der Diagonalerr zweier 
Vierecke zu ziehen, welche man aus zwei mal vier von ben gegebenen fünf 
Geraden bilden fann; ber Durchfchnitt diefer Verbindungslinien ift dann 
der Mittelpunft der Curve. 

Hieraus folgt, daß die fünf Verbindungslinien der Halbi:- 
rungspunfte ber Diagonalen von fünf Vierecken, welche von 
benfelben fünf Geraden gebildet werden, fich in einem und 
demfelben Punkte fchneiben. 

Nimmt man an, daß zwei von ben vier, in ber Aufgabe genannten, 
Geraden in ihrem Durchfcehnittspunfte zwei rechte Winkel machen, alfo in 
eine gerade Linie gufammenfallen, und dag demnach ein Dreieck gegeben ift, 
deffen Seiten von einer Linie zweiten Grades berührt werben follen, unb 
stvar die eine Seite in einem gegebenen Punkte (dem frühern Durchfchnitt 
der beiden jegt zufammengefallenen Geraden), fo folgt: Der Ort ber 
Mittelpunfte aller Linien zweiten Grades, welche drei geges 
bene Gerade und eine berfelben in einem gegebenen Punkte 
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berühren, ift die gerade Linie, welche den Halbirungspunft ber 6. 40. 
wiegt genannten Geraden mit dem Habbirungspunfte ber, 
von dem Durchſchnittspunkte der beiden andern Geraden nad) 
bem gegebenen Punkte gesogenen, geraden Linie verbinbet. 
Laßt man den Durchfchnittgpunft zweier von den vier genannten Ge⸗ 
sahen mit dem Durchfchnitt der beiden andern Geraden zufammen fallen, fo 
daß alfo die vier Linien Fein Viereck, fondern nur einen Winkel bilden, fo 
ehält man den Gag: Der Drt der Mittelpunfte aller Linien 
jweiten Grades, welche zwei.gegebene Geraden in gegebenen 
Yunften berühren, ift die gerade Linie, welche den Durch⸗ 
fdnitt der beiden Geraden mit bem Halbirungspunfte der 
Berbindungslinie der gegebenen Punkte verbindet. 


Aufgabe [71]. Es find drei gerade Kinien gegeben. Man foll 
den Ort der Mittelpunfte derjenigen gleichfeitigen Syperbeln finden, 
welhe von dieſen drei Beraden berührt werden. 


Wir nehmen, wie in ber vorigen Aufgabe, zwei ber gegebenen Ges 
raden zu Eoorbinatenachfen, auf welche bezogen bie Gleichung ber dritten 
Geraden 


 ı I _ 
577 —1 (1) 
ſch. Wenn nun 
ay’-+2bıy-+cxX’-+2dy-H2ex-+-f = 0 (2) 
die Bleichung einer Linie zweiten Grades ift, welche von ben gegebenen drei 
Geraden berührt wird, fo erhält man, auf dieſelbe Weife wie in der vori⸗ 
gen Aufgabe, folgende drei Bedingungsgleichungen 
e®?—f=0, (3) 
?—ıf=0, (4) 
(b?— ac)a,b, + 2(be — cd)a, -+2(bd— ae)b, +2(bf—de) = 0. (9) 
Bam aber die Eurve (2) eine gleichfeitige Hyperbel feyn fol, und ber 
Binfel, welchen die, zu Eoorbinatenachfen genommenen, Geraden einfähließen, 
Me a bezeichnet wird, fo hat man noch die Bebingungsgleichung ($. 29. 
28, 
a—2bcosco+-c=P0, . (MM 
und außerdem, wenn die Eoorbinaten bes Mittelpunktes biefer Curve durch 
x, y Öegeichnet werden ($. 29. ©. 7, 8), 
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ay+rbıxrrd=0, (12) ; by+ax-+e=0. (13) 
Eliminirt man nun fünf von ben ſechs Größen a,b,c,d,e; f zwiſchen den 
ſechs Gleichungen (3, 4, 9, 11, 12,13), fo gebt die fechfte von ſelbſt 
fort. Diefe Elimination laͤßt fich leicht ausführen, wenn man zunaͤchſt f 
zwiſchen (3) u. (4) und zwiſchen (3) u. (9), und aus ben fich ergeben; 
den Nefultaten d und e vermittelft (12) u. (13) eliminirt, wodurch man 

2y’b-+(a,b, —2a,y—2b,xı+2y)e = 0 ; ay— cr? = 0 
findet, und feßt man nun die MWerthe von b u. a, welche biefe Gleichungen 
geben, in (11), fo kommt 

y’-+2cosexy-+- x’—2a,cosey— 2b, cosax-Fa,b,cose = 0 (14) 
als Gleichung des gefuchten Ortes. 

Vergleicht man biefe Gleichung mit der allgemeinen Sorm ber Gleis 
hung zweiten Grades, wie dies im $. 31. gefchehen ift, fo hat man a=1, 
b=cos«e ,c=1,d=-—a,cose , e=—b,cose , f=a,b,cosa. 
Da nun a= c und auch) b = acosa ift, fo kann die Gleichung einen 
Kreis ausdruͤcken, und bied wird wirklich ber Fall feyn, wenn (ba b’—ac 


= —sin’a, alfo negativ) (bd— ae)’ — (b?—ac)(d’— af) weder negativ 


noch gleich Null ift ($. 28.) Diefer Ausdruck ift aber im gegentwärtigen 
Falle gleich — cosa (b, — a, cosa) (a, —b, cosc), und es kommt alfo darauf 
an, zu unterfuchen, ob und wann dieſes Product negativ oder null wird. 
Damit dies auf eine einfache Weiſe gefchehe, nehmen wir an, «8 feyen in 
dem Dreiecke, welches von ben gegebenen Seraben gebildet wird, Diejenigen 
Seiten, welche einen fpigen Winkel einfchließen, zu Koordinatenachfen und 
zwar fo genommen, baß bie dritte Geite diefe Achfen auf ihren pofitiven 
Seiten ſchneide. Alsdann iſt « < in, und a, fowohl ale b, pofitiv. In 
bem eben genannten Dreiecke find nun a, und b, bie Längen ber ben Wins 
fel @ einfchließenden Seiten, und bezeichnet man bie biefen Seiten gegen; 
überliegenden Winkel refpective durch ꝙ und w, fo ift befanntermaßen 


tan — a,sina . t — _bısina 
BTL EI Dose ! 
und daher 
cosa.sin?«.a,b, 
— cosa (b, — a, c0s@) (a, —bıcosa) = — tangp.tangy 


- Man fieht nun, daß nur dann eine Eurve durch die Gleichung (14) auf 


gedrückt feyn wird, wenn tangp.tangw eine negative Größe ift, weil bie 
Factoren cos, a,, bi, nach demjenigen, was vorher gefagt worden, poſitive 
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Größen bebeuten. Soll aber. das Product tengp. — ſeyn, fo 5 40. 
mögen fangp und tangıy entgegengeſetzte Zeichen haben, d. i. es muß eine 
dieſer Größen negativ, folglich einer ber beiden Mintel 2 und y ein ſtum⸗ 
pfer Winkel ſeyn. 

Waͤre einer ber beiden Winkel p, ein schtr ‚ fo wuͤrde der obige 
Aufdruck gleich Null werden, und die Gleichung (14) wuͤrde alsdann einen 
Yunft ausdrücken (& 28.). 

Nimmt man nun an, daß das, von den drei gegebenen, Geraden ge⸗ 
bildete Dreieck ein ſtumpfwinkliges ſey, und daß alſo bie Gleichung (14) 
einen Kreis ausdruͤcke, fo ift noch die Lage des Mittelpunfted und der Ra- Ä 
Buß dieſes Kreiſes aufzu ſuchen. Zn dem Ende. bemerken wir, daß die Coor⸗ Ä 
dinaten ber Eckpunkte des genannten Dreiecks, refpective folgende find | | 


=: Es Eat). 


mb daB daher. bie Polaren biefer Eckpunfte in Beziehung auf den Kreis 
(14) reſpective durch folgende Gleichungen 
aytbxs—ab =0,ı=0,y=0 u " 
ensgedrückt twerden. Diefe Gleichungen find aber offenbar diejenigen der 
dei Seiten des in Rede ftehenden Dreiecks, und demnach liegt der Kreis 
(14) fo, daß eine jebe ber gegebenen Geraden die Polare des Durchfchnitts 
der beiden andern iſt. Da nım bie Gerade, welche einen Punkt mit dem 
Bittelpunfte verbindet, fenfrecht auf der Polarlinie dieſes Punktes fteht, 
und der Radius bed Kreifes die mittlere Proportionale zwiſchen dieſer Ver⸗ 
dindungslinie und dem, von der Polare und dem Mittelpunfte begrenzten, 
Abfchnitte derfelben ift .($. 24.); fo ift der Durchfchnittspunft der drei, von 
den Eckpunften des genannten Dreiecks auf die gegenüberftehenden Seiten 
gfälten, Perpendikel ber verlangte Mittelpunft, und bie mittlere Proportio- 
nale zwiſchen ben beiden Stuͤcken einer folchen Senfrechten, die einerfeits 
von Diefem Mittelpunkte, andererfeitd von dem Eckpunkte bes Dreiecks und 
re gegenüberftehenden Seite begvenzt werben, . ber gefüchte Radius des 
iſes. 

Wenn das erwaͤhnte Dreieck ſtumpfwinklig iſt, faͤllt der Durchſchnitt 
Nr genannten Perpendikel außerhalb beffelben. Wenn «8 rechtwinklig ift, 
fällt er in die Spige des rechten Winkels und die erfte der drei Proportio⸗ 
nalen iſt null, daher if die mittlere Proportionale ebenfalls gleich Nu, und 
ber Kreis degenerirt in einen Punkt; wenn endlich dag Dreieck ſpitzwinklig 


— — 
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6. 40. iſt, fallt der genannte Durchfchnitt innerhalb des Dreieck und alfo zwiſchen 
den’ Punkt und der Geraden, welche Pol und Polare feyn follen; er kann 
alfo nicht der Mittelpunkt bdesjenigen Kreifes feyn, in Beziehung auf wel⸗ 
chen der Punkt und die Gerade in jener Relation ſtehen follen; denn Pol 
und Polare liegen, wie leicht zu fehen ift, immer auf berfelben Seite bes 
Mittelpunftes; und es eriftirt fomit Fein Ort für den Mittelpunft der 
gleichfeitigen Hyperbeln. Dies alles ſtimmt vollfommen mit demjenigen 
überein, was wir oben gefunden haben. 


§. 4. 

Wenn man durch irgend einen feften Punft gerade Linien nach einer 
Linie zweiten Grades zieht, fo wird im Allgemeinen eine jede derſelben die 
Eurve in zwei Punkten fchneiden. Mir wollen jet zeigen, daß je zwei 
Durchfchnitte einer der Geraden als fich entfprechende Punkte berfelben cols 
linearen und collinear liegenden Syſteme und der feſte Punkt als Eollinens 
tionscentrum angefehen werben kann. 

Wir nehmen den felten Punkt zum Anfangspunfte ber Coorbinaten, 
und zwei, durch ihn beliebig gegogene, Gerade zu Coordinatenachſen. Es 
fey, in Beziehung auf dieſes Coordinatenſyſtem, 


auꝰ 2btu4- etꝰ 2du 2et -f = =-(0 (1) 
bie Gleichung einer gegebenen Linie zweiten Grades. Setzt man ($. 12. ©. 1) 
— P PX 


| my-+#n+1 ; t= my-Fnx+1 
ſo fommt 
(ap? +2dmp + fim?)y?-+2(bp?-+dnp-Femp-+fmn)xy-+(cp?+2enp-+fn?’)x? 
+2(dp-+fm)y-+2(ep+in)x+f = 0. (2) 
Die den Punkten tu der Eurve (1) entfprechende Punkte xy liegen alfo in 
einer Linie zweiten Grades (2), und follen fie in der Curve (1) liegen, fo 
muß die Gleichung (2) der Gleichung (1) ibentifh feyn. Demnach muͤſ⸗ 
fen, wenn unfere Behauptung wahr ift, die fünf Gleichungen 
ap’-+-2dmp-+-fm’=a ; bp?-+-dnp-Femp-+-fmn=b ; cp?-+2enp-+fn’=c ; 
de+fmn=d ; ep+rin= e 
durch dieſelben reellen Werthe ber drei Größen m, n und p befriedigt wers 
den fönnen. Und dies ift wirklich der Fall. Denn ſetzt man erftlich 


n=0,n2=0,p=l, 


f] \ 


m=2% ,n=2% ‚r=—, 
fo werden ſaͤmmtliche fünf Gleichungen befriedigt. Die erfigenannten Werthe 
geben | 
u=y wm t=x, 


was nicht die Verwandtſchaft der Eolineation im Allgemeinen, fondern bie 
Eongruenz ausbräct. Die zuletzt angegebenen Werthe aber geben 


= I m t= ——. 0 
- 2 -yr27ı+1 27y-+2 „ir 


Wir fehen alfo, daß nicht nur bie zweiten Durchfchnittspunfte, als ben er- 
fen entfprechenb dürfen angefehen werben, fondern, weil p = —1 iſt, baf 
auch je zwei einander ensfprechenbe Punkte gegenfeitig vertaufcht werden koͤn⸗ 
un ($. 14.). 

Für bie Gleichung der Eollineationscchfe ($. 13. &. 1) findet man 
aus biefen Sormeln (3) 
dyta+tf=0, (4) 
welches auch zugleich die Gleichung der Polare bed Anfangspunktes iſt. Die 
Solfineationsachfe fällt alfo mit der Polarlinie des, zum Eollineationgpunfte 
genommenen feften Punktes zuſammen. 

Die Gegenachfe, welche für beide Syſteme biefelbe ift, und bie Entfer⸗ 
nung des Collineationspunktes von ber Collineationsachſe halbirt ($. 14.), 
bat zur Gleichung 

2dyr2ex+f=0. (5) 

Aus dem bisher Gefagten Iaffen fi) unmittelbar mehrere bemerkens⸗ 
werthe Solgerungen ziehen, von denen einige hier Pla finden mögen. 

Zieht man von irgend einem Punkte P aus zwei Tangenten PA, und 
PB an eine Linie zweiten Grades, und durch A, B die Berührungsfehne, fo 


kann diefe nicht nur als die Polare des Punktes P angefehen werden, ſon⸗ 


dern man kann auch den Punft P ale Eollineationscentrum und bie Gerade 
AB als Eollineationsachfe zweier coflinearen und collinear: liegenden Syſteme 
betrachten, dergeftalt, daß alle durch P gesogenen Geraden PCD , PEF 
u. w. die Eurve in fich entfprechenden Bunften C und D, E und F 
u. ſ. w. fchneiden, und daß man nicht nur C, E u. f. w. als Punkte des 


Sig. 26.. 
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einen Syſtems, D, F u. f. w. als Punkte des andern Syſtems, fondern 
daß man auch C, F ale Punkte bes einen, und D, E als Punfte des an- 
dern Syſtems anfehen kann ($. 14.). Alsdann Fönnen die Verbinbungslis 
nien CE und DE fowohl als die Berbindungslinien DE und CF für nt 


fprechende Gerade angefehen werben und beide Durchfchnittpunfte Q und 


O liegen daher auf der Eoflineationsachfe AB. Dreht man die Gerade 
PEF um den feften Punkt P, fo wird fich die Lage ber Gehnen..CE und 
DF zwar ändern, es werben aber biefe beiden Geraden fich fortwährend auf 
der Geraden AB fchneiden. Segt man biefe Drehung fo fort, daß ſich die 


‚Sage der PF der Lage von PD immer mehr und mehr nähert, fo wird fich 


Die Lage der beiden Sehnen CE und DF, welche fih um C und D dre⸗ 
ben, der Lage ber beiden Tangenten immer mehr und. mehr nähern, und 
wenn endlich PF auf PD fälkt, fo werben CE und DF auf die Tangenten 
in C und D fallen. : Diefe Tangenten werben fich daher ebenfalls auf der 
Geraden AB fchneiden, und baffelbe wird überhaupt bei zwei Tangenten 
Statt finden, die in den Durchſchnittspunkten der Curve und einer durch P 
gezogenen Geraden an bie Eurve gelegt werben *). Hieraus ergiebt ” ein 
fehr einfaches Mittel zur Löfung ber 


Aufgsbe [72]. Von einem’ gegebenen Punkte P aus an eine ger 
gebene Linie zweiten Grades eine Tangente zu conftruiren. 


Man siehe durch der gegebenen Punkt P zwei beliebige, die Curve 
ſchneidende Gerade PCD , PEF, und verbinde die vier Durchfchnittgpunfte 
von Neuem durch die Geraden CE, DF, CF, DE. Die Verbindungslinie 
der zwei dadurch entftandenen Durchfchnittspunfte O, Q begegnet der Eurve 
(wenn Tangenten von P aus möglich find) in zwei Punkten A, B, welche 








*) Man Tann zu derfelben Solgerung durch eine einfache Rechnung gelangen. Sind 
nämlich U, u’ die Coordinaten eines Punktes C, und x’, y die Coordinaten eines ihm ent- 
fprechenben Punktes D ber Eurte Dr, fo find die Gleichungen ber Tangenten in C 
und 
(au-+bt’+d)u-H{bu ——E 0; (ay+HbrHd)yHbytette)stdytextf=0 . 
Sollen num beide Tangenten fich entfprechende Gerade ſeyn, fo muß die Subfitition 
der Ausdrücke (3) für t u. u in bie erfte Gleichung bie weite geben. errichtet man 
diefe Subftitution und fegt außerdem, weil tu’ und x'y' fich entfprechende Punkte find, 


—fy' — fx’ 8 
für w und t’ refpeetive dyteX+f und Nrer+t , ſo erhält man wirklich die 


jmeite Gleichung. Da nun alfo die beiden ZTangenten fich entfprechende Gerade find, 
fo fehneiden fie ſich auf der Collineationsachſe, mas behauptet worden iſt. 
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die Beruͤhrungspunkte ſeyn werben, und die man daher nur mit dem Punkte 
P zu verbinden braucht, um die Zangenten zu haben. Ä 


Betrachten wir jegt den Punkt Q als Collineationscentrum, fo find bie 
mit Q in geraber Linie liegende Punfte C und E, D und F u. f. w. als 
ſich mtfprechende Punkte zu betrachten, und man kann nicht nur C, Du. f. w. 
als Punkte eined Syſtems, E, F u. ſ. w. ald Punkte bed andern Syſtems, 
fondern auch C, F als. Punfte bed einen und D, E ald Punkte bes an- 
dern Syſtems betrachten. Alsdann find bie Verbinbungslinien CD und 
EF ſowohl als die Verbindungslinien CF und ED für entfprechende Ge: 
rede anzufehen, und beide Durchfchnittspunfte P unb O liegen baher auf 
der Collineationsachſe oder, was daflelbe ift, auf ber Polare HK von Q, 
uf welcher fich auch, aus ben oben angeführten Gründen, bie Tangenten in 
C und E und bie Tangenten in D und F fehneiben. 

Da nun ber Punkt O der Durchfchnitt der Polaren AB und HK von 
P md Q ift, fo ift die Verbindungslinie PO bie Polare von O und enthält 
als ſolche die Durchſchnitte Ru. S der Tangenten n Cu. F und in Du. E. 

Aus dieſen Betrachtungen ergiebt ſich der 


Lehrſatz [22]. Wenn in einer Linie zweiten Grades ein Viereck 
CDFE eingefchrieben, und ein anderes GHIK fo umgefchrieben ift, daß 
die Beruͤhrungspunkte des letztern die Eckpunkte des erfiern find, 

1) fchneiden ſich vier Diagonalen CF, ED, GI, HK beider Vierede 
in einem und demfelben Punkte O; 

2) geben die Diagonalen HK, GI des umfchriebenen Viered’s durch 
die Durchfchnitte P, Q der gegenäberfiebenden Seiten des einges 
fihriebenen; 

3) liegen die vier Durchſchnittspunkte P,Q,R,S der gegenüberftes 
benden Seiten beider Vierecke auf einer und derfelben Geraden, 
der Polarlinie des Punktes O. 


Auch die folgende Aufgabe ift jet ohne Anwendung anderer Linien als 
der Geraden zu loͤſen. 


Aufgabe [73]. An einer gegebenen Linie zweiten Grades in einem 
gegebenen Punkte P derfelben eine Tangente zu conftruiren. 

Man nehme noch vier Punkte A, B, C,C in der gegebenen Eurve 
beliebig an, verbinde den gegebenen Bunfe p mit A und B, und siehe 
AC,AC, die die PB in M und M', ferner PC,PC', die die ABinN 
und N (chneiden. Man ziehe endlich MN und MN‘, fo ift ihr Durchs 
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fchnitt Q ein Punkt der verlangten Tangente, den man nur noch mit dem 
Punkte P zu verbinden braucht. 

Denn der Durchfchnitt R der Geraden AP und BC ift, nad) dem vo⸗ 
rigen Sage, ber Pol von MN, und der Durchfchnitt S der Geraden AP 
und BC’ ber Pol von MIN’; alfo ift die Verbindungslinie von R und S, 
d. i. AP die Polare des Durchfchnittd Q der Geraden MN und M’N’ und 
folglich auch die Berührungsfehne der von Q aus gegogenen Tangenten. 


Durch eine, auf denfelben Gründen beruhende, Eonftruction, welche 
ebenfalls bloß die Anwendung der geraden Linie erheifcht, Ffann man, wenn 
nur fünf Punkte einer Linie zweiten Grades gegeben find, einen ſechſten 
Dunft bderfelben Eurve finden, und dann durch Wieberholung derfelben Con⸗ 
firuction zu fo vielen Punkten dieſer Curve gelangen, als man will. Sers 
ner kann man, wenn nur fünf Tangenten einer Linie zweiten Grades geges 
ben find, auf ähnliche Weife eine fechfte Tangente, und dann durch Wieders 
bolung der Eonftruction beliebig viele Tangenten der Curve finden, ohne daß 
fie felöft gegeben zu feyn braucht. 


Zieht man in einer Linien zweiten Grades beliebig viele, einer gegebes 
nen Nichfung parallele, Sehnen CE, und durch irgend einen Punkt P nach 
den Enbdpunften diefer Sehnen gerade Linien PC, PE, welche die Eurve im 
Allgemeinen noch einmal, in D, F, fchneiden; fo gehen alle vierten Seiten 
DF der dadurch entſtehenden Vierecke CEFD durch einen und benfelben 
Dunft T, welcher der Durchfchnitt zweier Geraden ift, von benen bie eine 
PT durch den Punkt P der gegebenen Richtung parallel Iäuft, und die an⸗ 
bere MN ber Polarlinie von P parallel ift und bie Entfernung biefer Linie 
von P halbirt. Dies folgt unmittelbar aus $. 14., indem P ale Eollinea- 
tionscentrum, C und D, E und F alg fich entfprechende Punfte, die Po⸗ 
lare von P als Eollineationgachfe und, da p— — J if, MN als Gegen: 
achfe zweier collinearen und collinearsliegenden Syſteme angefehen werben 


fönnen. 


. 42. 

Eine Curve B, welche ber Ort der Pole aller Tangenten einer andern 
Curve A ift, heißt die reciprofe Curve der leßtern. 

Eine Gerade, welche zwei Punkte ber Curve B verbindet, ift alfo ($. 19.) 
die Polare des Durchfchnittd der beiben Tangenten an ber Curve A, welche 
diefen Punkten entfprechen. Drebt fich diefe Gerade um ben einen der bei- 

den 
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ben Punkte, wie um einen feſten Pol, ſo wird der andere der beiden Punkte LE 42. 
af der Eurve B fortrücken und zu gleicher Zeit wird bie, dieſem fortruͤcken⸗ 
den Punkte entfprechende, Tangente der Curve A an biefer Curve fich fort: 
bewegen, fo daß ber Durchfehnitk der beiden Tangenten, welcher ber Pol 
der ſich drehenden Geraden ift, auf der andern Tangente fortrüdt. Faͤllt 
endlich bei Diefer Drehung der Geraden, in der Eure B, der zweite Punkt 
mit dem erfien zuſammen, wird alfo dieſe Gerabe zu einer Tangente ber 
Curve B, fo fällt auch nothwendigerweiſe die zweite Tangente an ber Curve 
A mit der erſten zufammen, was nur gefchehen kann, wenn der Durchfchnitt 
beider Tangenten in den Beruͤhrungspunkt fällt. Man ficht demnach, daß 
der Beruͤhrungspunkt einer Tangente an der Curve A der Pol einer Geras 
den ift, welche bie Eurve B, und zwar in dem Pole jener Tangente, bes 
rtuͤhrt. Es iſt folglich die Curve A der Ort der Pole aller Tangenten an 
B, fo wie die Curve B der Ort der Pole aller Tangenten an A if. Wenn 
alfo eine Eurve B die reciprofe Curve einer andern A ift, To 
iR auch die Eurve A die reciprofe Eurve ber Eurve B. Wir 
werden dies für die Linien zweiter Ordnung fogleich durch eine einfache 
Rechnung ertoeifen. Es bedarf wohl faum einer Erwähnung, daß. einer Curve 
mendlich viele andere reciprof feyn koͤnnen ($. 19.). 





Aufgabe [74]. Es find vier Punkte und eine Kinie zweiten Bra 
%s gegeben. Man foll die reciprofe Curve der gegebenen finden, 
weldhe durch die vier gegebenen Punkte gebt, und die fo befchaffen iſt, 
daß diefe vier Punkte vier beflimmten Tangenten der gegebenen Eurve 
mifprechen. 


Weldyes auch die gegebene Linie zweiten Grades ſeyn mag, r wird ihre 
Gleichung immer auf bie Form | | 
y?+-mr’-+2nx = 0 (1) 
gebracht werben koͤnnen ($. 30.). DBegeichnet man bie Coordinaten eines 
_ tetiptofen Syſtems durch t, u, fo ift bie Gleichung der Polarlinie eines 
Panfted tu im Allgemeinen ($. 19. G. 2) 
(aafat+aN)y-+(bu-rbt-F-b)s+currct+1l = 0. (2) 
Damit nun die vier gegebenen Punkte die Pole der vier beſtimmten Tan- 
genten der Eurve (1) feyen, wird man in die Gleichung (2), für t und 
u die Coordinaten ber vier gegebenen Punkte nach einander zu fubflituiren, | 
ud dieſe Gleichungen fodann den Gleichungen ber vier gegebenen Tangenten = 
13 
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5,42, zu identißciren haben, wodurch man acht Gleichungen vom erſten Grade er⸗ 
halten wird, bie zur Beſtimmung ber acht Conſtanten a,a,a',b u, f. m 
binreichen. Nimmt man nun an, daß ben eben genannten Conſtanten bie, 
aus dieſer Beſtimmung hervorgehenden, Werthe beigelegt find, fo ift nur 
noch nörhig, die Bedingung auszudrücen, daß die Polare (2) eine Tan⸗ 
gente der Eurpe (1) ſey. Zu dem Ende eliminiren wir y zwiſchen ben 
Gleichungen (1) und (2) ($. 35.), wodur wir, wenn die Eoefficienten 
der Gleichung (2), der Kürze wegen, durch A, B u. C bezeichnet werden, 
bie Gleichung 

(B!-+-mA)P +2 BC FRA +0 = 0 

erhalten, und inden wir bie Bedingung einführen, ba dieſe Gleichung 
zwei gleiche Wurzeln babe, gu ber Gleichung 

(BC -+-nAY)?— CB? +-mA?) = 0 
oder 

WAR 2nBC — ml? = 0 (3) 

gelangen. Segen wir hierin für A, B m. C bie Eoefficienten ber Gleichung 
(2), fo haben wir 
n’(au-Fat+a”)?4+2n(bu+bit-+b") (cu+ct+1)—m(cu+ct+1)?=0, (4) 
welches die verlangte Gleichung ber reciprofen Eurve ift. 


Da die gefundene Gleichung vom zweiten Grabe if, fo folgt: 
Die reciprofe Eurve einer Linie zweiten Grades tft eine 
Linie deffelben Grades. 


Wir wollen jett durch Rechnung zeigen, daß, wie ſchon oben geſagt, 
die gegebene Curve (1) auch die reciproke Curve der gefundenen (4) iſt. 
Wir werden alſo nachweiſen muͤſſen, daß die Curve (1) der Ort der Pole 
aller Tangenten der Curve (4) ſey, oder, was daſſelbe iſt, daß die Polaren 
aller Punkte der Curve (1) Tangenten der Curve (4) ſeyen. Nun iſt aber, 
wenn man t, u als laufende Coordinaten anſieht, die Gleichung (2) diejenige 
der Polarlinie eines Punktes xy, und biefe Polare wird eine Tangente ber 
Eurve (4) feyn, wenn bie Elimination von u ober t zwifchen den Gleis 
chungen (2) und (4) eine Gleichung giebt, die zwei gleiche Wurzeln bat, 
oder, mit andern Worten, wenn in Folge diefer Gleichungen. (2 u. 4) Die 
Größen t und u nur einfache Werthe befommen, Bezeichnet man nun 
die Eoefficienten der Gleichung (2) wie oben, fo Jaffen ſich bie Gleichungen 
(2) und (4 oder 3) wie folgt fchreiben 
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A B _ ur. \, B _ 
‚ct’icH =0; ra - m —0, 


and eliminirt man. Z- zwifchen ihnen, fo Font 


n’r?B? + 2n(y’-+n)BC+(M®—ny’)Q@ —=0, 
ober, ba, der Vorausfegung zufolge, zy ein Punkt der Eurve (1) feyn ſoll, 
und demnach y? = — mx? — 2nrx iſt, 
n?22B? — 2n(mr? -+nx)BC -+ (m’s?=-2mns-#n?)C? = 0, 

eine Gleichung, bie auch unter der Form 

{nB— (m-+n)CP = 0 6) 
dargeftelle werden kann. Statt u zwiſchen Ben Gleichungen (2) und (4) 
zu eliminiren, um die genannte Gleichung in t zu erhalten, kann man jegt 
diefe Elimination zwiſchen den Gleichungen (2) und (5) bewerkſtelligen. 
Da aber die Gleichung (5), wie man fieht, in zwei gleiche Factoren zer⸗ 
fü, die in Beziehung auf t und u vom erfien Grabe find, fo wird man 
offenbar nur einfache Werthe für € und u erhalten, was gezeigt werben 
ſollte. 


Wenn man bie gefundene Gleichung (3) nach t und u ordnet, und 
bucch das von t und u freie Glied dividirt, fo bat fie, wie jede Gleichung 
einer Linie zweiten Grades, fünf Eoefficienten, deren Werthe bie Geftalt und 
age der Eurve beftimmen. Da nun in biefen fünf Eoefficienten die acht 
Größen a,a,a’,b u. f. w. vorfommen, fo fann man biefen acht Größen 
im Allgemeinen noch ganz andere Werthe beilegen, als diejenigen, welche 
aus der, in der Löfung enthaltenen, Beftimmung hervorgegangen find, ohne 
daß die fünf Eoefficienten der &leichung, und alfo ohne daß bie Curve da⸗ 
durch geändert wird. Durch eine folche Aenderung \biefer acht Größen wird 
alfo die unverändert gebliebene Curve (4) noch immer durch die vier gege⸗ 
benen Punkte gehen und eine reciprofe Curve der gegebenen feyn, aber es wers 
den jene vier Punkte im Allgemeinen nicht mehr bie Pole ber vier gegebe- 
nen Tangenten, fondern fie werben bie Pole anderer Tangenten der Eurve 
(1) feyn. 


$. 43. 
Es iſt leicht einzufehen, daB man, wenn feine partisularifieende Be⸗ 
Rimmungen gemacht werben, jebe zwei Linien zweiten Grades als reciprofe 
13 * 


$ 42. 
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$. 43. Curven betrachten kann. Denn iſt 


y’--mx?-+2nx = 0 "(h) 

die Gleichung der einen und Ä u | 
wW-+-Btu+rCt?+-Du-+rEt+-F = 0 (2) 

die Sleihung der andern Eurve, fo kann man die letztere Gleichung ber 


Gleichung. 

n?(au-ra't-Fa' y-+2n(bu+-b't+ ")(cufFet-F1)—m(eur+ct+-N)’=0, (3) 
welche eine reciprofe Curve der Eurve (1) ausbrüdt ($. 42. G. 4), iden- 
tifch feßen, und aus den fünf fich ergebenden Gleichungen a, a’, a’, b u. f. w. 
beſtimmen, twobei man noch drei von biefen acht Größen beliebig annehmen 
fann, wenn man ed nur fo einrichtet, daß die fünf übrigen dadurch Feine 
imaginären Werthe erhalten. | j 

Diefe Eigenthümlichkeit der Linien zweiten Grades, daß naͤmlich von 
zwei folchen Eurven eine jede als bie reciprofe Curve der andern angefehen 
werden kann, macht e8 möglich, aus ſchon ertwiefenen Sägen von Linien 
zweiten Grades andere Säge abzuleiten, auf ähnliche Weiſe wie dies in 
$. 21. mit einigen die gerade Linie betreffenden Lehrfägen gefchehen ift. 

Wir bemerken hierbei im Allgemeinen Folgendes. Conftruirt man zu 
einer Figur, die eine Linie zweiten Grades c, gerade Linien J und Punfte p 
enthält, die reciprofe Figur, fo entfpricht der Linie zweiten Grabe? c eine 
Linie zweiten Grades >, jeber Seraben 1 entfpricht ein Punkt 2, und jedem 
Punkte p eine Gerade m. Berührt die Gerade 1 die Eurve c, fo liegt ber 
Punft 2 auf der Curve 7, und umgekehrt, liegt der Punkt p auf ber Curve 
c, fo berührt Die Gerabe su die Eurve (denn jebe ber beiden Curven ift 
der Ort ber Pole der Tangenten ber andern). Verbindet die Gerade 1 zwei 
Punfte p’, p" der Eurve c, fo ift der Punkt A der Durchfchniet der beiden 
Tangenten ’, nr" an ber Curve y, und umgekehrt ift der Punft p der 
Durchfchnitt zweier Tangenten I’, 1’ an der Curve c, fo verbindet die Ges 
rabe die beiden Punkte 2, A" der. Eurve z. 


Als Beiſpiele folcher Ableitungen, die, wie man fehen wird, in einer 
bloßen Uebertragung befichen, nehmen wir folgende im $. 34. ermwiefene 
£ehrfäge, und fielen ihnen die daraus abgeleiteten gegenüber. 


‚ Kebrfag [13]. Wenn man in Lehrſatz [23]. Wenn man um 
eine Cinie Zweiten Brades beliebig eine Linie Zweiten Brades beliebig 
viele Vierecke einfchreibt, deren drei viele Dieredie umfchreibt, deren drei 
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erſte Seiten durch diefelben drei, erſte Eckpunkte auf denfelben drei, 


in einer geraden Linie liegende, fih in einem Punkte fchneidenden, 


Punkte geben, ſo geben die vier: Geraden liegen, fo liegen die vier: 
ten Seiten aller diefer Vierede ten Eckpunkte aller dieſer Vierecke 
durch einen und denſelben, in der auf einer und derſelben, durch den 
naͤmlichen Geraden ſich befinden⸗ naͤmlichen Durchſchnittspunkt ge; 
den, Punkt. henden, Geraden. 


CLehrſatz [15]. Wenn man in CLehrſatz [24]. Wenn man um 
eine Linie zweiten Brades beliebig eine Linie zweiten Brades beliebig 
viele Polygone von. einer und ders viele Polygone von einer und der: 
felben geraden Anzahl (2n) Seiten felben geraden Anzahl (2n) Eden 


6. 43. 


einfchreibt, fo aber, daß die erften umfchreibt, fo aber, daß die erſten | 


(22—1) Seiten durch eben fo viele, (2n—1) Eckpunkte auf eben fo vier 
in einer geraden Linie liegende, Ien, in einem Punkte zufammentref: 
feſte Punkte geben; fo werden fenden, feften Beraden liegen; fo 
auch die leuten Seiten aller dies werden auch die letzten Eckpunkte 
fer Vielecke öurch einen feften, in aller diefer Vielecke auf einer felten, 
derfelben Geraden liegenden, Punkt durch denfelben Punft gebenden, 
geben. Geraden liegen. 


Lehrſatz [16]. Wenn man in Sebrfau [25]. Wenn man um 
eine Linie zweiten Grades ein eine Linie zweiten Grades ein 
Sechseck einfchreibt, und die einan⸗ Sechseck umfchreibt, and die ein: 
der gegenüber fiebenden Seiten bis ander gegenüber liegenden Eckpunk⸗ 
zu ihren Durchfchnitten verlängert; te durch gerade Ainien verbindet; 
fo liegen diefe drei Wurchfchnittes fo ſchneiden fich diefe drei Verbin⸗ 
punfte in einer geraden Linie. Dungslinien in einem Puntte. 


ALS fernered DBeifpiel nehmen wir den im 6. 39. ertwiefenen Lehrſatz 
(21) und die bafelbft gelöfte Aufgabe (69). Aus jenem erhalten wir ben 
folgenden 


Lehrſatz [26]. Es feyen m Punkte G,,G,,...G, und eine Linie 
zweiten Brades C gegeben. Auf diefer Eurve fey beliebig ein Punkt T, 
angenommen, welcher mit dem Punkte G, verbunden eine Gerade p, 
geben wird; p, fey verlängert bis fie die Eurve in einem Punkte T, 
fihneide, welcher mit dem Punkte G, verbunden eine Gerade p, giebt; 
es fey wieder p, bis zu ihrem Durchfchnitte T, mit der Eurve verläns 
gert, welcher mit dem Punkte G, die Gerade p, beftimmt, und fo fort bis 
man zu einer, durch den Punkt 6 „gehenden Deraden p. Fommt, welche 
einen leisten Purdhfkhnisrapands „7 m, mit, der Eurve gebe. Dieſelbe 





$. 43. Conſtruction fep noch einmal gemacht, aber mit einem andern. beliebi⸗ 


gen Punfte t, angefangen, wodurch ein anderer legter Durchſchnitt .. 
auf der Eurve entfieben wird. Verlängert man nun die Verbindungss 
linie P, der Punkte T, und t,,, und die Verbindungelinie P, der Puntie 
t, und T,,, bis 3u ihrem Durchſchnittspunkte (P,P,); ſo liege diefer 
Durchfänittspunkt (P,P,) immer auf einer und derfelben Beraden P, 
wie auch die erften Punkte T,, t, auf der Eurve angenommen feyn 
mögen. 

Aus der Loͤſung der Aufgabe (69 ), oder auch aus dem Lehrfag (26), 
erhalten wir die nachfiehende Löfung der 

Aufgabe [75]. Kine Kinie zweiten Erades und m Punfte find 
gegeben. Man foll in jene Eurve ein Polygon einfchreiben, deſſer Sei 
ten durch die gegebenen Punkte geben. 

Man nehme belichig drei erfie Punkte T,, ti, 7, auf ber gegebenen 
Linie zweiten Grades an, verbinde fie mit dem erften gegebenen Punkte und 
fee die, in dem vorigen Lehrfaße (26) angegebene Conftruetion fort, big 
man drei letzte Punkte T,..r T. auf ber Curve erhält. Heißen 
nun Die Verbindungslinien der Punkte T. und t,,,, der Punkte t, und 
Try? der Punkte T, und z,,, und ber Punkte =, und T,,, refbective 


P,, Par Pı, und Ps, fo verlängere man bie Geraden P,, P, und Pır Pa 
bis zu ihren Durchfchnitten (P,P,) und ( Pip.) welche letztern Punkte eine 
Gerade P beſtimmen. Nimmt man jetzt einen Durchſchnitt dieſer Geraden 
P und der Curve als erſten Eckpunkt des einzuſchreibenden Polygons an, 
und ſetzt die Conſtruction wie vorher fort, fo wird ber (n Lte Eckpunkt 
mit dem erſten zuſammenfallen, fo daß man nur m Eckpunkte hat, welche, 
indem ihre Verbindungslinien durch die gegebenen Punkte gehen, das vers 
langte Polygon bilden. 

Da die Gerade P die Curve in zwei Punkten ſchneiden kann, fo führt 
biefe Eonftruction im Allgemeinen zu zwei verfchiedenen Polygonen *). 


%. 44, 
Wenn «8 die Gleichung 


*) Diefe Löſung iſt guerft von Herren Poncelet gesehen worden. Diefelbe Auf 
gabe ift auch, aber nur in Beziehung auf den Kreis, in Meier Hifh Sammlung 
geometr. Aufgaben (Th. J. & 263— 270.) behandelt, woſelbſt man auch eine kurze 
bißorifche Notiz Über die bis dahin, bekannt gewordenen Loſungen findet. 
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(ay-+-bx-+-d)u-r(by-+cx-kejt-Fdy-Hexpf 25 0 0) 94 
ceder, was daſſelbe, wenn es bie Gleichung 
| (urbt-HAd)yrburctpeixrdufi+f=0 ' (2) 

ift, welche die Nelation ber Reciprocitaͤt zweier, auf biefelben Coordinaten⸗ 
achſen bezogenen Eurven ausdrückt, fo find, wie in $. 35. bemerft worden, 
die Tangenten der einen Eurve nicht nur bie Polaren ber Punkte der an 
decrn, fondern es find diefe Tangenten auch im Allgemeinen Beruͤhrungsſeh⸗ 
mm einer dritten Curve, Deren Gleichung 
ay?+2bıy-+ cr? + 2dy-+2es--f = 0 | (3) 
iſt, und die wir im s 35. die Directrig der beißen reciproklen Syſteme ger 
naunt haben 
| Eben fo wie wir in $. 42: gefunden haben, daß die Gleichung ber re⸗ 
ciproken Eurve einer durch die dortige Gleichung (1) ausgedruͤckten Linie 
jweiten Grades bie Gleichung (4) fen; wenn bie Gleichung (2) beffelben 
$ die Relation der Neciprocitdt ausdrückt; fo findet fich auch, daß, wenn 
* obige Gleichung (2) au deren Stelle geſetzt wird, bie Linie zweiten 
abed 


| y mr’ +2nx = 0 (4) 

| jur reeiprofen Curve eine Linie zweiten Grades habe, deren Gleichung 
n°(au-+-bt-+d)? + 2n(bu-+ct-Fe) (du-ret+f) — m(du-ret-Hf)?=0 (5) 
iR. | 


Für eine und biefelbe gegebene Linie zweiten Grabed (4) giebt jede 
aubere Divectrig Im Allgemeinen auch eine andere reciprofe Curve, da bie 
fünf Conſtanten a, b, c, d u. e für eine andere Directrir andere Werthe 
haben. Aber die Verſchiedenheit dieſer reciprofen Curve kann fehr wohl nur 
in einer veränderten Lage beſtehen. Man kann daher im Allgemeinen für 
eine gegebene Linie zeiten Grades eine beliebig angenommene Directrir fo 
ändern, daß dadurch zwar auch die Lage ber reciprofen Curve, nicht abet 
ihte Geſtalt und Größe geändert wird. Die folgende Aufgabe enthält ein 
Beifpiel einer ſolchen Veränderung der Directrix. 

Aufgabe [76]. Es iſt eine Linie zweiten Brades gegeben. Man 
fol den Urt des Mittelpunftes eines Kreiſes von veränderlicbem Ra; 
dins finden, der, als Directrix angenommen, für die gegebene Linie ims 

mer diefelbe reciprofe Eurve nur in veränderter Ange giebt. 


Es ſey bie Gleichung (4) diejenige ber gegebenen Linie zweiten Gras 
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6.44. des in rechtwinkligen Eoorbinaten, und 
+2 29-2 ++ = 0 (6) 
die Gleichung eined auf diefelben Eoordinatenachfen bezogenen Kreiſes, too 
r den Radius und «, A die Coordinaten bed Mittelpunftes bedeuten. 
Wird diefer Kreis zur Directrig genommen, fo hat man durch Verglei: 
hung mit der Directrir (3) 
a=l;b=0;c=l;d=—P5;e=m—; fh +a—r), 
und biefe Werthe in die Gleichung (5) gefeßt, geben 
n(u—P)?’—2n(t—e)Putet+?— P—a)—m(furct-H?— P?’—e?)? = 0 
als Gleichung der reciprofen Curve. Da es mun nicht auf Die Lage biefer 
Curve ankommt, fo vereinfachen wir die eben gefundene Gleichung durch 
Transformation der Coordinaten, indem wir y+-P für u und x-Pa« für t 
fegen. Dies giebt | 
n?y? — 2nx(dy-rox-H-r?)— m(fy-raxrr) = 0 
‚oder | 
(m#?-—n?)y?+2(me-Mm)fxy-Hme+2n)ey’+2mr?fy-+2(me-+n)rts-Hnr‘=0. (7) 
Sol diefe Curve immer dieſelbe feyn, ohne gerade biefelbe Lage zu haben, fo 
muͤſſen ihre Achfen conftante Längen haben. Bezeichnet man biefe Achfen durch 
2A. u. 2B, fo ift ($. 29. 5. 19. 20.), da der Coordinatenwinkel ein rechter, 


2 ı— TR . ını — _E 
A B mu AB? — ya (8) 
(bd— ae)?’—(b?’— ac) (d'— af) 


wo g=atrc,y= — 
und | 

anf’? ; b=(me-m)Pf ; —(me-+2n)e ; d=mr?f ; e=(man)r? ; f=mr* 
if. Zwiſchen den Gleichungen (8) müßte nun r, welches von einer Di: 
rectrix zur andern fich ändert, eliminirt werden; da aber, wie leicht zu fe 
ben ift, nur x von r abhängt,-fo eliminiren wir diefe Größe und erhalten 
auf der Stelle 


; v=b’—-ac, 


AB Oo, 
PETRERRT 
oder, wenn wir für und bie ihnen zufommenden Werthe fegen, 


n’(P?--me?-++-2no) = — a {Br 2) + 20 ar}? ı (9 


ee 
— DU — 
welches die Gleichung des gefuchten Ortes ift, in weicher A und B bie 5. 4 
Achſen ber reciprofen Curve bezeichnen. 
Aus diefer Loͤſung laſſen fich einige Folgerungen ziehen, bie wir nicht 

| übergehen wollen. 

| Sieht man nämlich die Achfen 2A u. 2B ber reciprofen Eurve als 
gegeben an, ſo ſind drei Faͤlle zu unterfcheiben; entweder ift dieſe reciprofe - 
Curve eine Hyperbel und dann iſt eine der Größen A? und B? negativ, 


ober fie ift eine Parabel, und dann find A? und B? unendlich, oder Diefe 
Curve ift eine Ellipfe und dann find A? und B? beide pofitiv. 


In dem erfien Falle, wenn A? pofitiv und B? negativ ift, fegen wir, 


wie in $. 29., A? = a? und B’ = —b?; alsdann ift j 
a 
_ ABO aA _/ ab ) _ b 
(A?-+-B?)? "(a —b?)? 12? .h? 


ober, Wenn man - = tangö febt, 


AB _ _ (N) _ 1. 

ArB — ( ee) = dtang’d 

Diefer Ausdruck in die Gleichung (9) eingeführt, giebt 
4n?(#?-4-ma?-+-2ne) = tang?ö{m(A?-+a?)+-2na—n?}”, (10) 

welches die Gleichung (9) des $. 38. iſt; und hieraus ergiebt fi, wem 

man ertwägt, daß + 7 und —* die trigonometriſchen Tangenten der Win⸗ 


kel find, welche die Aſymptoten mit der Hauptachſe der Hyperbel bilden 
($. 29.), und daß folglich 5 dem Aſymptotenwinkel gleich ift: 

Der Drt der Mittelpunfte derjenigen Kreife, welche eine 
folche Lage und Größe haben, daß die reciprofen Eurven einer 
gegebenen Linie zweiten Grades immer diefelben Hpperbeln 
find, welcher von dieſen Kreifen auch zur Directrir genommen 
werden mag, iſt diejenige Curve, welche von dem Scheiteleineg 
Winkels befchrieben wird, deffen Schenkel die gegebene Linie 
jweiten Grades berühren und ber dem Afympetotenwinfel ber 
Hyperbel gleich iſtz 
oder auch: 

Nimmt man auf berjenigen Eurve, welche ber Scheitel 


5. 44, eines confansen Winkels beſchreibt, deffen Schenkel eine ge 
gebene Linie gweiten Grades berühren, irgend einen Punkte zum 
Mittelpunfte eines Kreifes und diefen Kreis zur Directrig, 
fo ift die reciprofe Eurve der gegebenen Linie zweiten Grades 
eine Hyperbel, deren Afymptotenwintel bem beweglichen con: 
fianten Winkel glei iſt, wo auch der Mittelpuntt des Kreis 
ſes auf der Curve der Scheitel, und wie groß auch fein Nabins 
angenommien feyn mag 

Da die gegebene Linie zweiten Grabe wiederum bie retiproke Carv⸗ 
der genannten Hyperbeln iſt, wenn man einen der in Rede ſtehenden Kreiſe 
zur Directrix nimmt, ſo ergiebt ſich ferner: 

Die reciproke Curve einer gegebenen Hyperbel in Bezie—⸗ 
bung auf einen beliebigen zur Direetrix genommenen Kreis 
ift eine Linie zweiten Grades, bie fo liegt, daB man von dem 
Mittelpunfte des Kreifes aus immer zwei Tangenten an bie 
Curve ziehen Fann, die dann einen Winkel einfchließen, der 
dem Afymptotenwinkel der gegebenen Hyperbel gleich if. 


In dem zweiten Salle, wem A? und B? unendli find, ober wenn” 

die reciprofe Eurve immer dieſelbe Parabel feyn fol, wird der Ausbrud 

ar72 
— ap =. Start den wahren Werth deſelbet aufufuchen, gehen 
wir auf die Gleichung (7) Ber reciprofen Eurve zurücd. Sol dieſe naͤm⸗ 
lich eine Parabel feyn, fo muß der für  fich ergebende Ausdruck gleich 
Null ſeyn; dies giebt, ſtatt der Gleichung (9), 
P-+me+2ne O, 

alſo die Gleichung der gegebenen Linie zweiten Grades (4) wieder; und 
hieraus ergiebt ſich alſo: 

Der Ort der Mittelpunkte derjenigen Kreiſe, von denen 
ein jeder, zur Directrie genommen, immer dieſelben Parabeln 
als reciproke Curven einer gegebenen Linie zweiten Grades 
giebt, iſt dieſe gegebene Linie ſelbſt; 
oder auch: 

Nimmt man auf einer gegebenen Linie zweiten Grades 
irgend einen Punkt zum Mittelpunkte eines Kreiſes, und die⸗ 
ſen Kreis zur Directrix, ſo iſt die reciproke Curve der gegebe⸗ 
nen Linie zweiten Grades eine Parabel 


— 
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Da die gegebene Linie zweiten Grades hinwiebderum bie reciprefe Curve 5 44. 
der genannten Parabein ift, wenn man einen der in Rede ſtehenden Kreife 
jur Directrig nimmt, fo ergiebt fich ferner: 

Die reciprofe Eurve einer gegebenen Parabel in Bezies 
Yung auf einen beliebigen, gur Directrix genommenen Kreig, 
it eine Linie zweiten Grades, welche durch den Mittelpunkt 
dieſes Kreifes gebt. 


Sa dem dritten Selle, wenn A? und B? beide poſitiv find, und bie 
weiprofe Eurve der gegebenen alfo immer biefelbe Ellipſe feyn fol, ik 
- my eine negative Größe und kann folglich nie dag Quadrat der 
Tangente eines reellen Winkels feyn. Die Gleichung (9) kann alfo in bie 
fm Falle nie auf Die Form (10) gebracht werden, und ber Mittelpunft 
des in Rede ftehenden Kreiſes liegt alfo nie auf bem Ort des Scheitels eis 
nes umſchriebenen Winkels. 

Nimmt man in der Ebene einer Linie zweiten Grades eis 
nen Punft, von dem aus fich nicht zwei Tangenten an biefe ge» 
gebene Linie ziehen laffen, zum Mittelpunfte eines Kreifes 
und diefen Kreis zur Directrir, fo iſt Die reciprofe Eurve ber 
gegebenen eine Ellipfe; und umgekehrt: 

Die reciprofe Eurve einer gegebenen Ellipſe in Besies 
bung auf einen beliebigen, gur Directrir genommenen, Kreig 
iR eine Linie zweiten Grades, bie fo liegt, daß wan von bem 
Mittelpunfte des Kreifes ans nicht zwei Tangenten an bie 
Curve ziehen fan . 


Es Bleibt noch zu unterfischen übrig, welches ber Ort ber Mittelpunfte 
fey, wenn A! == B?, d. 1. wenn die reciprofen Curven der gegebenen, Kreiſe 
ſeyn follen. Für biefen befondern Fall hat man 

A!B® 
arm 
und bie Gleichung (9) iſt dann alfo 
An’(P-- ma? +-2ne)-+ {m(®? +0) + Zus —n?}? =0. (il) 
Diefe Gleichung läßt fich, wie mon leicht finden wird, in. folgende Facto 
ren erlegen 


{m mo-+n+V =) "} {m’P--me+tn—VIIm)"} =0. (12) 
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$. 44. Iſt die gegebene Linie zweiten Grades (4) eine Hyperbel, fo ift m negativ, 
alfo 1L—m eine pofitive Größe und folglih VL—m reell; ift dieſe Eurve 
eine Parabel, fo iſt m = 0, alfo VI—m = 1 und ebenfalls reell; if 
diefe Einte endlich eine Ellipſe, fo wollen wir annehmen, was jedenfalls ge- 
ſchehen kann, daß der Scheitel der größern Achfe zum Anfangspunfte ber 
Coordinaten gewählt fey; dann ift m der Duotient ded Quadrats der Elei- 
nern Achfe dividirt durch das Duabrat der größern ($. 29. ©. 114.), alfo 
kleiner als 1, daher wieder L—ım pofitio und VI—m rel. Da nun 
alfo die, in ben angegebenen Factoren vorfommenden, Conſtanten reell und 
jeder derfelben Die Summe zweier Duabrate ift, fo drücken diefe Factoren 
ine Linien, fondern Punfte aus, und zwar find die Coordinaten biefer 
Punfte 


P=0 | P=0 
. — — 8 und — a! . 


Transformirt man die Sleichung (4), indem man + —(1 +ViI—n) oder 
14 —(1—V —m) ſtatt x fest, fo kommt 


y”+-r? = (/l—m.x-+n)? ode y-+-x? = (Vl—m.x—n)? , 
und hieraus fieht man ($. 33.), daß die Gleichung (11) ober (12) bie 
beiden Brennpunkte der Eurve (4) ausbrüdt. Wir haben daher die fols 
genden Säße: 

Nimmt man einen Brennpunkt einer gegebenen Linie zwei⸗ 
ten Grades zum Mittelpunkte eines Kreiſes und dieſen Kreis 
als Directrix, ſo iſt die reciproke Curve der gegebenen Linie 
wiederum ein Kreis. 

Die reciproke Curve eines Kreiſes in Beziehung auf einen 
andern zur Directrix genommenen Kreis iſt eine Linie zweis 
ten Grades, deren einer Brennpunft mit dem Mittelpunfte 
des zulege genannten Kreifes zuſammenfaͤllt. 


Vermittelft diefer legten Säge fann man aus Eigenfchaften von Krei⸗ 
fen andere Eigenfchaften confocaler Linien zweiten Grades, d. i. Linien 
zweiten Grades, welche einen gemeinfchaftlichen Brennpunft haben, ableiten. 
AS Beifpiel diene Folgendes: 
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Die gemeinſchaftlichen Sehnen je zweier von drei Kreiſen ſchneiden ſich $. 44. 
in einem Punkte ($. 23.). Daraus laͤßt ſich ber folgende Sag ableiten: 
Die Scheitel der Winfel, welche je zweien von drei confo⸗ 

calen Linien zweiten Grades gemeinſchaftlich umſchrieben find, 
| liegen in gerader Linie 

Nimmt man nämlich den gemeinfchaftlichen Brennpunft diefer drei Eurs 
ven zum Mittelpunkte eined Kreifes und diefen Kreis zur Directrix, fo find 
die reciprofen Eurven dieſer drei Linien zweiten Grades drei Kreife; jeder 
gemeinfchaftlichen Tangente zweier von dieſen Linien entfpricht ein gemeins 
ſchaftlicher Punkt oder Durchfchnittspunft zweier der drei Kreife; jedem 
Scheitel eines zweien confocalen Linien umfchriebenen Winkels entfpricht eine 
Berbindungslinie zweier Durchſchnittspunkte oder eine gemeinſchaftliche Sehne, 
und da dieſe Sehnen ſich in einem Punkte ſchneiden, ſo muͤſſen die entſpre⸗ 
chenden Punkte der reciproken Figur, d. i. die Scheitel der nnſchriebenen 
Winkel in gerader Linie liegen. 


$. 45. 
Zwei gegebene Linien zweiten Grades koͤnnen immer als .collinenre Fi⸗ 
guren angefehen werben. Denn wenn 
au? +2btu + ct? +2du +2et+f = 0, (1) 
ay?+2bxy-H-cX+2dy-+2ex-+f = 0 (2) 
bie Gleichungen diefer beiden Eurven find, fo erhält man, durch Subſtitu⸗ 
tion ber Ausbrüce (2) des $. 11. für u und t in die Gleichung (1), 
eine Sleichung vom zweiten Grade, welche mit der Gleichung (2) identifi- 
cirt werden kann, woraus fich fünf Bebingungsgleichungen zwiſchen den acht 
noch unbeftimmten Größen m’,n’,p',m”’,n’,p',m und n ergeben, fo daß 
man noch drei biefer Größen beliebig annehmen kann, wenn man es mur fo 


einrichtet,, daß die übrigen fünf Größen dadurch Feine imagindren Werthe 
befommen. 


Aufgabe [77]. Zwei gegebene Kinien zweiten Brades berühren 
die Schenkel eines und deffelben Winkels. Man foll unterfuchen, un: 
ter welchen Bedingungen beide Eurven als collinesre und collinear: 
liegende Siguren, und der Scheitel des Winkels als Eollinestionscens 
rum angefeben werden Fönne. 


Es feyen (1) und (2) die Gleichungen der beiden gegebenen, auf daſ⸗ 


$. 45. ſelbe Goorbinatenfpfin Deyngennı. Curven. Setzt mm in (1), zufolge 
2, (& l.), m 
Py — 
er u Tara er 
fo fommt 
(ap’-+2dmp-+fm?)y?-+ 2(bp?-+-dnp-Hemp-+-fmn)sy -+ (cp’-+2enp-+fn?)x? 
+-2(dp+im)y-+-&Xep-Hfo) +f == 0; (3) 
und biefe Gleichung druckt eine Eurve aus, welche ber Curve (1) collinear⸗ 
verwandt und mit ihr collinearsliegend ift, fo daß beide den Anfangspunkt 
der Eoordinaten zum gemeinfchaftlichen Collineationspunkt haben. Soll biefe 
Gleichung aber die zweite gegebene Curve ausdrücken, fo müflen bie Glei⸗ 
ungen (2) und (3) identiſch ſeyn, was folgende fünf Bedingungsglei⸗ 
chungen giebt; 
(ap? + 2dınp-+ fm?)f' = af, (4) 5; (cp-+2enp-+-fa’f' == ci, (5) 
{bp 2.+-(dn-+em)p-+ mn? f' = bf, (6) 
(+mmjf = df, (7) 5° (ep+rMmjf' = el. (8) 
Aus den beiden legten Gleichungen ergiebt fich 
d’ d , _.e e 
mpeg 35 nero 
und diefe Ausdrücke, in die Gleichung (6) fubftitwirt, geben’ 
._ br de)f 
Pd" 
Begeichnet man zur Abkürzung (bf—de) und (b’f’—d’e') reſpective burch 
h und h’, fo iſt demnach 
4 i— dh 3 eh'i 
Pe, );n=t Ent, an 
und dieſe Ausdrücke, in bie Gleichungen (4) und (5) gefeht, geben 
(af—)h— (af —-IYh=0, (12) ; (Fe)h'—cf'—e”)h=0. (13) 
Es kommt jegt nur noch darauf an, zu unterfuchen: erſtens ob die beiben 
legten Gleichungen befriedigt werden, wenn ber Anfangspunkt der Eoordina- 
ten im Scheitel. eines, beiden Curven (1) und (2) gemeinfchaftlich umſchrie⸗ 
benen, Winkels liegt, und zweitens ob die Größen p, m und n in Folge 
der Gleichungen (9, 10, 11) reelle Werthe befommen, wenn biefelbe Vor⸗ 
ausfegung Statt finde. Damit dies auf die einfachfte Weife gefchehe, wol: 
fen wir annehmen, die Schenkel des umfchriebenen Winkels feyen die Coor⸗ 
dinatenachfen, auf welche fich die Gleichungen (1) und (2) beziehen, und 
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alfo der Scheitel dieſes Winkels der Anfangẽpunkt der Eoordinaten. Die 8. 45. 
Gleichungen ber beiden Schenfel des Winkels find alsdann u — © und 
t=0 oder y=0 und x=0, und wenn biefe Schenkel, wie vorausge⸗ 
ſetzt wird, bie Eurven (1) und (2) berühren, fo müffen deren Gleichungen, 
wenn man barin nach einander x und y , t und u gleich Null fetzt, zwei 
gleiche Wurzeln haben, d. i. ed muͤſſen bie Wurzeln der Gleichungen 
au+2durf=0 ; ap’ +2dy+f=0; cr +2et+f=0 ; CR’ +2es+f=0 
gleich feyn. Dies giebt Die Bebingungen 
af - d - 0; af ’—=0; fe? —=0;c!—e—=0, (14) 
und man ſieht alſo, daß bei dem gewaͤhlten Coordinatenſyſtem die Gleichun⸗ 
gen (12) u. (13) befriedigt ſind. Ves nun die Werthe von pm und n 


betrifft, fo werben biefe reell feyn, wenn N eine reelle, alfo 2 —— eine pofitive 


Sroͤße iſt. Das Zeichen bes Ausdrucke = hängt aber von der. Lage der 


beiden Eurven in Beziehung auf ben umfchriebenen Winfel ab. Hier find 
uimlich drei Fälle möglich; entweder es liegen beide Eurven innerhalb befs 
ſelben Winkels, ober die eine liest innerhalb bes Winfeld und bie andere 
iamerhalb des Scheitelwinkels, ober die eine liegt innerhalb des Winkels und 
die andere innerhalb eines Nebenwinkels. Zieht man nun durch den Schei⸗ 
tel des Winkels eine Gerade, ſo wird ſie in den beiden zuerſt genannten Faͤl⸗ 
len beide Curven zugleich ſchneiden oder zugleich nicht ſchneiden; in dem zu⸗ 
letzt erwaͤhnten Falle aber wird ſie nur eine Curve ſchneiden und die andere 
nicht ſchneiden. Die Gleichung einer durch den Scheitel des Winkels ge⸗ 
henden Geraden iſt, da dieſer Punkt zum Anfangspunkte der Coordinaten ge⸗ 
nommen worden, 
u=g be ya; 

und wenn man u und y vermittelft biefer Gleichung aus den Gleichungen 
(1) und (2), um die Abſciſſen der Durchfchnittspunfte zu finden, eliminirt, 

fo ergiebt ih - 
(ag’+2be-+o)?+2(de-He)t-H = 0 ; (ag?+2be+H)?’+2(dere)xstHf—=0. 
Die Wurzeln diefer Gleichungen find aber reell oder Imagindr, je nachdem 
bie Ausdrücke 

(te)? — (ag -+2bg Hof ; (dere)? — (ag +2bg+c)f 
pofitiv oder negativ find. Diefe Ausdrücke rebuciren fich nun in Folge der 

Gkichungen (14) auf 


6.45, 


18 — 
Ade—bHfg 3 2de—bhif)g, 
a 5 —2he, 
und es’ werben alfo beide Curven von ber durch den Anfangspunkt gesoges 
nen Geraden zugleich gefchnitten ober zugleich nicht gefchnitten, wenn h unb 


h’ gleiche Zeichen haben, aber es wird nur eine Eurve gefchnitten, wenn h 
und h’ verfchiedene Zeichen haben. Mit andern Worten die erfte ober zweite 


£age der Eurven findet Statt, wenn . eine pofltive Größe, und die Eur, 


oder auf 


, ven haben die dritte Lage, wenn & eine negative Größe if. Die Werthe 


h 
von p, m und n find alfo bei den beiden erften Lagen reell und bei ber 
dritten imagindr. 

Es ergiebt ſich demnach) aus unferer Analyfe, daß zwei Linien zweiten 
Grades, welche die Schenkel eines und deſſelben Winkels beruͤhren, und in⸗ 
nerhalb des Winkels oder innerhalb des Winkels und ſeines Scheitelwinkels 
liegen, immer als collineare und collinear⸗liegende Figuren betrachtet werden 
können, deren Collineationscentrum der Scheitel des Winfels ift, und zwar 
auf zwiefache Weife, weil hi und hi als Wurzelgrößen mit verfchiebenen 


. Vorzeichen genommen tverden und dem p, m und n demnach doppelte Werthe 


beigelegt werben fünnen. 


Die Gleichung der Eollineationsachfe findet man durch Subflitution 
der Werthe von p, m und n in ($. 13.©. 1.) 
my+nxı+#1—p=0, 
welches, wenn man nad) einander beide Vorzeichen nimmt, 
(dh? — dhi)y-r(eht — eht)x +-fht —fhi = 0, (15) 
eebt (d’-dhtY)y-- (eb! -Feht)x-H-fhi--fh? = 0, (16) 
giebt. 
Addirt und fubtrahirt man diefe Gleichungen, fo fommt nach einander 
dyreı+f=0 ; dyrarf=0, 
welches die Polaren des Anfangspunktes oder Collineationgpunftes, und 
folglich die Berührungsfehnen des umfchriebenen Winfeld in beiden Curven 
find. Hieraus ergiebt fich, daß beide Collineationsachſen fich auf diefen Bes 
ruͤhrungsſehnen fchneiben, und daß alfo der Durchfchnittgpunft der Collinea⸗ 
tionsachfen und der Durchfchnittspunft der beiden Beruͤhrungsſehnen zuſam⸗ 


Wenn 


. men fallen. 


Wenn eine ber beiden Curven (1) und (2) eine ober beide Eollinens $. 6. 


tionsachfen fchneidet, fo fchneibet auch die andere Curve diefe eine oder beide 
Eollineationsachfen und zwar in benfelben Punkten; denn einem auf der Col: 
Imentionsachfe liegenden Punkte eines Syſtems entfpricht ein ebenfalls auf 
der Collineationsachſe liegender Punkt des andern Syſtems, der mit jenem 
Punkte zufammenfällt, wenn beide Syſteme collinear liegen. Man kann 
durch eine einfache Rechnung die eben ausgefprochene Behauptung beftätigen. 
Segt man nämlich der Einfachheit. wegen, f = 1 und f = 1, was 
eben fo viel ift, ald ob man bie Gleichungen (1) und (2) refpective durch 
fund f’ dividirt hätte, fo hat man in Folge der Gleichungen (14) a — d?, 
‘=D ,c=ed,ct= eꝰ, amd die Gleichungen (1) und (2) laſen 
ſich dam auf die Formen 
(dyrex+1’+2hy =0 ; (dy Hex DrH2hey = 0 
Ä bringen, wenn man für t u. u refpective x u. y feßt. Die Coorbinaten 
| der Durchfchnittspunfte dieſer Euren, melche diefe beiden Gleichungen befries 
digen, werden auch ber Differeng diefer Gleichungen, wenn fie refpective mit 
h’ und h multiplicirt werben, genugthun; fie werden alfo die Gleichung 


h(d’ y+ex-+- 1)? —h(dy-Fes-+1)? = = 0 
befriedigen. Diefe Gleichung aber laͤßt ſich wie folgt- 
fhi(d’y-re'x+1) — hY(dy-tex-+1)} {hi(ld’ ytex+l)+h(dy+ex+1)} =0 
zerlegen, und drückt, wie man ficht, die beiden Collineationsachfen (15) u. 


(16) aus; folglidy gehen die Collineationsachſen durch die (reellen oder ima⸗ 
nären) Durchfchnitte bee beiden Eurven, was vorher behauptet worden ift. 


So tie e8 für zwei Linien zweiten Grades, welche die angegebene Lage 
haben, zwei Eollineationgachfen giebt, fo giebt es auch zwei Gegenachfen im 
Spfieme xy und zwei Gegenachfen im Spfteme tu. Ihre Gleichungen, bie 
in allgemeinen Zeichen ($. 13. ©. 2, $. 14. ©. 2) durch 

my+ns+l1=0 und mutnt—p = 0 
ausgedruͤckt worden, find 


(dh? — dh’S)y-+(e’h? eh HH =0, (17) 
(dh3 -+dht)y-+(eht-Feht)x +fh? = 0 ,. (18) 
(hi — dh’dJyu + (eht — eh) —fh = 0, (19) 
(d’h3 dh)Yu P(ehi -Feht)t +fhi —='0. (20) 


Die Segenachfen (17) u. (19) find der Eollinentionsachfe (15), und die 
14 Ä 
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F. 4. Gegmachfen (18) (20) find der Collineationsachſe (16) parallel. Da 


die Sleichungen (17) u. (18) von denjenigen Werthen von x u. y, welche 
die Gleichungen dyHex+f = 0 und dy-rex = 0, die Gleichungen 
(19) u. (20) aber von denjenigen Werthen von t u. u befriedigt werben, 
welche den Gleichungen du-ret+f = 0 und du-ret = 0 Gendge lei⸗ 
ſten; fo ergiebt fih, daß die Gegenachſen (17) u. (18) fich in bemfelben 
Punkte ſchneiden, in telchem die Berührungsfehne des umfchricbenen Wins 
kels in ber Curve (2) von. einer, durch den Scheitel dieſes Winkels der Bee - 
rührungsfehne in der Curve (1) parallel laufenden Geraden gefchnitten wirb; 
und daß bie Gegenachfen (19) u. (20) durch denjenigen Punkt gehen, in 
welchem die Berührunggfehne des umfchriebenen Winkels in der Eurve (1) 
von einer, durch den Scheitel dieſes Winfeld der Berübrunggfehne in der 
Eurve (2) parallel gesogenen Geraden getroffen wird. 


Aufgabe [78]. Es foll unterfucht werden, ob zwei confocale Kis 
nien zweiten Grades als collinesre und -collinearsliegende Siguren, 
und ihr gemeinfchaftlidder Brennpunkt als Collineationscentrum anges 
feben werden Eann. 


Die Gleichungen zweier confocalen Linien zweiten Grades koͤnnen 
immer, wenn der gemeinfchaftliche Brennpunkt zum Anfangspunfte der (rechts 
winflign) Coordinaten genommen toird, zufolge bes $. 33. (G. 1) auf 
die Form 
w +1? = kXau-+-bt-+1)?, (21) und y’-rx? = k*a'y-+b’x-+-1)?, (22) 
gebracht werden, wo denn aufrbt+1=0 un ay+bx+1=0 bie 
Gleichungen zweier Leitlinien ber beiden Curven find. 

Setzt man, wie in der vorigen Aufgabe, in ber Gleichung (21) 


my--ox+1- my-Fox+1' 
fo fommt ü 


= loptmdy+Hoptntll?. 


SoM;diefe Gleichung mit ber Gleichung (22) identiſch fen, fo müflen fol- 
gende drei Bebingungsgleichungen befriedigt werben: 
ka = ka ; kb = th ;, ——=Hr. 


Diefe Gleichungen geben 
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k kazk kb'zckb 
p= *5 ım= —— 3 1* F 


alſo doppelte reelle Werthe, aus welchen man fuͤr die Gleichungen der 
Collin eationsachſen 

(Ka—ka)y-Hkb’—kb)s+k'—k—0 ; (Karka)y-Hk'b+kb)r+k'+k = 0 
findet. Diefe Gleichungen laſſen ſich auch durch bloße Subtraction der bei⸗ 
den Gleichungen 


— —XR 


ſinden; denn man erhaͤlt dadurch 
—X +1? = 
IKla'y+bx+-D)—klay-Hbi +1) Ka y-Hbis-Hl)+klay-+bı-H1)} =0. 
Die Gleichung einer jeden der beiden Eolinentionsachfen wird - durch 
diejenigen Werthe von x u. y befriedigt, melche den Gleichungen 
ay+bs+1=0 md ay+b+l=0 
zu gleicher Zeit genügen. Diefe letztern find aber. die Gleichungen der Beit 
linien ber beiden Eurven ober, was daffelbe ift, der Polaren ihres gemein⸗ 
fihaftlichen Brennpunftes; die Eolineationsachfen fchneiben fich daher im 
Durchſchnitt dieſer beiden Leitlinien. Es giebt nun wieder, wie in ber vos 
rigen Aufgabe, zwei Paar Gegenachfen, deren Gleichungen leicht aufgeftellt 
werden fünnen. 


6. 48. 


Wir muͤſſen hierbei noch einen beſondern Fall in Betrachtung ziehen, 


der eintritt, wenn beide Curven nicht nur denſelben Brennpunkt, ſondern 
auch gleiche Parameter haben. Der Parameter einer Linie zweiten Grades 
iſt, zufolge des $. 33. (S. 133.), der Sehne gleich, welche durch den 
Hrennpunft geht und fenfrecht auf der größern oder Hauptachſe ift, ober, 


weil auch die Leitlinie fenkrecht auf diefer Achfe ift, welche durch den Brenn⸗ 


punft der Leitlinie. parallel gezogen ift. Die Gleichungen diefer Sehnen in 
ben Curven (21) und (22) find aber 

aurbt=0 m ayrbı=0, 
und bie Coordinaten tu’ und x'y’ derjenigen Punkte, in toelchen fie refpective 
die Curven fchneiben, werden aus den Gleichungen 
+1? = k?(au’ +bt’ +1)? yv?+-x?=k*’ay+-bzx-+1)? 
— au +-bt = 0 1 und — ay-+bxr = } 
gefunden werden können. Die unten ſtehenden Gleichungen reduciren bie 

14 
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Sig. 29. 
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oben fiehenden auf 

"= md Pr. 
Es find aber u t2 und y”-r-r? die Duabrate der in Nebe fichenden 
halben Sehnen, und wenn biefe einander gleich feyn, d. i. wenn die beiden 
Eurven gleiche Parameter haben follen, muß alfo k®—k” feyn. Haben 


nun die beiden Curven gleiche Parameter, ſo iſt p ** = 1, und 


nimmt man das untere Vorzeichen, fo entfprechen fich nicht nur je zwei 
Punkte der beiden Eurven, welche mit dem Brennpunkte in geraber Linie 
liegen, fondern diefe Punkte können auch mit einander verwechfelt werben 
($. 14.) 

Hieraus ergiebt fich nun Folgendes: 

Zieht man durch den gemeinfchaftlichen Brennpunft F zweier confoca⸗ 


len Linien zweiten Grades, welche gleiche Parameter haben, zwei beliebige 


Gerade, von welchen bie erfte eine Eurve in den Punkten a und «, und bie 
andere Eurve in a’ und a’, von welchen ferner bie zweite Gerade jene Curve 
in b und 4, und diefe in b’ und 4' fchneibet, fo bat man vier Paare fich 
entfprechender Punkte, und zwar entfprechen fie einander auf doppelte Weife; 
nämlich es entfprechen einander 

enttoeder die Punkte ana, bub,Auß',ound, 

oder die Punkte au. cd, bufP,Pub,a.uwa. 


Fuͤr den erfin Fall ift p =.1 und die Collineationsachſe L, geht durch 


den Collineationspunft ($. 14.), d. i. durch den Brennpunft; für den zwei⸗ 
ten Fall it p= — 1, und bie Punkte eines jeden der zulegt genannten 
vier Paare können unter fich vertaufcht werden. Es ſchneiden fich daher 

die Geraden ab u. ab’ , aß u. af’ , ba u. ba’ , fa u. B'a’ 
auf" der Collineationsachſe L,, welche burd) den Brennpunkt F geht und 
eine gemeinfchaftliche Sehne beider Eurven bildet, in ben Punkten pı, Par 
Ps, Ps; und es fchneiden fich ferner | 

ab u. aß’ ,aß u. ab’ , ba u. P’a , fa u. ba’ 

bir Geraden | aß'u. be’ ‚ab' u. 0 ‚ ba’ u. Aa, Ba’ u be 
auf der Eollineationsachfe L,, in den Punkten 72, , ray... +75 

Auf denfelben Achfen L, und L, in den Punkten q;, 4a, qs / q. und 
YırYar War ws fehneiden fich die Tangenten ber Eurven, welche burch bie 
genannten fich entfprechenden Punkte gezogen find, was fich eben fo wie bie 
ähnliche Behauptung in $. Al. darthun läßt. 





! 
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Wenn bie Parameter der beiben Curven nicht einander gleich find, fo 5. 45. 
liegen bie Punkte 7,, 106, 7%%,,7% nicht: auf ber Eollineationsachfe L,, auch 
geht alsdann die Eollineationgachfe L, nicht durch den Brennpunft F. 


Man wird leicht einfehen, daß fich nach dem Reſultate ber Aufgabe 
(77) eine der Figur 29. ähnliche entwerfen laͤßt, wenn die beiden Linien 
sweiten Stabes feinen Brennpunkt, wohl aber zwei Tangenten gemein ha; 
ben und in demfelben Winkel diefer Tangenten liegen. Der Scheitel dieſes 
Winkels vertritt hier die Stelle des gemeinfchaftlichen Brennpunktes. Man 
fieht ferner ein, daß zwei Ellipfen, die in demſelben einfachen Viereck einge: 
ſchrieben find, auf zwölf verfchiebene Arten als collineare und collinear: lie: 
gende Figuren betrachtet werben können, indem man die vier Eckpunkte des 
Vierecks und die beiden Durchfchnittgpunfte der gegenüber liegenden Seiten 
zu Eoflineationspunften nehmen kann, und alsdann für jeden Collineations⸗ 
punft zwei Eollineationsachfen, zwei gemeinfchaftliche Sehnen ber beiden Eur- 
ven, erhält. . Es muß aber bemerkt werben, daß es nicht zwölf verſchie⸗ 
bene, ſondern nur ſechs Collineationsachfen giebt, indem zu zwei ‚und zwei 
Collineationspunttten biefelben beiden Eollineatiensachfen gehören. 


. Wie aber auch zwei Linien zweiten Grades liegen mögen, fo koͤnnen fie 
im Allgemeinen immer als collineare und. collinear <liegende Figuren betrady 
tet werben, und zwar giebt es immer entweder zwei ober ſechs Collineations⸗ 
punkte. Wir können biefe Unterſuchung bier nicht fortfegen, fo tie wir «8 
auch unterlaffen müffen, die Säge aufzuftellen, welche fich aus ben Refultas 
ten der vorigen Aufgaben als einzelne Säle ableiten laſſen. Und nur das 
Eine wollen wir noch bemerken, daß nämlich, wenn ein Eollineationgpunft 
zweier Linien zweiten Grades gegeben ift, die beiden zugehörigen Collinea- 
tionsachfen, wie aus den vorigen Aufgaben erhellet, durch bloßes Ziehen ge 
raber Linien conftruirt werben Fönnen. Wenn aber umgekehrt eine Collinea⸗ 
tionsachfe gegeben ift, oder wie bei zwei Kreifen leicht gefunden werden 
mag, die zugehörigen Collineationspunkte auf folgende Weiſe beftimme tver: 
ben fünnen. Man ziehe nämlich von einem beliebigen Punkte der Collinea⸗ 
ttonsachfe zwei Paar Tangenten an beide Eurven, unb verbinde jeden Be⸗ 
rührungspunft ber einen Curve mit jedem Berührungspunfte der andern 
Curve durch gerade Linien. Diefe Geraden beftimmen durch ihre Durch 
ſchnitte zwei Collineationspunkte. Sind von dieſen Collineationspunkten ang 
zwei Tangenten an eine der beiden Curven zu ziehen moͤglich, ſo werden ſie 
zugleich Tangenten der andern Curve ſeyn. Man ſieht hieraus, daß die 
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5. 45. Collineationsachfen zur Conftruction der gemeinfchaftlichen Tangente zweier 
Linien zweiten Grades angewandt werden koͤnnen *). 


$. 46. 
Zwei Linien zweiten Grades, deren Gleichungen 
au? 2btu +ct? +2du +2et +f =0, (1) 
ay’+2bxy-+cr?+2dy+2eı+f = 0 (2) 


ſeyen, find nur dann als affine Figuren zu betrachten, wenn bie Ausdrücke 
b’—ac und b?— ac zu gleicher Zeit pofitio, negativ oder null find. 
Subftituirt man nämlich in die Gleichung (1) für u und t die Ausdrücke 
(1) des $. 16., fo erhält man die Gleichung einer Curve, welche der durch 
bie Gleichung (1) ausgedruͤckten affin ift; fol nun dieſe Eurve bie durch 
die Gleichung (2) ausgebrücte feyn, fo muß die, durch die genannte Sub⸗ 
ftitution bervorgegangene Gleichung mit der Gleichung (2) identiſch feyn. 
Durch das Identificiren diefer Gleichungen ergeben fich nun zwar nur fuͤnf 
Bedingungen zur Beſtimmung der ſechs Größen m’,n’,p’,m”,n” und p”, in⸗ 
deffen koͤnnen dieſe Bedingungen doch nur dann erfüllt werben, wen b’—ac 
und b?— a’c’ gleiche ‚Zeichen haben. Denn bie erfien drei Bedingungen 
find, wenn man ben Ausdruck ap? -+2bp'p’-+cp"”-+2dp’+2ep”+f, der 
Kürze wegen, durch F begeichnet, durch folgende Gleichungen 


’ am?+-2bmm’+cm” _ a , an?+2bnn’-+en” _ cd, 
. F 7.77 F pp? 
am'm’--b(m'n’--m’n)+cnn” _ b’ 
— 
ausgedruͤckt, und hieraus ergiebt ſich 
20wn TIBEN | 
b?— ad = - ee ac) . 


Da nun ber Eoefficient von b’—ac, was auch m’,n’,m”,n” ſeyn mögen, 
als ein Product von Quadraten nothwendig pofitiv ift, fo Fann diefe Glei⸗ 
hung, welche Werthe man ben eben genannten Größen auch beilegen mag, 
nur befriedigt werden, wenn b’—ac und b?—a'c’' gleiche Zeichen haben. 
Man fieht hieraus, daß Ellipfen nur mit Ellipſen, Hyperbeln nur mit 


*) Die Eollineationsachfen zweier Linien zweiten Grabes find zuerſt von Herrn 
Poncelet unter der Benennung „Söcantes reelles ou ideales comınunes“ betrachtet 
worden. MM. ſ. Traitö des propriétés projectives des figures: 
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Hyperbeln unb Parabeln nur mit Parabeln in: der Verwandtſchaft der Affi⸗ 6. 46. 
nitaͤt ſtehen können. 


Aufgabe [79]. Weldye Relationen muͤſſen zwifchen den Coeffis 
cienten der Gleichungen (1) und (2) Statt finden, wenn diefe zwei 
ähnliche und Äbnlich:liegende Kinien zweiten Grades ausdrüden follen, 
unter der Vorausfezung, daß beide Eurven auf dalfelbe Coordinaten⸗ 
fyftem bezogen find? 

Wenn man die Eoordinaten des Mittelpunfte® der Curve (1) durch 
Ü,w bezeichnet und bie Gleichung fransformirt, indem man u = u’Fu), 
t=t’+t fegt, fo kommt ($. 29. ©. 13.) 

au”? + 2bt"u" +: ct”? + Q —= 0 , 

und wenn man benmach wieder zu dem Anfangspunfte der alten Coordina⸗ 
ten zurückkehrt, baburch, daß man für u’ und t’ refpective u— u’ und t — t 
fest, fo bat man 

a(u — u) 2h6t —M)u— HA 0. (3) 
Eben fo erhält, wenn x’, y die Coordinaten des Mittelpunktes der Curve 
(2) bedeuten, die Gleichung diefer Eurve die Form 

a(y—y)r2ba—\y—-V)rei—’+Q=0. (4) 
Beide Gleichungen (3) und (4) beziehen fich noch auf das alte Eoordina- 
tenſyſtem, und es ift ($. 29. Aufg. 42.) 

__ (bd-ae)’—b’-ac)(d’—af) , (b’d’-a'e'?”—(b?—a'c') (d?’-a'f’) 
= a(b?—- ac) 2* a'(b?— a’c') " 
Wenn nun beide Eurven Ahnlich feyn und ähnlich liegen follen, fo feyen 
a,ß die Soordinaten des Uehnlichfeitspunftes. Man trangformire die Gleis 
chungen (3) u. (4), indem man biefen Aehnlichfeitspunft zum Anfange- 
punfte ber Soorbinaten nimmt, und alfo ur für u, t+a für t, y+f 
für y und x-r« für x ſetzt. Dadurch erhält man 

a(u + U? +2b(t +T)u+UÜ)+ct+M?+Q =0, (5) 
a(y+-D?+2bsa+-X)(y+-VDrcı+X)+0Q =0, (6) ° 
wo, ber Kürze wegen, U, T, X und X refpective für ?— u, a—t!,P—y 
und — xgeſetzt find. Man feße ferner in (5), zufolge des $. 17., 
u=hy ; = hr, 
und ibentificire die, fich daraus ergebenden, Gleichungen, fo findet man fol- 
gende Bedingungen: 
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_b,c _ cd U ıT _c,.Q © 
ur Er Yir 45 Sl Ir er a a 


Die beiden erfien dieſer Gleichungen find von @, Aäunb h unabhängig, und 


aus der legten Gleichung findet man 


+ :Q 
h=tV (7) 
fo daß alfo h nur dann reell ift, wenn aA'Q und aQ' oder, was daſſelbe ift, 


wenn 2 und © von gleichen Zeichen finb. Sett man fr Q und Q’ bie 


oben genannten Ausdrücke, fo befommt man zwei Brüche, bern Nenner 
aꝰ(bꝰ — ac) und a?(b?— ac) find und die, weil a? und a”? nothwendig 
poſitiv, b>— ac und b?— ac aber gleiche Zeichen haben, wenn bie erften 
beiden Bedingungsgleichungen befriedigt werben, felbft nur von gleichen Zeis 
chen feyn werden, wenn ihre Zähler gleiche Zeichen haben. Wir haben bem- 
nach als Bedingungen für die Achnlichfeit und für das Aehnlich>Liegen der 
Eurven (1) und (2) 


bh’ = c (8) 
und 
f(bd-ae)”— (b?-ac) (d’-af)} mit {day (b?-ac)(A-a)} (9) 
von gleichem Zeichen. 

Werden diefe Bedingungen afaut ß ergiebt fi) aus der britten und 


vierten Bebingungegleichung, da — — if, 


vow 5 T- hX, (10) 
und vermittelft biefer Gleichungen fünnen bie Coordinaten @, A des Aehnlich- 
feitspunftes beftimmt werden. Da aber der Werth (7) von h mit boppeltem 
Zeichen zu nehmen ift, fo wird man, tie bei zwei Kreifen, zwei Aehnlich⸗ 
feitöpunfte erhalten, und da ferner —T, —U, —X, —Y nichts anders 
find als die Eoordinaten des Mittelpunktes der Curve (1) und ber Eurve 
(2) in Beziehung auf bie, durch’ den Aehnlichkeitspunkt gehenden, Coordi⸗ 
natenachfen, fo zeigt die, durch Elimination von h bervorgehende, Gleichung 

U T 
. — — T l » 
daß bie Mittelpunfte beider Eurven mit den Hehnlichkeitspunften in geraber 
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Linie liegen, wie denn auch aus den Gleichungen (10) ſelbſt hervorgeht, daB S. 46, 
diefe Mittelpunfte einander entfprechen. 

Ä Die Gleichung (18) desı$. 29., durch welche die Winkel beftimme 

| werben, die Die Achfen der Eurve mit der Abfciffenachfe bilden, ift, in Folge 

| der Gleichungen (8), für beide Eurven (1) u. (2) dieſelbe; dieſe Winkel 
find daher in beiden Eurven einander gleich; folglich find die beiden Achfen 
der einen Curve den beiden Achfen der andern parallel; mithin find fie ein- 
anber entfprechende Gerade ($. 17.), und demnach find ihre Durchfchnitte- 
punfte mit den Curven, nämlich die Scheitel derfelben, fich entfprechende 
Punkte; fomit ftehen die Achſen beider Eurven in demfelben Verhaͤltniß zu 

Zwei ähnliche und Ahnlich-liegende Linien zweiten Grades Fünnen in 
nicht mehr als zwei Punkten ſich fchneiden. Denn nad) Demjenigen, tag 
in ber legten Aufgabe fich ergeben hat, find Die Eoefficienten der drei erſten 
Glieder der Gleichung von einer diefer Eurven Gleichvielfache der Coeffi- 
cienten berfelben Glieder der Gleichung von der andern Curve. Zieht man 
alfo diefe Gleichungen, nachdem man eine jebe durch den ECoefficienten ihres 
erſten Gliedes bividirt hat, von einander ab, ſo verſchwinden die Glieder 
der zweiten Dimenſion, und es bleibt nur eine Gleichung vom erſten Grade 

uͤͤbrig. Da nun alle diejenigen Werthe der Coordinaten, welche die Glei⸗ 

chungen der beiden Curven zugleich befriedigen oder, mit andern Worten, 
die Coordinaten der Durchſchnittspunkte auch dieſe Gleichung vom erſten 
Grade befriedigen muͤſſen, ſo ſind alle Durchſchnittspunkte beider Curven in 
der, durch die zuletzt genannte Gleichung ausgedruͤckten Geraden enthalten, 
und es exiſtiren demnach nie mehr als zwei ſolcher Durchſchnittspunkte 
($ 35.) *). 

*) Man fieht, daß zwei Linien zweiten Grades, in deren Gleichungen die Coeffis 
eienten der drei erften lieder einander gleich find, oder gleich gemacht werden Fünnen, 
ch ebenfalls im nicht mehr als zwei Punkten fchneiden, wenn fie auch Feine ähnliche 
und ähnlich = liegende Eurven find. Wir bemerken bei diefer Gelegenheit, daß zwei El⸗ 
lipfen oder Parabeln, deren Gleichungen die Bedingung (8) erfüllen, auch die Bedin⸗ 
gung (9) erfüllen werden; daß dies aber bei zwei Hyperbeln nicht der Fall zu feyn 
braucht. Zwei Eiipfen oder Parabeln find daher immer ähnlich und ähnlich liegend, 
wenn nur die Bedingung (8) erfüllt ifl. Zwei Hpperbeln aber find weder ähnlich noch 
ähnlich sLiegend, wenn außer den Gleichungen (8) nicht auch die Bedingung (9) erfüllt 
wird; fie find alddann in Afymptotenwinkeln enthalten, die einander zu zwei rechten ers 
sänzen, und es verhält fich in der einen Eurve die Hauptachſe sur Nebenachfe umges 
kehrt wie die Hauptachfe zur Nebenachfe in der andern. 
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Wir bemerken noch, daß die Achnlichkeitspunfte zweier ähnlichen und 
ähnlich-liegenden Linien zweiten Grades auch als Eollineationgpunfte der bei- 
den Eurven, und die Gerade, deren Gleichung durch Subtraction der beiden 


„Gleichungen diefer Eurven erhalten wird, als ihre Collineationsachſe angefes 


ben werden Fann, gerade fo wie es bei zwei Kreifen der Sal ift. 


Aufgabe [80]. Es find zwei ähnliche und äbnlichsliegende Kis 
nien Zweiten Grades gegeben. Man ſoll den Ort des Punktes p fin: 
den, weldher fo liegt, daß, wenn durch ibn eine beliebige Gerade ge; 
zogen wird, welche die eine Curve in zwei Punkten a,b und die andere 
in zwei Punkten a’, b’ fdhneidet, Das Rechted unter pa und pb gleich 
dem Rechtecke unter pa’ und pb’ fey. 


Die Gleichungen der beiden, auf rechtwinklige Coorbinatenachfen bezo⸗ 
genen, Curven werben, nachdem fie von dem Coefficienten von y? befreit 


. find, durch 


JAH 2By+ CR 2Dy +2Es+F=0, 
y’+2Bıy-+Cx’-+2Dy-+-2Ex+-F = 0 
Dargeftellt werben fünnen. Wir bezeichnen die Coordinaten ded Punktes p 
durch x, y' und franeformiren die beiden Gleichungen, indem wir dieſen 
Punkt zum Anfangspunfte der Coordinaten nehmen, alfo x-+-x und y+-y’ 
flatt x und y feßen. Dies giebt 
y?-+-2Bxy+Cr?+-2My +#2Nr +Q =0, 
y?-+2Bsy-+-Cr?’+-2My-+-2Ns+-0Q = 0, 
wo zur Abkürzung | 
y+Br+D=M ; By+CxX+E=N ; y"+2Br'y+CxX”+2Dy HEY +HF=Q, 
y-+Bx’+D’=M'; By+Cx+E=N’; y”+2Bx'y-+Cx?+2D’y+2Ex+F'=0Q’ 
gefegt if. Transformirt man die eben aufgeftellten Gleichungen in Polar: 
Eoordinaten, indem man ($. 3. F. 10.) ucost und ueint für x und y 
feßt, fo kommt 
(sin’t-+-2B sintcost + C cos’t)u?-+2(M sint+N öoosyu+Q = 0, 
(sin’t+-2B sint cost + C cos’t)u?-+2(M' sint-+ N’costJu+Q' = 0. 
Die beiden Werthe von u, welche bie erfte Gleichung für ein Beliebiges t 
giebt, find offenbar die Längen von pa und pb, und die beiden Werthe von 


u, welche die zweite Gleichung für baffelbe t liefert, find bie Längen von 
pa’ und pb’; wir haben daher 
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= sintt->2B sint cost + U cos?t 3 
! 


T 
paxpb = sint+2Bsint cost + Ccos’t 


Da mn zufolge der Aufgabe dieſe Rechtecke einander gleich feyn follen, und | 


die Nenner dieſer Ausdruͤcke für denſelben Werth von t diefelben find, fo 
baden wir Q = Q', oder, wenn wir für Q und Q’ die von ihnen vertre⸗ 
kmen Ausdrücke ſetzen, und die Accente von x’ und yı die jetzt nicht mehr 
nöthig find, weglaffen, 
P+2Bry+Cx?+2Dy-+2Ex-4-F = gr BBı HOCH By +2Es4-F, 
nelche Gleichung ſich von ſelbſt auf 

20 - D)y+HXE—Ei+F—F = 0 
reönchtt. Der gefuchte Ort ift alfo eine gerade Linie und zwar bie gemeine 
fhaftliche Sehne der beiden gegebenen Eurven, was daraus erhellet, daß bie 
gefundene Gleichung mit derjenigen ibentifch iſt, welche fich ergiebt, wenn 
die zweite gegebene Gleichung von der erſten abgezogen wird. 


. 47. 

Wir wollen jetzt ein Syſtem aͤhnlicher und aͤhnlich⸗ liegender Finien 
weiten Grades betrachten, bie fich in denfelben Punkten fehneiden oder, was 
daffelbe ift, bie eine gemeinfchaftliche Sehne haben. 

Nimmt man biefe gemeinfchaftliche Sehne zur Orbinatenachfe, fo wer⸗ 
den in den, von dem erſten Coefficienten befreiten, Gleichungen dieſer Cur⸗ 
ven nicht nur die Eoefficienten des seiten und dritten Gliebes, ſondern es 
werben auch, weil für x—= 0 bie Werthe von y, d. i. die Ordinaten der 
Durchſchnittspunkte mit der Ordinatenachſe, einander gleich ſeyn müffen, die 
Eoefficienten von y und die legten Glieder einander sich feyn. Zwei Eur: 
ven des Syſtems werben demnach durch 

P?-+2Bıy+-Cx?-+2Dy-+2E+F =0,. (1) 
y’-+2Bxıy-+H-Cr’+2Dy-F2Exı+-F = 0 (2) 
auszudruͤcken ſeyn. Die Gleichung einer andern Linie zweiten Grades, welche, 


ohne den Curven bes Syſtems aͤhnlich zu feyn, durch biefelben, auf der Or⸗ 


Binatenachfe liegenden, Durchfchnittspunfte geht, ift 
y?’+2Bsxy-+Cs-+2Dy-+2E’s+F —0. (3) 
Zieht man die Gleichung (3) von den Gleichungen (1) und (2) nach ein⸗ 
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$. 47. ander ab, fo kommt 
128 —B)y+(C— O2E — EN) —=0, (4) 
{2B—B)y+(C— Ci +-2E—E)ı=0. (5) 
Die Gleichung (4), welche von ben Eoordinaten der Durchfchnittäpunfte 
der Eurven (1) u. (3) befriedigt wird, fo wie die Gleichung (5), welcher 
von den Eoorbinaten der Durchfchnittspunfte der Eurven (2) und (3) Ge 
nüge geleiftet wird, zerfällt, wie man flieht, in zwei Sactoren. Die zweiten 
Sactoren, naͤmlich x = 0, drüden bie Hrbinatenachfe aus, welche zwei 
Durchſchnittspunkte enthält; und die erfien Factoren, nämlich 
2(B-B)y-HC-O)x-+2(E-E)=0 ; B-B)y-HC-C)r+&XE-EN)=0 
‚ find die Gleichungen zweier Geraden, von toelchen die eine bie übrigen 
Durchfchnitte der Curven (1) u. (3), und die andere die übrigen Durch⸗ 
fehnitte der Eurven (2) u. (3) enthäl. Da nun die Eoefficienten von x 
und y in diefen Gleichungen biefelben find, fo laufen diefe Geraden einander 
parallel. Der Parallelismus biefer Geraden wird offenbar auch dann Statt 
haben, wenn die Eurven (1, 2 u: 3), ftatt fich in denfelben beiden Punk 
ten zu fchneiden, einander in einem und bdemfelben Bunfte berühren, d. h. 
einen Punkt, und in demfelben die Tangente gemein haben, welcher Fall nur 
ein befonderer des bisher betrachteten ift, und analytifch dadurch ausgedrückt 
werden kann, daß D’—F = 0 gefegt wird ($. 45. ©. 14). Hieraus 
ergiebt ſich nun der 
Lebrfaz [27]. Wenn eine Linie zweiten Grades von einer Reibe 
äbnlicher und Äbnlich:liegender Linien deffelben Grades in denfelben 
zwei Punkten gefchnitten, oder in einem und demfelben Punkte berührt 
wird, fo find alle DVerbindungslinien von je zwei andern Durdhfchnitts: 
punften einer jeden Eurve aus der Reibe und der zuerſt genannten 
einander parallel. 


Die folgenden Säge (28 u. 30), die wir zum Beweiſen vorlegen, fon 
nen auf eine Weiſe, welche ber, zur Herleitung des vorigen Satzes angewand⸗ 
ten Analyfe: ähnlich ift, behandelt werden. Die daneben geftellten Säge 
(29 u. 31) ergeben fich vermittelft der Neciprocität, und bedürfen fomit 
Feines befondern Beweiſes. 

Jebrfan [28]. Wenn drei Li L.ebrfaz [29]. Wenn drei Ai 
nien Zweiten Brades eine gemein: nien zweiten Brades einen gemein: 
ſchaftliche Sehne haben, fo fchneis ſchaftlich umfchriebenen Winkel ba 
den ſich die drei andern Sehnen, ben, fo liegen die Scheitel der drei 
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von denen jede zweien diefer Eurs 
ven gemein ift, in einem und dem⸗ 
ſelben Punkte. 


andern Winkel, von denen jeder 6. 47, 
zweien diefer Curven gemeinſchaft⸗ 
lich umfchrieben iſt, auf einer und 
derfelben Geraden. 
Nimmt man die Richtung der, allen drei Eurven gemeinfchaftlichen, 
Sehne zur Orbinatenachfe, fo find diefe drei Eurven, da fie nun durch bie; 
felben Punkte diefer Achfe gehen, durch folgende — 
y Bxy CxDy Ex +F = 
By Cx Dy EXxVF C J 
y„”+B’xy+-Cr?+-Dy+Es+F = 0 | 
ausnudruͤcken. Zieht man biefe Gleichungen von einander ab, und dividirt 
Se Nefte durch x, ſo kommt 
B—B)yHC—-COıx+E—E =0, 
B—BYy-HC—Cı+E—E—=0, 
— B)y+C—-Cı+E—-E’=0, 
umd biefe Gleichungen drücken die zweiten gemeinfchaftlichen Sehnen der Iften 
u. 2ten, der Aften u. 3ten, ber 2ten u. Zten Curve aus. Da nun aber die 
erſte dieſer Gleichungen die Differenz ber zweiten und britten ift, fo fchneis 


den fich diefe gemeinfchaftlichen Schnen in demfelben Punkte ($. 9.). 


Lebrfau [30]. Wenn eine 
Reihe von Linien Zweiten Brandes, 
welhe durch diefelben vier Punkte 
geben, von einer andern Linie def 
flben Grades in zwei von diefen 
vier Punften gefchnitten wird, fo 
ſchneidet dieſe leute Curve eine jede 
Curve der Reibe noch in zwei fol; 
chen ‚Punften, daß die Verbindungs: 
linie derfelben durch einen und 
denfelben Punkt der, den Eurven 
we Reihe gemeinfchaftlichen Sehne 


Lehrſatz [31]. Wenn eine 
Reibe von Linien zweiten Brades, 
welche diefelben vier Geraden be; 


rühren, mit einer andern Kinie def 


felben Brades zwei von diefen vier 
Beraden zu gemeinfchaftlichen Tan⸗ 
genten bat, fo liegen die Scheitel 
der Winkel, welche einer jeden 
Eurve der Reibe und der zulezt ges 
nannten Curve noch gemeinfchafts 
lich umfchrieben werden Fönnen, 
auf einer und derfelben, durch den 
Durchfchnitt der beiden den Curs 
ven der Reibe gemeinfchaftlichen 
Tangenten gebenden, Beraden. 


Bir nehmen die allen Curven gemeinfchaftliche Schne zur Ordinaten- 
achſe und die Verbindungslinie der andern gemeinfamen Durchfchnitte von 


den Ehrven der Reihe zur Abfciffenachfe. 


Alsdann Fönnen zwei Eurven der 
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Reihe, da fürx—0, bie Werthe von y, und für y=0, bie Werthe von 
x in. beiden Eurven biefelben ſeyn müffen, durch die Gleichungen 
y„”-+By-+-Cr’+-Dy+Eı+-F=0, 
Bry-Cxꝰ Dy HExF = 0 
ausgedruͤckt werden. Die Gleichung der Linie zweiten Grades, welche nur 
durch die beiden, auf der Ordinatenachſe liegenden Durchſchnittspunkte, nicht 
aber durch die, in der Abſciſſenachſe befindlichen, geht, wird durch 
Bxy -CXADY HEE0 
darzuſtellen ſeyn. Zieht man jetzt dieſe Gleichung von den beiden erſten ab 
und dividirt die Reſte durch x, fo kommt 
B—B’y+(C—Chı+E—-E=0, 
B—B)y-++C—Ci+E—-E—=0,: 
zwei Gleichungen, welche Die zweiten gemeinfchaftlichen Sehnen der erften 
und dritten und der zweiten und dritten Curve ausdrücken. Da nun aber 
diefe Gleichungen, wenn man darin y— 0 fegt, für x benfelben Werth ge: 
ben, fo fchneiden die zweiten gemeinfchaftlichen Sehnen die Abfciffenachle, d. i. 
bie den Curven der Reihe gemeinfame Sehne in einem und demfelben Punkte. 


48. 
Wenn in der Gleichung 
ay’-+-2bxy-+cx’-+-2dy-r2ex--f = 0 (1) 
ein Eoefficient veränderlich angenommen wird, fo drückt fie nicht mehr eine 
beftimmte Linie zweiten Grades, fondern unzaͤhlig viele folcher Linien aus. 
Wir wollen die ſechs verfchiebenen Fälle, die hier Statt finden können, ber 
Meihe nach) durchgehen. 

I. Wenn a veränderlich, alle übrigen Eoefficienten der 
Sleihung (1) aber conftant find, fo druͤckt dieſe Gleichung 
eine Reihe von Eurven aus, welche fich in denfelben zwei (reel: 
len oder imaginären) Punkten der Abfciffenachfe berühren. 

Daß die Eurven durch bdiefelben zwei Punkte der Abfeiffenachfe gehen, 
ift daraus zu erfehen, dag für y=0, x in allen Eurven biefelben Werthe, 
nämlich die Wurzeln x, und x, der Gleichung cxꝰ 2ex = 0, hat. 
Daß dieſe Eurven fih auch in diefen Punkten berühren ober, was baffelbe 
ift, in diefen Punkten biefelben -Tangenten haben, ergiebt fi) aus den Gleis 
ungen diefer Tangenten; denn feßt man in ber allgemeinen Gleichung für 


rm 
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eine Tangente ($ 35.8.5) y — 0 und Y=xn, oder zn, fo kommt s. 48. 


(bi, +Ä)y-Hex,te)stex, +f=0 oder (bx, +d)y+(cx, te) te, +f=0, 
wei Gleichungen, welche a nicht enthalten, und alfo immer bdiefelben Gera- 
den ausdrücken, was auch, in den Gleichungen (1), a für einen Werth bar 
ben mag. 

1. Wenn b veränderlich, alle übrigen Eoefficienten der 
Sleihung (1) aber conftant find, fo drückt dieſe Gleichung 
eine Reihe von Eurven aus, welche fich in denfelben vier (reel: 
len ober imaginären) Punkten der Coordinatenachfen fchneiden. 

Denn ſetzt man nach einander x—= 0 und y 0, fo erhält man 

ay’+2dy+Hf=0 ; araırHf=0, — 
melde Gleichungen immer diefelben Werthe für y und x, d. i. diefelben 
Durchſchnittspunkte mit den Coordinatenachien geben, welchen Werth auch 
bin der Gleichung (1) haben mag. 

II. Wenn c veränderlich, alle übrigen ECoefficienten aber 


| conſtant find, fo druͤckt dieſe Gleichung eine Reihe von Eur; 
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ven aus, welche ſich in denſelben zwei (reellen oder imaginaͤ⸗ 
ten) Punkten der Ordinatenachſe berühren. 

Dies laͤßt ſich ebenſo wie die Behauptung I. nachweiſen. 

IV. Wenn d veränberlich, alle übrigen Eoefficienten ber 
Gleichung (1) aber conftant find, fo druͤckt diefe Gleichung 
eine Reihe von Eurven aus, welche. ähnlich und aͤhnlich-lie⸗ 
gend find, und welche fich in benfelben zwei (reellen oder ima« 
ginären) Bunften der Abfciffenachfe fchneibden. 

Daß die Eurven aͤhnlich und Ahnlich-liegend find, erhellet daraus, daß 
die Enefficienten der drei erften Glieder, und daß auch die legten Glieder 
biefelben find ($. 46.); und daß fie durch Diefelben Punkte der Abſciſſenachſe 
gehen, iſt wie vorher erſichtlich. 

V. Wenn e veraͤnderlich, alle uͤbrigen Coefficienten der 


SGleichung (1) aber conſtant find, fo druͤckt dieſe Gleichung 


eine Reihe von Eurven aus, welhe ähnlich und aͤhnlich⸗lie⸗ 
gend find, und bie fich in denfelben zwei (reellen oder ima; 
ginären) Punkten der Orbinatenachfe fchneibden. | 
Dies läßt fich wie dag Vorhergehende nachtweifen. 
VL Wenn f veränderlich, alle übrigen Eoefficienten ber 
Gleichung (1) aber conftant find, fo druͤckt biefe Gleichung 
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— 48. eine Reihe ähnlicher und aͤhnlich—⸗ liegender Eurven aus, welde 
concentriſch find. 
Daß die Eurven ähnlich find und dhnlichsliegen, folgt wieder aus 
($. 46.) fo lange dem veraͤnderlichen £ feine Werthe beigelegt werden, die 
den Werth von Q ($. 46.) auch dem Zeichen nad) verändern; daß aber hie 
Eurven concentrifch find, folgt aus ($. 29. F. 12.), indem die Eoorbdinaten 
der Mittelpunfte von f unabhängig find. . 


" Nachdem wir biefe Betrachtungen angeftelt haben, wird es feine 
Schwierigkeit machen, die Beweiſe der folgenden Säge (32 u. 36) zu fin- 
den. Die daneben geftellten Säge (33 u. 37) find vermittelt ber Necipros 
eität aus jenen abgeleitet. 

Lehrſatz [32]. Die Polaren Lehrſatz [33]. Die Pole es 
eines und deffelben Punktes in des ner und derfelben Beraden in des 
ziebung auf alle Kinien zweiten ziebung auf alle Kinien zweiten 
Grades, welche durch diefelben vier Grades, welde diefelben vier Bes 
Punkte geben, fdhneiden ſich in eis raden berühren, liegen in einer und 
nem und Demfelben Punfte. derſelben Bersden. 


Die Gleichungen aller Linien zweiten Grades, welche durch Biefelben 
vier Punfte gehen, koͤnnen durch | 
ayꝰ + 2bxy-+cx?+2dy-H2ex--f = 0 (1) 
ausgebrückt werben, twenn man b als veränderlich betrachtet. Die Polare 
(ay+bi+-dur(by-xHeit+dyteı+f = 0 (2) 
irgend eine® Punktes xy ift nun felbft eine veränberliche Gerade, indem b 
auch in der Gleichung (2) beränderlich ift; giebt man aber diefer Gleichung 
die Form 
t@ay+dur(exHet-+dy+tex+f} +bfxu-r-yt} =0, 

fo ift erfichtlich, daß fie von denjenigen Werthen von t und u wird befrie 

digt werden, welche den Gleichungen 
(ay+Nurlexreöt+dyres+f=0 ; ıutryt= 0: (3) 
zu gleicher Zeit genugthun, fo daß alfo die Polare (2) burch den Durch 
fehnitt der beiden unveränderlichen, durch die Gleichungen (3) ausgebrückten, 
Geraden geht, welchen Werth auch b haben mag. Die Polaren des Punks 

tes xy fchneiden fich alfo fämmtlich in einem und demſelben Punfte. 

Wir unterlaffen nicht, bier eine Bemerkung zu machen, die fehr nahe 
liegt; nämlich: Wenn ſich die in Rede fichenden Polaren eines Bunftes xy 
in 
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in einem Punkte tu ſchneiden, ſo ſchneiden ſich die Polaren des Punktes tu 
in Beziehung auf alle Curven (1) in dem zuerſt genannten Punkte xy. 
Died kann auf mehrere Arten ermwiefen werden; «8 ergiebt fich aber am 
leichteſten aus den Gleichungen (3) felbft. . Denn beide Steichungen find in 
Beziehung auf x u. t und auf yn. u ſymmetriſch, was in bie Augen fat, 
wenn man bie erftere auf die Form 


bringt. 


ayu-+-cxt-+d(ury)relt+x) ri = 0 


Aus den obigen Lehrfäßen laſſen fich die folgenden ableiten, wenn man 
einen jeden Durchmefier einer Linie zweiten Grades als bie Polare eines un: 


endlich entfernten Punktes, und den Mittelpunkt einer folchen Eure als den . 


Pol einer unendlich entfernten Geraden anfieht. 


Lehrſatz [34]. Die Durch⸗ 
meffer aller, fich in denfelben vier 
Punkten fchneidenden, Linien zwei 
tm Grades, welche parallelen 
Darhmeffern conjugirt find, fdhneis 
den fih in einem und Demfelben 
Punfte *). 


Lehrſatz [35]. Die Mittel 
punkte aller, diefelben vier Bern: 
den berührenden, Kinien zweiten 
Grades liegen in einer und der: 
felben Geraden *). 


Es laͤßt fich der erfte diefer beiden Säge aber auch ganz fo wie ber 
Gag (32) erweiſen, was dem Lefer uͤberlaſſen bleiben mag. 


Lehrſatz [36]. Die Polaren 
anes und deffelben Punktes in Be; 
jebung auf alle Kinien zweiten 
Grades, welche fich in denfelben 
beiden Punkten beräbren, fchnei: 
den fi in-einem und demfelben 
Punkte der Beruͤhrungsſehne. 


Lehrſatz [37]. Die Pole eis 
ner und derfelben Geraden in Bde: 
ziebung auf alle Kinien zweiten 
Grades, welche ficb in denfelben 
beiden Punkten berühren, liegen in 
einer und Dderfelben, durch den 
Durchfchnitt der gemeinfchaftlichen 
Tangenten gebenden, Beraden. 


Ale Linien zweiten Grades, welche fich in. denfelben beiden Punften 
beruͤhren, koͤnnen durch die Gleichung (1) ausgedrückt werden, wenn man 


a als beränderlich anfieht. 


Die Polare (2) irgend eines Punktes xy ift 


dann eine veränberliche Gerade, und giebt man ihr die Form 





) Dieſer Sag ik unſers Wiſſens 

von Hrn. Laméè aufgeſtellt und er⸗ 

wieſen worden. SIR. f. Examen des difle- 
rentes melhodes etc. (1818), pag. 34. 


*) Diefen Sag haben wir auf einem 


andern Wege bereits in 6. 40. gefunden. 
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6. 48. 


ayu-r- tbr+-durkbytesteittdyrectf} =0, 
fo ift erſichtlich, Daß fie durch den Durchfchnitt ber beiden, durch die Glei⸗ 
chungen | 
u=0 un bxtdutlyterteltkdytetf— 20 


ausgedruͤckten, Geraden gehen, welche immer dieſelben ſind, welche Werthe man 


auch dem a beilegen mag. Da aber die erſte dieſer Geraden die Abſciſſenachſe 
iſt, ſo ſchneiden ſich die in Rede ſtehenden Polaren, welches auch der Punkt 
xy ſeyn mag, immer auf diefer Abſciſſenachſe, welche zugleich die Beruͤhrungs⸗ 
ſehne aller Curven (1) iſt. 

Wir koͤnnen es dem Leſer uͤberlaſſen, die analogen Saͤtze fuͤr aͤhnliche 


und aͤhnlich⸗liegende Linien zweiten Stabes, welche ſich in benfelben zwei 


Punkten ſchneiden ober concentriſch find, ben obigen nachzubilben. 


% 49. 

Die Refultate des vorigen $. geben zu folgenden Aufgaben Meran 
laffung. 

Aufgabe [81]. Pier Punkte und eine Berade find gegeben. Man 
foll den Urt des Durchſchnittspunktes der Polaren von allen Punkten 
der gegebenen Geraden in Beziehung auf die Linien Zweiten Grades, 
welche durch die gegebenen Punfte gelegt werden Eönnen, finden. 


Wir nehmen bie Verbindungslinie von zwei der gegebenen vier Punkte 
zur Abſciſſenachſe und die Verbindungslinie ber beiben andern gegebenen 
Punkte zur Ordinatenachſe. Alsdann laſſen ſich fämmtliche Yinien zweiten 
Grades, welche durch dieſe vier Punkte gehen, durch die Gleichung 


|  ay’+2bıy-+-cx’-+2dy-+2exr+f = 0 (1) 
ausdruͤcken, wenn man b als veränderlich betrachtet. Es fen nun 
hu--gt+k = 0 (2) 


die Gleichung der gegebenen Geraden in Beziehung auf. daffelbe Coordina⸗ 


tenſyſtem. 


Die Polaren eines Punktes tu in Beziehung auf alle, durch bie Glei⸗ 
chung (1) ausgedruͤckte Linien ſind in der Gleichung 
(aurF-bt+-Iy-+(burct+eixs--duret+f = 0 
enthalten, in welcher b als veränderlich angefehen werben muß. Alle diefe 


Polaren dieſes einen Punktes tu ſchneiden ſich in dem Durchſchuitte der bei⸗ 
den Geraden | 
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(u+-d)y-Hlet-Feix +dure +f=0 ; ty *05 20 (3) $.9. 
(6 48.). Eliminirt man alfo zwifchen biefen &leichungen (3) und ber 
Gleichung (2) die Größen t und u) ſo erhaͤlt man die Gleichung dee ver⸗ 
langten Ortes, naͤmlich 

klay?— exꝰ dy - esr) = (hy— g)(dy-tex-+Hf), (4) 
welcher alfo im Allgemeinen eine Linie zweiten Grades iſt. 

Diefe Eurve geht durch den Anfangspunkt der Eoorbinaten, da ihre 
Geichung (4) befriedigt wird, wenn man x und y gleich Null ſetzt; fie 
geht alfo durch den Durchfchnittspunft zweier Werbindungslinien der gege- 
benen Punkte, und da es drei Paare ſolcher Verbindungslinien giebt (von 
weichen im Allgemeinen ein jedes zu Eoorbinatenachfen haͤtte genommen wer: 
ken können), fü geht fie durch drei beftimmte Punkte, nämlich durch bie 
Durhſchnittspunkte der gegemüberfichenden Seiten und ber Diagonalen be, 
von den vier gegebenen Punften gebildeten, Vierecks, welche Werthe auch 
hg und k Haben mögen, d. h. welches auch bie gegebene Gerade (2) 
ſeyn mag. 

Seht bie gegebene Gerade (2) durch ben Anfangspunkt ber Coordina⸗ 
ten, d. i. durch den Durchſchnittspunkt zweier gegenuͤberſtehenden Seiten 
oder der Diagonalen des, von den gegebenen vier Punkten beſtimmten, Vier⸗ 
es, fo iſt k gleich Null, und alsdann verwandelt ſich die Gleichung @ in 


hy—g)(dyrarf)—=0, 
alfo ift der gefüchte Ort alsdann ein Syſtem von zwei geraben Birken, was 
fh auch aus $. 41. hätte herleiten laſſen. 


Eine befondere Erwähnung verdient noch ber folgende Fall. Ä 

Wenn nämlich die gegebenen vier Punkte die Eckpunkte eines Paralle⸗ 
lograums find, und deſſen Diagonalen zu Eoordinatenachfen genommen wer: 
den, fo müffen, weil diefe Diagonalen in ihrem Durchſchnitte, d. i. im An⸗ 
ſangspunkte der Coorbinasen halbirt find, die Abfeiffen der beiden, in der 
Abſciſſenachſe, und bie Orbinaten der beiben in ber Orbinatenachfe liegen» 
ken, Eckpunkte einander gleich und entgegengefett ſeyn; es muͤſſen alfo bie 
beiden Gleichungen 

ay r2dyrf=0 m rei 0, 
welche aus ber Gleichung (1) hervorgehen, wenn man nach einander x und 
7 geich Null fest, gleiche und entgegengeſetzte Wurzeln haben; woraus ſich 
ergiebt, daß d und e gleich Null ſeyn muͤſſen. Die Gleichung (4) des in 
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5.49. Dede ſtehenden Ortes geht alfo für den Fall, daß bie vier gegebenen Punfte 
die Ecken eines Parallelogramms find, in 


kay?— a) = by— gif ir ya ro (6) 


über, und biefer Ort ift daher im Allgemeinen wieder eine Linie zweiten 
Grades. Für eine andere gegebene Gerade (2) erhält man nun zwar einen 
andern Ort (5); aber da die erften Glieder der Gleichung (5) fich nicht 
ändern, wenn man auch den Größen g, h und k andere Werthe beilegt, fo 
find alle Eurven (5), welche verfchiedenen Geraden (2) zugehören, im All⸗ 
gemeinen ähnliche und ähnlich-liegende Linien zweiten Grades ($. 46.). 


Aufgabe [82]. Vier Punkte und eine Gerade find gegeben. Man 
fol den Ort des Pols diefer Geraden in Beziehung auf alle Linien 
zweiten Brades, welche durch die gegebenen Punkte gelegt werden Föns 
nen, finden. 

Nimmt man die Eoorbinatenachfen wie in der vorigen Aufgabe, fo hat 
man toieder | 

ay’+2bxy-+-cx’+2dy-+H2ex+-f = 0 (1) 
als Gleichung für alle Linien zweiten Grades, . welche durch biefelben vier 
Punkte gehen, wenn man b als veränderlich anficht. Wenn nun 

hu-+gt+k = 0 (2) 
die Gleichung der gegebenen Geraden ift, fo wird man ihren Pol dadurch 
finden, daß man biefe Gleichung mit der Gleichung 
(ay+bı-+-dur(by+es-+reit-Fdy-rexı+f = 0 
der Polarlinie eines Punktes xy identificire ($. 19.). Died giebt 
aytbır+d 5b , byrate 8 (6) 
dyta+f k ’ dyra+ KK 
aus welchen beiden Gleichungen man x und y ausbrüden Fan. Dieſe 
Ausdrücke werden aber im Allgemeineh b enthalten, und alfo, wie e8 auch 
nicht anders ſeyn darfy veraͤnderlich ſeyn. Eliminirt man daher zwiſchen 
diefen Ausdrücken, ober, was baffelbe ift, swifchen den Gleichungen (6) dag 
b, fo hat man die Gleichung des geſuchten Ortes. Diefe Elimittation giebt 
klay’— ex’ --dy—ex) = (hy—gü)(dy-Fex-Hf). 
Der gefuchte Dre iſt demnach im Allgemeinen eine Linie zweiten Grades, 
und zwar, wie man fieht, diefelbe, twelche in der vorigen Aufgabe gefunden 
worden ift. 
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‘ 





. 650. 

Auf die im $. 48. ermwiefene Eigenfchaft ber Linien zweiten Grades, 
welhe fich in denfelben vier Punkten fchneiden, daß nämlich die Polaren 
itgend · eines Punktes in Beziehung auf alle dieſe Linien durch einen und 
benfelben Punkt gehen, laßt fich eine neue Art des Entfprechens von Punk: 
ten gründen, twelche, tie die Neciprocität, zur Erfindung neuer Saͤtze ange 
wandt werden kann. Man fann nämlich, wenn ein Syſtem von Punkten 
gegeben iſt, jeben derfelben als Pol anfehen, und denjenigen Punkt als ben 
ihm entfprechenden betrachten, in welchem fich alle Polaren des erftern, in 
Beziehung auf die, fich in benfelben beliebig zu tählenden vier Punkten 
ſchneidenden, Linien zweiten Grades, begegnen. Auf diefe Weife erhält man 
an zweites Syſtem von Punkten, welches mit dem gegebenen in einer Be 
iehung ſteht, die fich aus Demjenigen ableiten läßt, mas wir in den beiden 
vorigen $$. auseinander gefeßt haben. Wir wollen aber diefen Gegenftand 
aus einem allgemeinern Gefichtspunfte auffaflen. 


Bedeuten x, y die rechtwinkligen oder ſchiefwinkligen Coordinaten eines 
Syſtems (8) von Punkten, und t, u die, auf dieſelben oder auf andere 
Achſen begogenen, Coordinaten eines Syſtems (I), fo find die beiden Sy⸗ 
fime (S) und (I) einander collinearsvertwandt, wenn t und u gebro: 
dene Zunctionen von x und y, und wenn deren Zähler und Nenner vom 
ein Grade, die Nenner aber einander gleich find ($. 11.). Heben wir 
— die Einſchraͤnkung auf, daß die beiden Nenner einander gleich ſeyn ſol⸗ 

In; fo daß 


_ my-+-nx+p 1 m’y-+-n"x-+-p" 
myrast+tpPpı ° °° mytnı-+p 


iR, oder, was daffelbe, daß zwiſchen x, y, t und u die Gleichungen 
(mytnx+p)Ju=my+tns-+p, 
(my+nx-+p)t = m’y-+-o’s-+-p” 
Statt finden, fo wird zwar jedem Punfte xy des Syſtems (S) ein Punfe 
tu des Syſtems (I) entfprechen, und umgefehrt, da die beiden Gleichun- 
nm vom erften Grade find; es werden aber dreien ober mehrern in gera- 
der Linie liegenden Punkten des Syſtems (S) eben fo viele Punkte des Sy: 
ſtems (I) entfprechen, die im Allgemeinen nicht in gerader Linie liegen, 
und umgefehrt. Denn iſt 
Ä u= gt+h 


0 — 
$. 50. bie Gleichung irgend einer Geraden im Syſteme (3), fo entfpricht ihr eine 


Curve im Softeme (8 ‚, deren Gleichung 


iſt, wenn wir, der Kürze twegen, m'y-+n'x+p = A’, mıy#nx+p, = A, 
m’y-+n’x-+p" = B’ und m,y-+nx-+p, = B fegen. Diefe Curve ift 
offenbar eine Linie zweiten Grades, welche, was auch h und g für Werthe 
haben mögen, durch drei fefle Punkte geht, deren Coordinaten Die folgenden 
brei Gleichungs⸗Syſteme befriedigen: 


A= N: B=0 A=0) . 

A—0) ' 0} ' B= 1z 
Diefe Art des Entfprechens ift nur ein befonderer Fall derjenigen, bei 
welcher bie beiden, zwiſchen x, y, t und u Statt findenden Gleichungen fol⸗ 

gende allgemeinere Form haben: 

(ay -bx)u(ay HhA)t Pay -PAIS O, (D 
(ey ů ραMo, (2) 
wo a,b, ...a, A... willkuͤhrliche Conſtanten bedeuten, die in jebem beſon⸗ 
Bern Falle zu beftimmen find. Setzt man in dieſe Gleichungen (1, 2) für 
x und y bie beftimmten Werthe x und y’, fo befommen t und u beftimmte 
Werthe, die wir durch t' und u’ bezeichnen wollen. Nun ift Far, daß wenn 
man in biefelbe Gleichungen für t und u bie beſtimmten Werthe ! und w 
feßt, x und y beftimmte Werthe erhalten, bie gleich) X und y’ feyn werden. 
Daraus folge: Wenn einem Punkte p des Syſtems (S) ein Punkt 
r des Syſtems (I) entfpricht, fo entfpriht umgefehre dem 
Punkte nm des Syſtems (3) derfelbe Punft p bes Syſtems (5). 


Wir wollen, der Kürze wegen, bie linearen Functionen von x und Yı 
‚welche in der Gleichung (1) vorfommen, durch A, A’, A”, und biejenigen, 
telche die Gleichung (2) enthält, durch B,B,B" begeichnen. Alsdann iſt 

AufAt+A"=0, (3) ; Bu+Bt+B"=0, (9) 
und wenn wir aus diefen Gleichungen t und u entwickeln, fo. kommt 
u — AB"—AB _ t— A"B—AR" (5) 
AB: — A/B ? — AB—AB 
Wenn nun 
u gth (6) 
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die Gleichung einer Geraden im Syſteme (3) iſt, fo muß ihr in dem Sy⸗ 6. 50. 
ſteme (S) eine Reihe von Punkten entfprechen, die in ihrer Continuitaͤt 
eine Einie bilden, deren Gleichung, burch Subftitution der Werthe (5) von 
tb u in die Gleichung (6), gefunden werben kann. Diefe Subſtitu⸗ 
tion giebt 
(AB’— A’B) — g(A"B—AB”)—h(AB’— AB) = 0, (7) 
ei Gleichung, die, wie man ficht, vom zweiten Grabe iſt. Hieraus folgt, 
daß einer Geraden bed Syſtems (I) im Allgemeinen eine Linie zweiten 
Grades im Syſteme (S) entfpriche. 
Betrachten wir nun die beiden, mit g und h multiplicieten Ausdrücke 
A"B—ARB’, (8) ; AB—AB, (9) 
ſo fehen wir, daß beide gleich Null werben, wenn A = 0 und zugleich. 
B=0ift, was nur, da A und B vom erften Stade find, für einen be⸗ 
ſtimmten reellen Werth von x und von y ber Sal if. Da aber bie 
Ausdruͤcke (8) und (9) vom zweiten Grade find, fo werden fie im Allge- 
meinen durch vier Werthe von x und von y auf Null rebucirt; fie werden 
alſo, außer Durch das genannte Paar veeller Werthe von x u. y, noch durch 
brel Paar Werthe von x u. y, von denen alfo ein Paar wenigſtens reell 
ſeyn muß, gleich Null. Für jedes dieſer brei Paare ift fomit zu gleicher Zeit 
A’B—AB’=60 wm AB—AB=0,; 
. B B” B B B" PB 
Be und alſo gr ober 
ABP—APB —=0, 
woraus fich ergiebt, daß von jebem diefer drei Paare bie Gleichung (7) 
befriedigt wird, welche Werthe auch g und h haben mögen, ober daß bie 
Einie zweiten Grades im Syſteme (S), welche einer Geraden im Syſteme 
(2) entfpricht, immer durch diefelben drei Punkte geht, welches auch bie 
Lage dieſer Geraden ſeyn mag, und daß von biefen drei Punkten wenigftend 
einer immer reell iſt. Diefe Punkte werden wir die drei Carbinalpunfte 
des Syſtems (S) nennen, und fie durch pı, Pa, Ps bezeichnen. 
Ordnen wir die Gleichungen (1 u. 2) nach x und y, fo ift 
(ur at+a')y+(burbt+bsaurct+i=0, (10) 
(auf at N)y+(da+ Pi’ tyutrft+l=0, (11) 
oder, tvenn man bie, in diefen Gleichungen vorkommenden, Sunctionen erften 
Grades von tn. u ber Reihe nach durch M, M’, M’, N, N’ und N’ be 
zeichnet, 


5. 60. 
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My+NMs+M” —=0, (2) ; Ny+Ns+N’—=0, (1) 
woraug Ä | 


MN"”—M'N’ M'N—MN” . 
Ä Emm ’ mom 
Einer Geraden im Spfteme (S), deren Gleichung 
y=m-#n 


feyn mag, entfpricht nun im Allgemeinen eine Linie zweiten Grades im Sy⸗ 
fleme (2), deren Gleichung 
(MN’—M'N’) —mM’N—MNN)—n(MN’— MN) = 0 

ift; und dieſe Curve geht, aus Gründen, die den bei der Gleichung (7) 
angeführten analog find, durch drei feſte Punkte des Syſtems (>), von 
welchen wenigftens einer immer reell ift. Diefe drei Punkte werben wir bie 
Sarbinalpunfte des Syſtems (Z) nennen, und fie durch TA u be⸗ 
zeichnen. 


Die Gleichung „einer Linie zweiten Grades, welche im Syſteme (5) 
durch die drei Cardinalpunkte p,, Pa, Ps geht, kann immer auf die Form 
(AB’— A’B))-FA(A"B— AB”) > wAB'— AB) = 0 (15) 
gebracht werben; denn dieſe Linie ift völlig beflimmt, wenn außer den ge 
nannten drei Punkten noch zwei Punkte, durch die fie geht, beſtimmt find 
($ 34.); wie aber auch diefe Punkte liegen mögen, fo wird man immer 
durch Subftitution ihrer Coordinaten in die Gleichung (15) zwei Gleichun: 
gen zur Beſtimmung von A und w erhalten, welche in Beziehung auf biefe 
Größen vom erften Grabe find, und die daher für fie immer reelle Werthe 
geben werden. "Wenn nun eine Linie zweiten Grades (15), die im Syſteme 
(S) durch Die drei Carbinalpunfte pꝛ, Pa, Ps geht, gegeben ift, fo kann 
man die Gleichung der Linie, welche ihr im Syſteme (I) entfpricht, da 
burch finden, daß man bie Ausdrüce (14) für x und y in (15) fubfli 
tuirt oder auch dadurch, daß man in Folge der Gleichungen (5) fuͤr 
3 un a an reſpective u und t ſetzt. Dies giebt 
urit+u =0, 
welches die Gleichung einer Geraden im Syſteme (3) if. Es entfpricht 
alfo einer Linie zweiten Grades im Syſteme (S), welche durch die Cardi⸗ 
nalpunfte pı, Par Ps geht, eine Gerade im Syſteme (>). 
Ganz auf diefelbe Weife kann man fich überzeugen, daß einer Linie 
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zweiten Grades im Syſteme (3), welche durch bie Cardinalpunkte m, 6. 50. 


Tr A, geht, eine Gerade im Syſteme (S) entſpricht. 


Dem Durchfchnittöpunfte zweier Geraden in einem der beiden Syſteme, 
entfpricht in dem andern Syſteme ein Punft, der nothwendigerweiſe ein 
Durchfchnittspunft der beiden Linien zweiten Grades ſeyn muß, welche je 
nen Geraden entfprechen, und man fieht leicht ein, daß dies der vierte Durch⸗ 
fhnittspunft diefer beiden Curven, welche fich in ben drei Earbinalpunften 
ihres Syſtems ſchneiden, ſeyn wird. Dem vierten Durchfchnittspumfte zweier 
£inien zweiten Grades, welche durch die drei Cardinalpunkte ihres Syſtems 
sehen, entfpricht umgekehrt der Durchfchnittspunft der beiden diefen Eurven 
eutjprechenben Geraden im andern Syſteme. 


Saften wir die erhaltenen Nefultate sufammen, fo ergiebt ſich Folgendes. 

So viele Punkte einer Sigur des einen der beiden Syſteme in gerader 
Einie Tiegen, eben fo viele Punkte der, ihr in dem andern Syſteme entſpre⸗ 
chenden, Figur liegen in einer,. durch die drei Carbinalpunfte des letztern ge⸗ 
benden, Linie zweiten Grades; und umgekehrt, fo viele Punkte einer Figur 
8 einen der beiden Syſteme in einer, durch bie drei Cardinalpunkte dieſes 
Syſtems gehenden, Linie zweiten Grades liegen, eben fo viele Punkte der ihr 
im andern Syſteme entfprechenden Sigur liegen in gerader Einie. 

So viele Geraden einer Figur in dem einen Spfteme fi) in demfelben 
Punkte fehneiden, eben fo viele Linien zweiten Grades der ihr entfprechenden 
Figur in dem andern Syſteme gehen durch die drei Carbinalpunfte des leg: 
teen und einen und bdenfelben vierten Punkt; und umgekehrt, fo viele Linien 
weiten Grades einer Figur in dem einen Syſteme fich in feinen drei Cars 
dinalpunften und einem und bemfelben vierten Punkte fchneiden, eben fo 
viele Geraden der, ihr im andern Syſteme entfprechenben Figur gehen durch 
einen und benfelben Punkt. 

Wir bemerken noch, daß ‚geraden Linien des einen Syſtems welche ei» 
ner und derſelben Richtung parallel ſind, im andern Syſteme Linien zwei⸗ 
ten Grades entſprechen, welche durch deſſen Cardinalpunkte und einen und 
denſelben vierten Punkt gehen. Denn wenn man in der Gleichung (6) 8 
conſtant, h aber veraͤnderlich ſetzt, fo drückt dieſe Gleichung unendlich viele 
parallele Gerade aus; die Gleichung (7) aber ſtellt unter bderfelben Annahme 
eine Unendlichkeit von Linien zweiten Grades dar, die nicht nur durch die 
drei Cardinalpunkte ihres. Syſtems, ſondern noch durch einen und denſelben 
vierten Punkt gehen, indem diefe Gleichung, was auch alsdann h für Werthe 
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$. bo. haben mag , befriebigt wirb, wenn man dem x und y nach einander dieje⸗ 
nigen vier beſtimmten Werthe beilegt, welche den beiden Gleichungen 
(AB"—A'"B)—g(A"B—AB”)=0, (16) ; AB—AB=0 (17) 
genugthun. Es ift ferner zu bemerken, daß alle vierten Durchſchnittspunkte 
der, parallelen Geraben entfprechenden, Linien zweiten Grades in ihrer Eon» 
tinuitaͤt eine Linie zweiten Grades bilden. In dem einen Syſteme iſt diefe 
Linie zweiten Grades, wie man ſieht, durch die Gleichung (17) ausgedruͤckt, 
und in dem andern Syſteme bat ſie MN— MN = 0 (18) pur Gleichung. 
Jedem Punkte einer biefer Curven entfpricht ein unendlich entfernser Punkt, 
nämlich der Durchſchnittspunkt paralleler Geraden. Dies ergiebt fi auch 
daraus, daß alle die Werthe von x und y, welche die Gleichung (17) bes 
friedign, u= und t = @ , daß ferner alle Werthe von t und u, 
welche ber Gleichung (18) genugthun, y—=» und x=—= 0 machen, was 
aus der bloßen Anficht der Ausdrüde (5) und (14) klar if. 


Wenn eine Figuse in dem einen Syſteme aus einer, durch deſſen Cars 
binalpunfte gehenden, Linie zweiten Grades und einer Anzahl Sehnen derſel⸗ 
ben beſteht, fo beſteht die ihr entfprechende Figur in dem andern Syſteme 
and einer Geraden und aus einer gleichen Anzahl biefe Gerade ſchneidender 
Linien zweiten Grades, welche durch bie drei Cardinalpunkte des zuletzt ges 
nannten Syſtems gehen. Wenn in dem erfien Syſteme bie Sehnen in Tan- 
genten übergehen, d. i. wenn bie beiden Durchfchnittspunfte einer jeden bies 
fee Geraden und der Eurve in einem Punkte sufammenfallen, fo fallen auch 
Die beiden Durchſchnittspunkte einer jeben Linie zweiten Grades und der 
Geraden in dem zweiten Syſteme in einem Punkte sufammen, d. i. die 
Eurven in dem zweiten Spfteme berühren bie Gerade. Ober: Einer Linie 
zweiten Grades, welche durch die drei Cardinalpunkte eines Syſtems gehr, 
und einem ihr umſchriebenen Polygone von n Seiten entſpricht in dem 
andern Spfieme eine Gerade, welche von n Linien zweiten Grades berührt 
toird, die Durch bie Earbinalpunfte dieſes Syſtems gehen. 


$ 51. | 
Man fieht Teiche ein, daß bie Collineationsverwandtſchaft nur ein bes 
fonderee Salt der Verwandtſchaft ift, in welcher zwei Figuren ſtehen, bie 
einander, nach der im vorigen $. befinirten Art, entfprechen. Die Sormeln 
(2) des $. 11. find auch wirklich in den Gleichungen (1) ımb (2) be# 
vorigen $ einbegriffen, und Böımen aus biefen erhalten werben, wenn man 


7,b,c,a, ß und y gleich Null, ferner amd, be und 6. 81. 
fegt. Auf ähnliche Weife kann auch die Reciprocitaͤt als ein befonderer Fall 
der in Rede fiehenden Verwandtſchaft angefehen werben. Denn feßt man in 
einer ber eben genannten Gleichungen, z. DB. in (2), alle Eonftanter gleich 
Null, fo bleibe nur bie -Sleichung (1) befiehen, welche mit der Gleichung 
(1) des & 19. identiſch if. 

Man kann noch mancherlei, bie Gonftanten ber Gleichungen (1) u. (2) 
particularifivende, Beſtimmungen machen. Wir wollen darüber nur Solgens 
des anführen. 

Set man in der Gleichung (1) alle Eoefficienten, bi8 auf a und b, 
und in ber Sleichung (2), nachdem man ſie burch ß bividirt hat, alle Coef⸗ 


ficienten, bis auf 7 gleich Nun, ferner Z 7 = —1, fo nehmen beide 


Ökichungen bie Formen 
myu+rnt+1=0, (l) 3 m—yt=60 (2) 
an. In dieſem particulären Falle bat man, flatt der Ausdrüde (5), 


u -—I— 5; t=-— oo, 0) 
my ax my?’-I-nx 
und einer Geraden im Syſteme (2), deren Gleichung 
u gt-rh . (4) 
iR, entfpriche im Spfleme (S) eine Linie zweiten Grades, Bern Bleichung 
my’+nx’+ 1y— 8x =0 (5) 


f Wie nun auch die Größen h und g verändert werden, b. i. wie auch 
die Lage ber Geraden (4) fich veränbern mag, fa bleiben bie erften Glieder 
der Gleichung (5) immer diefelben, daher find die Linien zweiten Grades 
im Syſteme (8), welche verſchiedenen Geraden im Syſteme (>) entſpre⸗ 
chen, im Allgemeinen einander aͤhnlich und ähnlich-liegend ($. 46.). Es 
iſt aus der Gleichung (5) erſichtlich, daß alle dieſe Curven durch den An⸗ 
fangspunkt der Coordinaten gehen, welcher ein Cardinalpunkt pı des Sy⸗ 
ſtems (S) iſt; die beiden andern Eardinalpunfte p, und ps liegen in uns 
enblicher Entfernung von diefem Anfangspunkte. Im gegentwärtigen Falle 
entfpricht dem Durchfchnittspunfte zweier Geraden des Syſtems (=) der 
sweite Durchſchnittspunkt ber ihnen im Syſteme (S) entfprechenden Linien 
seiten Grades, die ſich nur in zwei Punkten fchneiden ($. 46.). 


6. 51. 
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Da die Gleichungen (1) und (2) in Beziehung auf x, y und t, u 
foınmetrifch find, fo gilt Alles, was wir von den Syſtemen (S) und (3) 
gefagt haben, auch umgekehrt von den Syſtemen (2) und (S). 

Geraden Linien eines Syſtems, welche einer und derfelben Richtung 
parallel find, entfprechen in dem andern Syſteme Linien zweiten Grades, 
welche fich in dem Earbinalpunfte berühren. Denn bie Gleichung der Tarıs 
gente an ber Eurve (5) in einem ihrer Punkte x’y’ ifl 


art) nn 
und alfo ift die Gleichung der Tangente im Earbinalpunfte p,, für welchen 
infolge des oben Geſagten x = 0 und y — 0 iſt, 
y=8&Mı 

eine Gleichung, welche immer biefelbe bleibt, role auch hin ber Gleichung 
(4) der Geraden geändert werden mag. Es haben demnach im gegenwär: 
tigen Salle die Eurven, welche parallelen Geraden entfprechen, im Carbinal- 
punfte biefelbe Tangente, d. h. fie berühren fich in dieſem Punfte Sind 
beide Spfteme durch die Gleichungen (1) und (2) auf biefelben Achfen be: 
sogen, fo macht diefe Tangente mit der Abſciſſenachſe bdenfelben Winkel 
als die Gerade (4). Daraus folgt, daß alsdann die Linien zweiten Gras 


‚ bes, welche zweien Geraden 'entfprechen, ſich unter demfelben Winfel fchnei- 


den, welchen dieſe Geraden einfchließen. 
Particularifirt man den in Rede ſtehenden Fall noch mehr, fo daß auch 
b’ = 0 wird, fo entfpricht einer jeden Geraden, deren Gleichung 
u — gt+h | (4) 
ift, eine Linie zweiten Grades, deren Gleichung 


j 
my’+ Iy— tx * 0, (6) 


und die alſo eine Parabel iſt. Particulariſirt man ihn aber ſo, daß 


a — b' 1 mird, fo entſprechen den Geraden (4) Linien zweiten Grades, 
welche durch 


1 
PıRr+y 0 (7) 


auggebrückt, und bie alfo Kreife find, wenn Die Eoorbinatmachfen recht: 
twinflig genommen werben. 
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Wir wollen jegt an einigen Beifpielen zeigen, tie e die, in den beiden 
vorigen $$. batgelegte, Art des Entfprechens zweier Syſteme angewandt wer⸗ 
ben kann, um aus fchon befannten Sägen neue Säge abzuleiten. \ 

Wir werden jegt annehmen, daß die Formeln (1) und (2) des vori- 
gen $. die Urt des Entfprecheng ausdrüden, daß m = n fey, und daß da- 


ber jeder Geraden des einen Syſtems ein Kreid des andern Syſtems ent- 
ſpricht. Stellen wir ung nun in dem Syſteme (S) ein Dreied abe, und 


von den Eckpunkten deffelben die, auf die gegenüberftehenden Seiten herab». 


gelafienen Perpendikel vor, deren Fußpunkte wir durch a’, b’, cbezeichnen; 
fo erhalten wir in dem Spfteme (2) drei, durch. den Eardinalpunft r, ge 
hende, Kreife, welche ſich zu zweien in den Punkten m, und a, rn, und /, 
a und Y fchneiden, und den Seiten ab, ac, be entfprechen. Ferner erhal; 
ten wir Drei, durch den Cardinalpunft mu, gehende, Kreife, welche ebenfalls 
durch die Punkte u, und @, su, und, A, zz, und y gehen, und den drei Per- 


pendifeln aa’, bb’, cc’ entfprechen, von welchen alfo ber erfte den Kreis n,ßy 


in a, und a’, der zweite den Kreis n,ay in zz, und 4' und ber dritte den 


Kreis n,aß in z, und Y rechtwinklig fchneiden wird. Da nun bie drei Per- 


pendifel aa’, bb’, cc’ befanntermaßen ſich in einem Punkte d fchneiden, fo 
müffen auch die drei Kreife aa’, mßP', zıyy fih in einem Punkte ö 
fhneiden. Wir haben daher den folgenden Sag. 

Wenn fich drei Kreife maß, nıay-und n,ßy in einem Punkte 
a, und zu zweien in den Punkten «, $ und y fchneiden, und 
durh m, u. a, z, u. P, nz, u drei andere Kreife gelegt wer⸗ 
den, von welchen der erfie den Kreis m,ßy in a’, der zweite ben 
Kreis n,ay in B' und der dritte den Kreis n,aß in y und zwar 
schtwinflig fchneidet, fo geben die drei zulegt genannten 
Kreife durch einen und benfelben Bunft d, d. i. fie haben eine 
gemeinfchaftliche Sehne nd. 


Bas wir hier von Kreifen bemwiefen haben, gilt offenbar auch von ahn⸗ 


lichen und aͤhnlich⸗liegenden Linien zweiten Grades. 

Wir legen jetzt wieder die Gleichungen (1) u. (2) des vorigen $., in 
welchen wir mn feßen, zu Grunde und ziehen den zu Ende des $. 9. 
aufgeftellten Sag in Betracht. Um aber Meitläuftigfeiten zu vermeiden, 
nehmen wir flatt des. darin genannten Polygons ein Dreieck an, und geben 
diefem Sage folgende Form. 


$. 52. 
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Es find zwei Gerade A,, A, und drei Punkte a,, a,, as gegeben, die 
in gerader Linie liegen. Zieht man burch a, eine beliebige Gerade B,, 
welche die A, in einem Punkte b, fchneidet, ferner durch b, und a, bie 
Gerade B,, welche die A, in einem Punkte b, trifft, endlich burch b, und 
as die Gerade B,, fo ſchneidet dieſe Gerade B, die Gerade B, in einem 
Punkte b,, und biefer legte Punkt liegt auf einer Geraden C, die immer 
biefelbe bleibt, wie auch bie erſte Gerade B, gezogen ſeyn mag. 

Der Saß, welcher fich aus dieſem nach der in Rebe fiehenben Art bes 
Entfprecheng ableiten läßt, lautet nun folgendermaßen: 

Es find zwei Kreife A,, A,, bie fich in einem feften Punkte p, ſchnei⸗ 


- ben, und brei Punkte a,, a2, as gegeben, welche legtern mit p, auf einer 


Kreislinie liegen. Legt man nun burch a, und p, einen beliebigen Kreis 
B,, welcher den Kreis A, in einem zweiten Punkte b, fchneibet, ferner 
durch b,, a; und p, einen Kreis B,, welcher ben Kreis A, im einem zwei⸗ 
ten Punkte b, trifft, endlich durch b,, a, und p, einen Kreis B,, fo ſchnei⸗ 
det biefer Kreis B, den Kreis B, in einem zweiten Punkte b,, und biefer 
legte Punkt liegt auf einem Kreife C, ber durch p, geht und immer ber 
felbe bleibt, wie auch der erfie Kreis B, durch a, und p, gejogen ſeyn mag- 

In $. 21. hat ſich vermittelft der Reciprocität gezeigt, daß ber zuerſt 
genannte Sag auch in der Umkehrung wahr ſey. Es folgt daraus, daß 
auch unfer abgeleiteter Sat ebenfalls in ber Umkehrung wahr feyn muß. 
Es läßt fich aber vermittelft der Neciprocität aus biefem abgeleiteten Satze 
wiederum ein neuer Sag von confocalen Linien zweiten Grades herleiten, 
der wie folgt lautet. 

Es find zwei confocale Linien zweiten ®rabed A,, As, die eine fefte 
Gerade p, berühren, und brei Gerade a, , a., as gegeben, welche legtern mit p, 
eine und biefelbe confocale Linie siweiten Grades berühren. Beſchreibt man nun 
eine beliebige confocale Linie zweiten Grades B,, welche a, und p, berührt, 
legt darauf an A, und B, eine zweite gemeinfchaftliche. Tangente b,, bes 
fchreibt man ferner eine ſolche Curve B,, welche b,, a, und p, berührt, 
legt darauf an B, und A, eine zweite gemeinfchaftliche Tangente b,, bes 
fchreibt man endlich eine confocale Eurve zweiten Grades B,, welche b,, 
as und p, berührt, und legt darauf eine zweite gemeinfchaftliche Tangente 
b, an B, und B,, fo berährt dieſe Tangente b, eine andere confocale 
Linie zweiten Grades, welche zugleich von pı beruͤhrt wird, und die im- 
mer diefelbe bleibt, wie auch die erſte Curve B, an a, und p, befchrieben 
feyn mag. 
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Wir wollen jett annehmen, daß es Ahnlichsliegende Parabeln find, 6. 52. 
weiche in dem einen Spfteme den &eraden des andern. Syſtems entfprechen, 
irnbem wir bie Gleichungen (1) und (2) des vorigen $. gu Grunde legen 
muib a0 ſetzen. Da wir nun in $. 38. gefunden haben, daß ber Ort 
| des Echeiteld eines rechten Winkels, beffen Schenkel eine gegebene Parabel 
berühren, eine gerade Linie if, fo erhalten wir hieraus folgenden Gag. 

Wenn eine gerade Linie und ein Punkt gegeben ift, und man beſchreibt 
wei Parabeln, deren Achſen einer beftimmten Richtung parallel: ind, twelche 
fih in dem gegebenen Punkte rechtwinklig fehneiben, und welche die gegebene 
Gerabe* berühren, fo ift ber Ort des zweiten Durchfchnittöpunftes biefer Pa- 
rabeln eine andere Parabel, welche durch ben gegebenen Punkt geht, und des 
ren Achfe derfelben Richtung parallel iſt. 


Wir Fönnten diefe DBeifpiele noch mit vielen andern vermehren; wir 
glanden aber, daB dag bisher Beigebrachte vollfommen binreichen wird, dag 
Weſen der Methode Fennen zu lehren. Doch wollen wir noch ein Beifpiel 
binufügen, an welchen fich zeigen wird, daß jeder Sag, der vermittelt bee 
Reciprocität verboppelt zu merden fähig ift, mit Huͤlfe der in Rede ſtehen⸗ 
den Methode im Allgemeinen verfechgfacht werden Fann. 


Wir nehmen jet an, daß bie Gleichungen (1) u. (2) des $. 50. zu 
Grunde liegen, und betrachten den Lehrfag (16), aus ben wir den Lehrſatz 
(35) vermittelſt der Reciprocitaͤt abgeleitet haben. 

Wenn wir nun feßen, daß bie Cardinalpunkte Pı, Par Ps dei einen 
Syſtems in ber Peripherie der in dem erſtern Sage genannten Curve lies 
gen, fo entfpricht dieſer Curve eine Gerade, und ben Seiten des eingefchrier 
been Sechsecks entfprechen ſechs Linien zweiten Grades, welche burch bie 
Cardinalpunkte 7, a, 7 gehen und ſechs auf der genannten Geraden lie 
gende Punkte zu zwei und zwei verbinden. Demnach erhalten wir aug bie: 
fem erſtern Sage ben folgenden. 

Wenn man auf einer Geraden ſechs Punkte a,, ar, as, asr As, as be 
Üiehig annimmt, und ſechs Linien zweiten Grades r,7sa12;, MıTalgagagr 
HET Ayo lgaay, A ioNtzazag UND 7,NTztzaga, befchreibt, welche durch 
brei fefte Punkte nr, , 2,70 geben, und je zwei auf einander folgende Punkte - 
der Geraden verbinden, fo liegen bie vierten Durchfchnitte der erften und 
vierten, der zweiten und fünften, der dritten und fechften Eurve auf einer 
durch die feften Punkte sc,, su. , 705 gehenden Linie zweiten Grades. 
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Auf aͤhnliche Weiſe erhalten wir aus dem Lehrſatz (25) den folgenden. 

Wenn man ſechs Linien zweiten Grades beſchreibt, welche durch die 
drei feſten Punkte r,, 702, 7% geben und eine und dieſelbe Gerade berühren; 
wenn man ferner bie vierten Durchfchnittspunfte von je zwei auf einander 
folgenden diefer Eurven Durch ay, any ...as bezeichnet, und wenn man von 
Neuem drei Linien zweiten Grades ru,n7752,24 5 TTgdza,, NAT Tigagas des 
fchreibt, welche durch die brei feften Punkte su, , 722, 775 gehen und refpeckive 
die Punkte a, u. &,, a, U. a5, a5 U. a, verbinden, fo fchneiben fich diefe 
brei Eurven in einem und bemfelben Punfte. 


Vermittelft der Neciprocität erhalten wir aus dem zuerſt abgeleiteten 
Sage den folgenden. 

Wenn man burch einen Punkt beliebig ſechs Gerade a,, ar, as, Ar Ayı 
as sieht, und ſechs Linien zweiten Grades befchreibt, welche refpective Die 
Seiten derjenigen ſechs Fuͤnfecke berühren, Die von brei feſten Geraden m, , 
Ay, As, und je zwei auf einander folgenden Geraden a, u. a5, a, U. a5 
u. ſ. mw. gebildet werben, fo berühren bie vierten gemeinfchaftlichen Tangen- 
ten der erften und vierten, zweiten und fünften, dritten und fechften Eurve 
eine und biefelbe, die drei feften Geraden 77, , 7%, 7 berührende, Linie zwei⸗ 
ten Grades. ' 


Serner erhalten wir aus dem andern abgeleiteten Sage: 

Wenn man fechs Linien zweiten Grades befchreibt, welche drei fefte 
Geraden 7, ı "a, 7 berühren, und durd) einen und denfelben Punfe gehen; 
wenn man ferner die vierten gemeinfchaftlichen Tangenten an je zwei auf 
einander folgende dieſer ſechs Curven durch ar, Az, ---as bezeichnet, und 
wenn man von Neuem drei Kinien zweiten Grades befchreibt, welche Die Ge⸗ 
raden 77, ; %, 7% und refpective die Geraden a, u. a, 2 4 a, as u. a⸗ 
berühren, fo haben diefe drei Eurven eine und dieſelbe gemeinfchaftliche vierte 
Tangente. | 


Der Lefer wird zu feiner Uebung aus den Lehrſaͤtzen [13], [15], 
[21], [23], [24], [26] zwölf neue Säße ableiten koͤnnen. 


% 


Li; 
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Linien höherer Grade.“ 


$. 63, v 

Eine Curve heiße eine Linie nten Grades, wenn ihre Gleichung in 
rehtwinfligen oder fchiefmwinfligen Eoorbinaten vom nten Grade iſt, 
md dieſe Gleichung fich nicht in Factoren zerlegen läßt, die in Beziehung 
auf dieſe Eoorbinaten rational find. Laͤßt fich eine gegebene Gleichung zwi⸗ 
(hen den Coordinaten x, y in rationale Sactoren zerlegen, fo drückt fie dag 
Syſtem berjenigen Linien aus, welche durch dieſe einzelnen Factoren ausge 
druͤkt werden, und daher kann man dag Syſtem zweier Linien, von denen 
die eine vom pten, die andere vom qten Grade ift, als eine Linie des 
(p+gten Grades betrachten. Beifpiele folcher Zerlegungen haben wir 
(hen in $. 33. und in $. 38. gehabt. ' 

Die Gleichung 

z PH — a? =0, 
die fih nicht in rationale Factoren zerlegen laͤßt, drückt eine Linie dritten 
Grade aus. Die Gleichung 
ay —abıy'Habiey—abiy—biri+ a’b’x = 0 
aber, bie füch wie folgt 
(a?y 24. bir — ab?) (eye = = o 
zerlegen laͤßt, drückt bie beiden Linien | 
ady?+-bir?.rab? — 0 und ay—bx = —0, 
d. i. eine Ellipſe und eine Gerade aus. Die Gleichung 
— y-ba’=0, 
welche fich — 
g—b’(y—a) = 0 
jerlegen laͤßt, gehört stueien Geraben an, von twelchen bie eine y— br 0; 
und die andere y—cx — 0 zur Gleichung hat: - 

Wenn eine Gleichung ded nten Grades fo befchaffen iſt, daß fie nur 
für einige beftimmte Werthe von x reelle Werthe von y giebt, oder daß fie 
für feinen reellen Werth von x einen reellen Werth von y suläßt, fo drückt 
fie nur einzelne Punkte aus, oder fie hat Feine geometrifihe Bedeutung. So 


©. druͤckt die Gleichung vierten Grades 
16 
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6.53. y-6y’+(22’—-8x4+23)y?—- (67° 201434)y-+x!— 827742727’ 3814+26 = 0 
nur zwei beftimmte Punkte aus. Denn diefe Gleichung kann in zwei 
Sactoren . 

{G—-D’+@—-Y}G—D’+a—3)} = 0 
gerlegt werden, von denen ein jeber, ald bie Summe zweier Dundrate nur 


gleich Null werden kann, wenn feine Summanden felbft gleih Null vr. 
Die Eoordinaten ber beiden Punkte find demnach 


x ı = 
N und ß = 3} 
Die Gleichung 
rt’ ++ =0 


bat Feine geometrifche Bedeutung, was fogleich in bie Augen faͤllt wenn 
man ſie wie folgt 


ſchreibt. 


Die allgemeine Gleichung bed nten Grades zwiſchen x und y kann 
auf zweierlei Weiſe georbnet werben. Man faßt enttweber die Glieder, welche 
diefelbe Potenz einer Veraͤnderlichen enthalten, zuſammen, unb ordnet fie 
nach diefen Botenzen, oder man nimmt bie Glieder gleicher Dimenfionen zu⸗ 
fammen, und ordnet fie nach diefen Dimenfionen ber Veränderlihen Im 
erfien Falle hat man 


ey" +(ex +)" rl Arr)y” 
++ rar" 


I u 


(„+7 + 2ay’ el u 11) 


=0,(1) 
ul aan 27 HER aus ZRRe OF 227) 
+ HL + KX-+- 9) | 
und im zweiten Galle 
— ν— I... +a,_ ’y+ a, ] 
+ —— ee A] 0.0) 


+-Üy’hasy +] +lay-px]+r 
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vezeichnet man das Aggregat ber GSlleder mien Dimenfion durch AM, das $. 58. 


Aggregat der Glieder (n — I)ter Dimenfion durch AFP u. ſ. f. fo iſt bie 
weite Form der allgemeinen Gleichung durch) 

A® + ed + AFP aut A® + Ad AP 20 (3) 
ausgedruͤckt. 

Wie viele von ben Eoeffkientn A, A---Yı Yı--- u. ſaͤw. auch gleich 
Null ſeyn mögen, fo wird der Grad ber Gleichung dadurch nicht erniedrigt. 
Durch eine Veränderung bee Anfangspunftes ber Coordinaten werden bie, 
mA” enthaftenen, Glieder nier Dimenſion, wie man leicht findet, nicht 
geändert, und Durch eine Veraͤnderung der Lage der Coordinatenachſen koͤn⸗ 
um bie eben genannfan licher nicht wegseſchafft werden. Premuac fan 
der Grad einer Linie durch eine Transformation der Eoordinaten nicht geäns 
dert werden. 


Aufgabe [83]. Die Anzahl der Punkte zu finden, welche nöchig 
ſind, sine Linie nten Grades zu beftimmen. 


Da die Sleihung (2) (n+-1) Glieder nter, n Glieder (n — Uter, 
(a—1) Glieder (n — 2) ter Dimenfion u. ſ. f. enthält, fo hat fie überhaupt 


1-2 +3-+...Fn- Fo +1) = grnarn Glieder, 


md wenn man fie durch einen Coefficienten —* ‚oder, was daſſelbe iſt, 
ihn gleich 1 ſetzt, und dieſen Coefficienten nicht mit zaͤhlt, 


ern En — + Eoefficienten, 


u 9) Punkte beliebig an, 


welche zu beſtimmen find. Nimmt man alſo 
und ſetzt ihre Coordinaten nach einander für x und y in die Gleichung (1) 
oder (2), fo erhält man eben fo viele, nämlich + Gleichungen, aus 


welchen fich bie, in gleicher Anzahl verhandenen, Eoefficienten, welche fir 
wur in erfier Potenz enthalten, auf reelle, und im Allgemeinen nur auf eine 
eimige Art beftimmen laffen. 


Eine Linie nten Grades iſt daher im Allgemeinen durch - 
pankte völlig beſtimmt. So 5. B. gehören zur Beſtimmung ejper Pink 
| 16 * 


nt n(n-+ 3) 
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59. 53 Zten Grades 9, einer Linie Aten Grades 14, e einer Linie bien Grabed 20 
Punkte. 


Es kann ſich aber in beſondern Faͤllen treffen, daß von ben +9 3) 


Sleichungen, welche die gleiche Anzahl gegebener Punkte liefert, eine ober 
mehrere eine. Solge der übrigen find. Alsbann find dieſe — + Punkte 


nicht hinreichend, eine Linie nten Grades zu beſtimmen, und . Iaffen fich 
vielmehr durch dieſe Punkte unendlich viele Linien nten Grades legen. 

Es Tann fich ferner in befondern Fällen treffen, daß die Eoefficienten 
der Glieder nter Dimenfion zufolge diefer Beftimmung gleich Null werden. 
Alsdann ift Die refultirende Gleichung der Curve von einem niebrigern Grabe, 


und es läßt fich in dieſem Falle durch die gegebenen — — > 2 Punkte keine 
Curve vom nten Grade legen. 


Aufgabe [84]. Ks find die auf Diefelben Coordinatenachfen bes 
zogenen Gleichungen einer Geraden und einer Kinie nten Brades ge: 
geben. Milan foll die Coordinaten der PDurchfchnittspunfte beider Kis 
nien finden. 

Es ſey (1) die Gleichung der Curve und 

y=axı+b (4) 
die der Geraden. Da die Coordinaten der Durchfchnittspunfte beide Slei⸗ 
chungen (1 u. 4) befriedigen müffen, fo wirb man dieſe Eoorbinaten durch 
Entwickelung ihrer Werthe aus den beiden genannten Gleichungen finben 
fönnen. Eliminirt man zu dem Ende y, fo erhält man eine Gleichung in 
x, welche vom nten Grade ifl. Hat nun biefe Gleichung n reelle Wurzeln, 
fo wird man, indem biefe in die Gleichung (4) fubftituirt werden, für y 
ebenfalls n reelle Werthe finden, und es fchneibet alsdann bie Gerade jene 
Linie des nten Grades in n Punkten, beren Coordinaten gefunden find. Hat 
aber die Gleichung in x einige oder lauter imagindre Wurzeln, fo ſchneiben 
fich) die beiden gegebenen Linien in weniger ober in gar feinen Punkten. 

Demnach kann eine gerade Linie eine Linie nten Grades 
in nicht mehr als in n Punften fchneiden. 


Aufgabe [85]. Es find die Bleichungen zweier Linien nten und 


mten Brades gegeben. Milan ‚pi die Coordinaten ihrer Durchfchnitte: 
punkte finden. 


| 
— u — 


Da bie Eoorbinaten: der Durchſchnittspunkte beide gegebenen Gleichun: 6. 53. 

gen befriedigen muͤſſen, fo ift weiter nichts nöthig, ale die Werthe von x 
mb y aus biefen beiben Gleichungen zu entwideln. Man wird alfo zu: 
wächft eine biefer Größen, 5 ©. y, zu elimimiren haben. Befanntermaßen 

kann dieſe Elimination, ba bie eine ber beiden Gleichungen vom nten und 
die andere vom mten Grade iſt, nur auf eine Sleichung in x führen, 
weiche ben (nm)ten Grad nicht überfleigt. Hat diefe Gleichung lauter ima⸗ 
ginäre Wurzeln, fo find alte Abfeiffen der Durchfchnittspunfte. imagindr, 
md es erifticen alsbann Feine reellen Durchſchnittspunkte. Sind aber ek 
nige ober alle Wurzeln biefer Gleichung reell, fo kann es fich doch ereignen, 
daß Feine reellen Durchſchnittspunkte ‚vorhanden find. Denn um bie Durch 
ſchnittspunkte vollſtaͤndig zu beftunmen, muß man noch, vermittelft einer der 
beiten gegebenen Gleichungen oder irgend einer Kombination derfelben, die 
Werthe von y auffuchen, welche zu den für x gefundenen reellen Werthen 
gehören. Sind biefe Werthe von y nun fämmtlich imagindr, fo eriftire 
kein reeller Durchfchnittspunft; find fie aber fämmtlich oder zum Theil reell, 
fo giebt es eben fo viele reelle Durchfchnittspunfte als reelle Werthe für y. 

Die Anzahl ber reellen Durchfchnittspunfte kann aber in feinem Falle 
größer als bag Product der beiden Erponenten ber Gleichungen, nämlich 
nicht größer als mn, feyn. Denn wie auch dieſe Durchfchnittspunfte liegen 
mögen, fo fann man offenbar immer bie Abfciffenachfe fo annehmen, daß 
nicht zwei Durchfchnittspunfte diefelbe Abfeiffe haben. Alsdann hat jeber 
reelle Durchfchnittspunft feine eigene reelle Abſciſſe; da nun aber bie durch 
Elimination von y entftanbene Gleichung in x nicht mehr ald mn Wurzeln 
haben kann, fo fünnen auch nicht mehr als man reelle Durchfchnittspunfte 
vorhanden feyn. 

Zwei Linien vom nten und mten Grabe fchneiden ſich ba; 
ber höchftens in mn Punkten; und zwei Linien dbeffelben nten 
Grades ſchneiden fich aufs höchfte in m? Punkten. 


Emm mm rn —ñ —— — er —,_ [nn — 


Aus den Löfungen der vorigen Aufgaben ergeben fich einige Solgerun; 
gen, die nicht unberührt bleiben bürfen. 


Nimmt man (n+1) in gerader Linie liegende und außerdem eu) 


Yunkte, alfo zuſammen +9 Punkte, beliebig an, und beftimmt nach 
Aufgabe (83) bie Eoefficienten der &leichung (1) vermittelt der. Coorbina« 





6. 53. 
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sen dieſer Punkte, fo wird mar rine Gleichung von: arten Gtabe erhalten, 
die fich im zwei Fattoren vom (n — I) ten und vom erſten "Grabe zerlegen 
läßt, und welche Daher im eigentlichen Sinne nicht eine Linie nten Grades, 
fondern das Syſtem einer inte (n—-I)ten Grades und einer Geraden aus⸗ 
drückt, und zwar ift diefe Gerade bieferrige, welche die erſtgenunnten (n-4-1) 
Punkte enthält... Denn ließe fich jene Gleichung vom nten Grade nicht fü 
zerlegen, daß einer ihrer Factoren bie eben genannte Grabe ausdrückt, fb 
würde. man durch Auffuchung ber Durchſchnittspunkte biefer Geraden und 
der durch die Gleichung nten Grades ausgedruͤckten Linie nach Aufgabe (84) 
höchftens n folcher Durchfchhittgpunfte finden, da doch die Gleichung neen 
Grades eben fo beſtimmt worden if, daß Fe durch die Cobrdinaten bon 


(an+-1) Punkten der genannten Geraben befriedigt wird. 


Es laͤßt ſich alſo durch ne Punkte, von denen (n4+-1) Punfte 


in gerader Linie Fliegen, feine —* legen, die im eigentlichen Sinne eine 
Linie nten Grades iſt. 


Auf aͤhnliche Weiſe ergiebt ſich, daß durch + 3 Punkte, von de: 


nen 2n-+-1 in einer Linie jweiten Grabes Tiegen; Feine Curve gelegt werden 
kann, bie im eigentlichen Sinne vom nten Grade iſt, und daß die Gleichung 


nten Grades, welche von den Coordinaten ſolche — er Punkte befrie: 


bigt wird, eine Linie Zten und eine Linie (n — 2) ten Edes ausdruͤckt, von 
welchen die Linie Zten Grades jene (2n 4 1) Punkte, die Linie (n — Z)ten 


Grades aber alle übrigen —— Punkte enthaͤlt. 





 Kebrfag [38]. Wenn man durch beliebig angenommene 
+ -1) Punkte mehrere Linien nten Grades legt, ſo ſchneiden ſich 
alle dieſe Curven nicht nur in dieſen (+ -ı) feſten Punkten, 
fondern noch in andern ("UP 41) feſten Punkten. 
So ſchneiden fi) alle Linien Zten Stabes, welche durch diefelben 


8 Punkte gehen, noch in einem beftimmten Iten Punkte, alle Linien vierten 
Grudes, welche durch biefelben 13 Punkte gehen, noch in 3 andern Be 
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ſtimmten Punkten, alle Einien 5 ten Grades, welche durch biefelben 1 19 Punkte 5.53. 
| gehen, nöch in 6 andern beftimmten Punkten u. f. w. 


| Um biefen Sag zu erweifen, bemerfen wir zunaͤchſt, daß, um die Eoef- 
| ficienten der allgemeinen Gleichung nten Grades (1) oder (2) zu beſtim⸗ 


men, welche von den Coordinaten ber beliebig angenommenen er 3) 1) 


Bunfte befriedigt wird, eben fo viele Gleichungen gebildet werben Fönnen, 
| zufolge der Aufgabe (83); und daß alfo, da die Anzahl biefer Eoefficienten 
HS ip, irgend einer biefer Coefftcienten beliebig angenommen werben 
kann. Macht man baher zwei folche, aber von einander verſchiedene Annah⸗ 
men, ſo erhalt man zwei Syſteme von Werthen filt die Eoefficienten, und 
fomit zwei Gleichungen nten Grades, welche zwei Curven ausdrücken, bie 
| beide durch bie (ts -)) Punkte gehen. Wir wollen diefe Gleichun⸗ 


gen durch N = 0 mb N’ = 0 bezeichnen. 
Jede andere Linie nten Grades, welche durch die in Rebe ſtehenden 


(er _ —1) Punkte geht, kann nun dutch die Gleichung | 
N-#FIN = 0 (5) 

ausgedruct werden, wo A einen conſtanten Factor bedeutet. Denn welches 

auch dieſe andere Linie nten Grades ſeyn mag, fo iſt fie (Aufg. 83.) durch 


+ Punkte, alfo durch die mehrerwähnten +9 3) -)) Punkte 


und durch noch einen andern Punkt ihrer Peripherie völlig beſtimmt. Die 
Gleichung (5) aber wird von den Coorbinaten der erfigenannten Punkte bes 
friebigt, da ihre beiden Theile durch die Subftitution diefer Coorbinaten an- 
nullirt werben, und wenn man die Coorbinaten des zulegt genannten Punks 
tes fubftituirt, fo fann man A, welches nur in erfler Potenz vorkommt, im⸗ 
mer fo befiänmen, daß auch dieſe Subftitution die Gleichung (5) befriebi- _ 
gem muß. 

Da nun eine jebe der in Rede ftehenden Curven durch - die Gleichung 
(5) auszudruͤcken it, und dieſe Gleichung durch alle diejenigen Werthe von 
x amd y befriedigt wird, welche zu gleicher Zeit 

N=0 md N=0 
befriedigen, d. i. durch m? folcher Werthe, unter denen fich bie Werthe ber 








3 Coordinaten der zuerſt genannten (+ -)) Punkte befinden; fo wirb 
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ſie auch noch durch +3) 9 
2 n(n — 
(1) = 


Coordinatenwerthe befriedigt, welche immer diefelben find, was auch A ſeyn 
mag; folglich gehen alle in Rebe ftehenden Eurven durch andere (> + i) 
feſte Punkte, w. z. e. w. *). 
e I), 
Es verfieht fih von felbft, daß dieſe Punkte zum 
Theil oder fämmtlich imagindr ſeyn, und daß fie uch in unenblicher Ent 
fernung liegen koͤnnen. 


Lehrſatz [39]. Wenn von denn? Punkten, in welchen fich irgend 
zwei Linien nten Brades fchneiden, np Punkte auf einer Kinie pten 
Grades liegen, fo kann durch die übrigen a(n—p) Puntte eine Kinie 
(n—p)ten Brades gelegt werden. 


Es fy P= 0 die Gleichung pten Grades, welche bie np Punkte ent: 
hält. Man beftiimme (Aufg. 83.) die Gleihung Q = 0 einer Linie 


(a—p)ten Grades, welche durch beliebige (FSPZet2) Punkte 

von den übrigen n(an—p) Punkten geht, und bilde fobann die Gleichung 
PQ=P, 

fo ift diefe vom nten Grabe, und druͤckt das Syſtem zweier Linien and, 

welche (mp + arm Punkte ober, was baffelbe iſt, 


n(n+3)  p(p—3) 

— +77 
von ben n? Punften entfalten. Welche poftive gange Zahl p nun auch 
ſeyn mag, fo ie EP = Ka+ PB > 


>—1, alfo immer 5) 
n(n-+ 3) 
—5 XX 


1; * geht das durch die Gleichung PQ = 0 ausge 


*) Diefer Sag ift zuerſt von Hrn. Plüder im 19ten Bande der Annales de 
malhematiques aufgefiellt worden. .. 


nn 


brücte Syſtem Der beiden Eurven, das wir als eine Linie nten Grades bes $. 58. 
trachten fönnen, noch durch die übrigen Be 3) 9) Punkte (vor. 


Lehrſ.). Da nun aber bie Linie P— O0 mit einer der beiden in dem Lehr: 
fage genannten Linien nmten Grades nicht mehr als np Punkte gemein haben 
(Aufg. 85.), alfo nicht mehr ald np von den n? Punkten enthalten kann, fo 
müffen die übrigen (n — np) oder n(n—p) Punkte in der Eurve-Q = 0 de 
(a—p)ten Grades liegen, w. 3. e. w. 


Lehrſatz [40]. Wenn drei Kinien nten Brades durch diefelben 
np Punkte geben, die auf einer Kinie pten Grades liegen, fo liegen die 
äbrigen n(n—p) Punkte, in welchen ſich je zwei jener Eurven noch 
fehneiden, in drei Linien (n—p)ten Brades, welche fich in denfelben 
(n—p)? Punften fchneiden. 

Es ſeyen N=0, N =0, N’ = 0 die Gleichungen jener drei 
£inien nten Grades, und P == O die Gleichung ber Linie pten Grades, auf 
welcher fie ſich fchneiden. Es feyen ferner O’—=0 und Q’=0 bie Glei⸗ 
dungen ber beiden Linien (n—p)ten Grades, welche refpective burch bie 
übrigen n(n—p) Durchfchnitte der Curven N = 0 und N’ = 0, und 
durch bie übrigen n(n— p) Durchfchnitte det Curven N= 0 und N’=0, 
nach dem vorigen Pehrfate, gelegt werben koͤnnen. 

Da nun 

N+IN =0 m N-AN’ = 0 | 
alle Linim nten Grades ausdrücken, welche durch die Durchfchnifte ber 
Eurven N und N’, und durch bie Durchfchnitte der Eurpen N und N” ge 
legt werben Fönnen, fo müffen fit) 2 und A’ fo beftimmen laffen, daß 

. N+IN=PQ’ =0 md N+IN=PQ’—=0. 
Zicht man biefe ibentifchen Gleichungen von einander ab, fo fommt 
AN — AN =PQ'—Q') =0, 
und da die Gleichung AN'— AN” = 0 von den Eoorbinaten der Durch 
fehnittspunfte ber beiden Curven N’ = 0 und N” = 0 befriedigt wird, 
und im Allgemeinen vom nten Grade ift, fo drückt fie, und folglich auch 
die ihr ihr ibentifche Gleichung 
| P(O’—Q”) = 0 
eine Linie nten Grades aus, welche durch bie n? Durchfchnitte ber Linien 
N =0 und N’ = 0 gehe. Da aber die Gleichung PCO’— 0”) = 0 








6.53, das Probuct der beiben Gleichungen P = 0 und Q’—Q” zu iſt, fo if 
Diefe Linie nten Grades das Syſtem ziveier Linien pten und (n—p)ten 
Grades, deren Gleichungen 

P=0 m 0Q0-Q’=0 
find. Es liegen alfo, von den n? Durchfchnitten der Linien N’ = 0 und 
N’ = 0., von welchen np Durchſchnitte auf der Linie P == 0 fich befin- 
ben, die uͤbrigen n(n—p) Durchfchnitte auf der Linie QO’—Q" = 0, welche, 
wie man fieht, vom (n—p)ten Grade if. Dieſe Eurve aber geht durch 
bie (n—p)? Durchfchnittspunfte der beiden Linien Q’ = 0 und Q’ = 0, 
we Ww *)., 


Aus den beiden letten Saͤtzen, laſſen fich mehrere andere als Corollare 
ableiten. Nimmt man 5. B. an, daB die beide Linien nten Grades zwei 
Spfteme von n Geraden find, fo hat man, nad) dem Lehrſatz (39): 

Wenn von den m? Durchfchnitten zweier Syſteme von n de 
raden, np Durchſchnitte auf einer Linie pten Grades Liegen, fo 
Ifegen die Übrigen n(an=p) Durchſchnitte auf einer Linie (n — p) 
ten Grades. 

Setzt man p = 2; fo ergiebt ſich 

Wenn von den m? Durchfihnitten zweier Syſteme bonn 
Geraden, 2n Durhfchnitte auf einer Linie 2ten Grades lies 
gen, fo liegen bie übrigen n(n—2) Durchfchnitte auf einer Linie 
(n—2)ten Grades, und umgefehrt. 

Es fey ein Polygon von 2n Geiten in einer Linie zweiten Grades 
eingefchrieben; alsdann koͤnnen die Seiten geraden Ranges als dag eine Sp 
fiem von n Geraden, und die Seiten ungeraben Ranges als das andere 
Spftem von eben fo vielen Geraben angefehen werden. Es ergiebt fich fps 
mit aus dem fo eben aufgeftellten Sage: 

In jedem (20)⸗Eck, welches in einer Linie zweiten Grades eingefchrie 
ben ift, liegen die Durchichnitte der (verlängerten) Seiten geraden Ranges 
mit denen des ungeraben Ranges, welche nicht anliegen, in einer Linie 
(n—2)ten Grabe und umgekehrt. 

Setzt man noch n = 3, fo hat man den Pascal'ſchen Sag vom 
eingefchriebenen Sechsecke ($. 34. Lehrſ. 16.). 


*) Die beiden letzten Säge find zuerſt von Hrn. Gergonne in den Andales de 
mathem. T. XVII. gegeben worden. 


Wie fih aus dem Sehrfatee (0) Eorollare ableiten laſſen, wird ber 5. 58. 
| Lefer leicht felbft finden. | 
| 


. . \ 8. 54. . 
| Aufgabe [86]. Es iff eine Linie nten Grades und. die Richeang 
einer Geraden gegeben. Man ſoll den VErt des Punktes P finden, wel: 
cher fo liegt, daß, wenn man durd ihn eine Gerade der gegebenen 
Richtung parallel zieht, die algebraifhe Summe. aller Abfchnitte diefer 
Geraden, welche einerfeits von dem Punkte P und andererfeits von der 
gegebenen Eurve begrenzt werden, eine gegebene Bröße babe. 


Bezeichnen wit wie im vorigen d. die gegebene SGleichung der einie 
nten Grades in rechttwinkligen Eoordinaten durch 
a® + AR» + AC-D Heck A® + A® + AD — — 0 (1) 
mb bie Coorbinaten des geſuchten Punftes p durch x’, y, wo 
Am — ay +a 3 pa — ir. bar 
AD — Ay“ Hy ER "Hr... + PX — 
iſt, ſo erhalten wir durch Transformation, indem wir den Punkt P zum 
Anfangspunkte ber Cootdinaten nehmen, und demgemaͤß x und y+-y’ 
für x und y ſetzen, eine Gleichung von der Form | 
BO +BFP BF? L..+BO+BO —=0, (2) 
wo RB) das Aggregat ber Glieder, welche in Beziehung auf x und y von 
der nten Dimenfion find, B*" das Aggregat der Glieder (n — I)ter Di: 
menfion, BE das Uggregat der Glieder (n—2)ter Dimenfion u. ſ. f. 
bezeichnen. Macht man die nöthige Entwickelung. der Glieder höchfter Di: 
menfionen, fo ergiebt fich 
BI = oy Hay a. ip!" 
BD — may" +0-Nasy +m-Yarty +... tax y 
+fjey "+ 2y + 3antyı +...F#na, x }x' 
I ui > GE, „BE 7 > Sue, „uU > 2) Gun, vierte. 27 ZUR su 
Transformirt man die Gleichung (2) wiederum in Polarcoörbinaten, indem 
man usint und ucost für y und x feßt, fo erhält man eine Gleichung 
von der Form 


854° 
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OH T HT Hr. +TuET=0, (8) 
wo T,, T,_ır +. Tı Functionen von t, y und x find, T, aber nur x 
und y’ enthält. . Aus diefer Gleichung erhält u für ein beſtimmtes t im 


Allgemeinen n verfchiedene Werthe, deren algebraifche Summe befannterma- 


| 4 Ä 
fien gleich Zi u if. Legt man nun biefem t denjenigen Werth 9 bei, 
welcher den Winkel ausdrückt, den die gegebene Richtung mit der Abfciffen- 
achſe bildet, und bezeichnet die gegebene Größe der Summe der Abfchnitte 


dur) C, fo bat man 
T,_ı q 
C=— * oder 





a—1 


+CT, — 0 I 


oder endlich, wenn man die angegebene Subftitutionen ausführt, 
Inesin” "p+(n— 1)a, cospsin” g-+...+a,_,cos” ply' 
+ fe, sin” "p+2a,cospsin” "p+...+ na,cos” "plx 
+ Bein "p+ Pıcospsin” "g+...+p,_,cos" "p 
+Cjasin’p+ a, cospsin” "p+...+a,cos'p} 


Diefe Gleichung, welche außer x und y’ nur gegebene Größen enthält, ift 
in Beziehung auf x und y’ vom erften Grade Der Ort bed Punktes P 
ift demnach eine gerade Linie. 


Wenn die gegebene Größe C = 0 ift, d. i. wenn bie algebraifche 
Summe der genannten Abfchnitte gleich Null, oder, mit andern Worten, wenn 
die Summe der, auf ber ‚einen Seite bed Punktes P liegenden, Abfchnitte ber 
Summe aller auf der andern Seite liegenden gleich ift, fo heißt die Gerade, 
welche der Ort des Punktes P ift, ein Durchmeffer der Curve. Die 
Lage eined Durchmeflers der Linie nten Grades ift, wie man aus der Glei⸗ 
chung (4) fieht, in welcher C = 0 zu feßen ift, von den in.ber Gleichung 
diefer Curve vorkommenden Eonflanten, und von dem Winfel ꝙ abhän- 
gig. Da nun biefer Winkel, wenn ed nur darauf anfommt, irgend einen 
Durchmeffer der Eurve su finden, beliebig angenommen werden kann, fo 
fieht man, daß eine Linie nten Grabe im Allgemeinen unendlich viele 
Durchmefler bat. 


Fehlen in der Gleichung (1) ber gegebenen Linie nten Grades alle 
Glieder (n—1)ter Dimenfion oder, mas baffelbe ift, find die Enefficienten 


=0.(4) 


u 





_ 2533 — 


Br Brr Bar Pu, ſumuntlich gleich Null, ſo iſt die Skeichuns eines Dur» 5.64. 


meſſers dieſer Curve 
Inasin” \P+(n— De, conpsin" Ir .+0,_, cos — 

+ fa, sin” 'p-+20,cospein”” ’p+-. ‚+ na, cos" X223 =0,(5) 
und diefer Durchmeffer geht, was auch p für einen Werth haben mag, durch 
den Anfangspunft der Coorbinaten. Iſt alfo eine Linie nten Grades fo 
befchaffen, daß aus ihrer Gleichung fämmtliche Glieder (n— I) ter Dimen- 


fion fortgefchafft werden koͤnnen, fo ſchneiden ſich alle ihre Durchmeſſer in 
einem und demſelben Punkte. 


Hat die Gleichung einer Linie nten Grades nur das eine Glied ay” 
nser Dimenfion, ober laͤßt fie fich auf eine folche Form bringen, fo find 
Er Ray». fammtlich gleich Null, und die Gleichung eines Durchmeſſers 
iſt alsbann 
Dein 'p.y+ {Bein pr Pß,cospein” "pr... +, cp} = 0; 
folglich find in diefem Salle alle Durchmefler der Abfeiffenachfe, und alfo 
andy einander parallel, mit Ausnahme desjenigen, welcher zu dem Winkel 
9 = 0 gehört, und deffen Lage in jedem Falle befonders beftimmet werben 
muß. Aehnliches findet Statt, wenn die Gleichung ber Eurve nur bag eine 
Glied «,x" nter Dimenfion enthält. 

Wenn beide Fälle zugleich eintreffen, daß nämlich Die Gleichung nur 
das eine Glied «y" nter Dimenfion und fein Glied (n—1)ter Dimenfion 
enthält, ober auf eine folche Form gebracht werden kann, fo ift die Glei⸗ 
hung eined Durchmeflers 

y=®b, 


welchen Werth man auch für ꝙ, außer Null, annehmen mag. Die Eurve . 
bat alsdann im Allgemeinen nur biefen einen Durchmeffer, welcher mit einer 


der Eoorbdinatenachfen zuſammenfaͤllt. Diefer Durchmeffer heilt alsdann 


nicht nur die Sehnen der Eurve, die einer beftimmten Richtung parallel 
find, fo, daß die Summe ber, auf ber einen Seite liegenden, Stücke ber 
Summe der, auf ber andern Seite liegenden gleich ift, fondern er theilt 
alle Sehnen, wie fie auch gegogen feyn mögen, auf biefe Weife. 


Wenn in der Gleichung (1) alle Slieber der (n — dien, (n—B)ten, 
(n—Ö)ten u. f. f. Dimenfion fehlen, oder, mit andern Worten, wenn bie 
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5.54. Gleichung einer Pine nen Grades in rechtwinkligen oder fchieftwinfligen 
Coordinaten fein Glied von der (n — 2h — I)ten Dimenſion enrhält, oder auf 
eine ſolche Form gebracht werben kann, fo wird fie nach der Transforme- 
tion in Polarcoorbinaten bie Ko 


TuW+T_ LT, ur etc = 0 


befommen, wo T,, T,_, % J to. Functionen von t find. fen eine ge 
rade Zahl, fo kann man u? == z fegen, wodurch man eine Gleichung in 2 
erhaͤlt, Die zu Wurzeln hat, und die Dunbraftpnrgeln dieſer In Größen, mit 
entgegengefeßten Zeichen genommen, geben bie n Wurzeln der Gleichung in u, 
Daraus folgt, daß biefe Gleichung eben fo viele pofitive als negative, abfo- 
Int genommen einander gleiche, Wurzeln habe, und baß alfo jede Gerade, 
die durch den Anfangspunft der Coorbinaten geht, von ber Curve fo ger. 
fehnitten wird, daß fich auf beiden Seiten diefed Punktes gleiche Abfehnitte 
befinden. Iſt nm eine ungerade Zahl, fo hat die Sleichung in u Fein com 
ſtantes Glied, indem das canflante Glied von der Dimenfion O if; als 
dann läßt fich die Gleichung im zwei Factoren 


Tu +-T_ uT’+T_ Wr etc} = 0 


gerlegen, fo daß ein Werth von u gfeih Null, alle andern Werthe von u 
aber zu zweien einander gleich und entgegengefeßt feyn müffen. Demnad) 
wird, eben fo wie im’vorigen Falle, jede durch den Anfangspunft der Eoor: 
dinaten gehende Gerade, fo gefchnitten, daß fich auf beiden Seiten biefes 
Punktes gleiche Abſchnitte befinden. Einen Punkt, der dieſe Eigenſchaft be: 
figt, nennt man Mittelpunkt der Curve. 


Aufgabe [87]. Es find zwei Kinien nten Grades und die Kick 
‚ tungen zweier Geraden gegeben. Mlan foll den Ort des Punktes P fin: 
den, welcher fo liegt, daß, wenn man durch ihn eine Berade an die 
eine Eurve der einen Richtung parallel, und eine andere Gerade an die 
andere Eurve der zweiten Richtung parallel zieht, das Product der Ab; 
fchnitte auf der einen Beraden und Das Product der Abfchnitte auf der 
andern Geraden, welche Abfchnitte einerfeits von dem Punfte P und 
andererfeits refpective von den Eurven begrenzt werden, in einem ge: 
gebenen DVerbältmiffe fteben. 


Es feyen 
N AN LAMM LA... HA —=0, 


N CAVA, AFP... +AN = 0 $. 54. 
die auf dieſelben rechtwinkligen Coordinatenachfen bezogenen Gleichungen 
der gegebenen Eurven, wo AM, A|? die Aggregate der Glieder nter Die 
menfion AU”, A,” die Aggregate der Glieder (n — U)yter Dimenfion 
u. ſ. w. bezeichnen. Es ſeyen ferner ꝙ unb bie beiden Winfel, welche 
bie gegebenen Richtungen ber beiden Geraden mit ber Abſciſſenachfe bilden, 
und 2:1 dag gegebene Verhaͤltniß. Bezeichnen wir die Coordinaten des 
geſuchten Punktes. durch x’, y’ und transfarmiren beibe Gleichungen, indem 
wir biefen Punkt zum Anfangspunfte der Eoordinaten nehmen, und demge⸗ 
mäß x+-x und y-+y’ für x und y fegen, fo erhalten wir zwei Gleichun- 
gen von der Form 

" B® BRD BR? +....+B® =0, 
BO+HRTHB Pr et, 
Segen wir nun ferner, um zu Polarcoorbinaten Äberzugehen, usint und 
ucost für y und x, fo erhalten wir die beiden Gleichungen 


T"+T _ ""+T_ WW’ +..+01n =0, 
Tu+T U’ +T uW"’r... +1, =0, 


n—1 
wo T,, T,_11 -:Trr Tai. Sunctionen von x, y’ und t find. Aug 
einer jeden biefer Gleichungen erhält u bekanntermaßen n Werthe, deren Pros 
ducte reſpective 
T, 
find, wo bie obern Zeichen, wenn m gergbe, und bie untere, wenn n unge 
rabe ift, zu nehmen find. Legt man nun bem t in bem erſten Ausdruck 
den Werth 9, und in. dem zweiten ben Werth w bei, fo muß, zufolge ber 
Aufgabe, 
zit se TED =0 
feyn. In dieſer Gleichung find aber T, und T’, nicht von x’ und y, fon- 
bdern nur von p u. 1 abhängig, alfo confiante Größen, und T,, To, erge⸗ 
| ben fih aus N u. N’, wenn man darin fuͤr x u. y bloß x’ u. y’ fest. Laſſen 
wir alfo bie Accente von x’ m. y’, welche jetzt nicht mehr noͤthig find, weg, 


| ‚1 
und bezeichnen den conflanten Ausdruck Du durch — X, fo haben wir als 
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5. 54. Gleichung des geſuchten Ortes 
N+ AN = 0 N 


ber demnach eine Linie nten Grades ift, welche durch die n? Durchfchnitte . 
punfte der gegebenen Eurven N = 0 und N’ = 0 geht. 


Mir wollen jetzt drei Linien nten Grades betrachten, bie fich in ben- 
felben n? Punkten fchneiden. Sind 

N=-0 mM N=0 
die Gleichungen von zwei diefer Eurven, fo kann die britte immer durch die 
Gleichung 

N-FIN = 0 

ausgedrückt werden (was im Beweiſe des Lehrfages (38) nachgewieſen ift), 
wo A einen unveränbderlichen Werth hat. Soll diefe Gleichung nun mit 
derjenigen ibentifch feyn, welche den in der vorigen Aufgabe gefundenen Ort 
des Punktes P ausdrückt, fo muß 





feyn. Da nun in dieſer letzten Gleichung A nur in erfter Potenz vorkommt, 
fo fann dieſe Größe, die wir jegt als nicht gegeben betrachten, immer (0 
beftimmt werden, daß die eben genannte Gleichung befriedigt wird; und 
hieraus ergiebt fich der folgende 


Lehrſatz [41]. Wenn ſich drei Linien nten Brades in denfelben 
n? Punften fchneiden, und von einem Punkte einer diefer Eurven zwei 
Gerade an die beiden andern Eurven zweien beliebigen, aber unveräns 
derlichen Richtungen parallel gezogen werden, fo ift das Product der Ab: 
fchnitte, welche auf der einen Beraden von dem genannten Punfte und 
der Zweiten Eurve begrenzt werden, zu dem Producte der Abfchnitte, 
welche auf der andern Beraden von demfelben Punkte und der dritten 
Eurve begrenzt werden, in einem conftanten Derbäleniffe, wo auch jener 
Punkt auf der erften Eurve angenommen werden mag. 


Offenbar kann man an die Stelle ber zweiten und dritten Curve auch 
zwei Syſteme von Geraden fegen, von melchen ein jedes aus n Geraden be 
fteht, und es ift auch einleuchtend, daß man ſtatt der beiden, zweien beliebis 
gen, conftanten Richtungen parallelen, Geraden zwei mal n Gerade nehmen 
Tann, welche die Geraden ber beiden Spfteme unter beliebigen, aber conſtan⸗ 
ten Winkeln treffen, fomit haben wir ben | 
| | Lebr: 
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Lehrſatz [42]. Wenn eine Linie nten Grades durch die n? 
PDurchfchnitte zweier Syſteme von n geraden Linien gebt, und von eis 
nem Punkte der Curve 2n Gerade gezogen werden, welche die Bere: 
den der beiden Syſteme unter beliebigen, aber conftanten Winkeln trefi 
fen, fo ift das Verbälmiß des Productes der n Geraden, welche an dem 
einen Syſteme ſich endigen, zu dem Producte der n Beraden, welche 


von dem andern Syfieme begrenzt werden, immer dnffelbe, wo auch 


jener Punkt auf der, Curve angenommen werden mag. 


Nehmen wir jegt an, daß von den n? Durchfchnittspunften ber beiden 
genannten Syſteme pn Punkte auf einer Linie pten Grades, und alfo bie 
übrigen n(n—p) Punfte auf einer Linie (n—p)ten Grades liegen (vor. $.), 
fo fünnen biefe beiden Curven als eine Linie nten Grades betrachtet wer: 
ben, und es kommt alsdann jebem Punkte ber einen Eurve ſowohl als je: 
dem Punfte der andern Eurve die Eigenfchaft zu, daß die von ihm an bie 
n Geraden des einen Syſtems und an bie m Geraden des andern Syſtems 
unter conflanten Winkeln gesogenen Geraden zwei Probucte bilden, deren 
Verhaͤltniß unveränderlich ift. 


Es fen ein Polygon von 2n Seiten in einer Linie zweiten Grades 
eingefchrieben; alsdann können die Seiten geraben Ranges als die n Geraden 
des einen Syſtems und die ungeraden Ranges als die n Geraden des an- 
dern Syſtems angefehen werden, und wir erhalten unmittelbar den 

Lebrfan [43]. Wenn ein (2n)siEd in einer Kinie Zweiten Bra: 
des eingefchrieben ift, und von einem Punkte diefer Eurve nach den 
Seiten des Polygons Gerade gezogen werden, weldye diefe Seiten un: 
ter beliebigen conftanten Winkeln treffen, ſo ift das Product der n Be; 


raden, weldye an die Seiten geraden Ranges gezogen find, zu dem Pros 


ducte der n Beraden, welche an die Seiten ungeraden Ranges geführt 
worden, ein conftantes, wo auch der Punkt in der Curve angenommen 
feyn mag. Und diefes Derbältniß iſt auch dann noch daffelbe, wenn 
jener Punft auf derjenigen Kinie (n—2)ten Grades angenommen wird, 
welche fich durch die n(n—2) Durchfchnitte der verlängerten Seiten ge; 
raden und ungeraden Ranges legen läßt. 


Aufgabe [88]. Es iff eine Kinie nten Brades und ein Punkt P, 
der nicht auf diefer Eurve liegt, gegeben. Um den Punkt P drebr fich 
eine Berade, die von der Eurve in n (reellen oder imaginären) Punkten 
PısPar Par ---Pa geſchnitten wird, und auf diefer Beraden bewegt fich 
ein Punft Q fo, daß 

17 
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6. 54. 


ı .ı 1 1 ı 
Re Pig Es re 7) 
if. Es foll der Urt des Punktes Q gefunden werden. 

Wir nehmen ben gegebenen Punkt P sum Anfangepunfte rechtwinkliger 
Coordinaten und bezeichnen die Gleichung ber gegebenen Eurpe, wie in ben 
vorigen Aufgaben, durch 

A® + AMD A? +..F# am — —20. 
Transformiren wir dieſe Gleichung in Polarcoorbinaten, indem wir usint und 
ueost für y und x fegen, fo erhalten ir eine Gleichung von der Form 


Tu' HT HT Hr... +TuW+Tu+T =0; 
und wenn wir die m Wurzeln. diefer legten Gleichung durch U,, Us, Us, - U, 
bezeichnen, fo ift befanntermafen 

ı2 12.1, 1 T 

trat +r...Ft+ u, — J— . 


Da nun aber offenbar Pp, = u, Pp, = u, ....Pp, = u, ift, fo ba 


ben mir vo = — Rn ‚, oder, wenn wir ben Radius vector yon Q durd) 
u’ bezeichnen, 


.. 


vr oder TH =0. 


Da ferner 10 _ — y, AP = uy+us (©. 22.) alſo =», = 
Weint-Hu,cost, (0 haben mir 
kusint+-uuVcost +v = 0, 
oder, wenn wir zu rechtwinkligen Coorbdinaten zurückkehren und bie Coordi⸗ 
naten von Q, wWsint = y', wWcost = x feßen, 
uy+uxX-tv = 0 
als Gleichung des Ortes von Q, welcher alſo eine gerade Linie iſt. 


$. 55. 
Eine Linie nten Grades iſt entweder in einem endlichen Raume enthals 
ten, wie Die Ellipfe, ober fie erſtreckt fich ing Unendliche, wie die Hyperbel 
und Parabel. 


Aufgabe [89]. Es iſt die Gleichung einer Kinie nten Grades 
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| gegeben. Man foll finden, ob diefe Eurve fich ins Unendliche erſtrek⸗ 6. 55. 
ı fen Fann. 
| Es ſey wieder 
die Gleichung der gegebenen Curve in rechtwinkligen oder ſchiefwinkligen 
Ccocordinaten. 
= Transformirt man biefe — n Polar⸗Coordinaten, indem man 
(35 12.) weine mi) m] u ehr x und y fest, fo erhält man 

eine Gleichung von * or 

TU+-T_ u TU ’+. HT HTUHT, =0, 
ans welcher Gleichung u im Allgemeinen n Werthe erhält. im nun gu 


finden, 06 ein Werth von u unendlich werden, und daher der Enbpunft des 
beitſtrahls u in unendlicher Entfernung vom Anfangspunfte ber Koordinaten 


legen kann, fegen wir u — 1, wodurch die Gleichung ſich in 





TE+T HT °’+... ——, = 0 
verwandelt. Sol aber u= © feyn, ſo muß z — = = ſeyn, und 
da für z = 0, in Folge der lebten Gleichung, auch T. = 0 feyn muß, 
fo haben wir ald Bebingung, daß bie gegebene Curve fich ins Unendliche 
erſtrecke, die analytifche Bedingung, «8 müffe fich t fo beftimmen laſſen, daß 
T, = 0 werde. Es iſt aber, ba da AM das Aggregat 

ay "+axy xy" ’r.. te, x 
bedeutet, 


T= —__ ! asin t-ta, sin(@'—1) ein’ "to, æinꝰ(œ-t) in A... 4 0 sin’ 0)} f 
sin c 


oder, wenn man der. Kürze wegen burch q bezeichnet, 


nd — 1) 
Tv — sin = — = 
gl 
Dan fieht leicht ein, * dieſer Ausdruck von T, nicht dadurch gleich Null wer⸗ 
ben kann, daß der Zähler des erſten Factors, ⸗in (c— 1), En Null iſt; denn 


fe rag '+a,g "+. tea}. 
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sint 


6.55. dadurch wird zugleich der zweite Factor = @ , wiillg = — iſ; 


sin (a —t) 
es rebucirt fich vielmehr der Werth von T, für sin’ —t) = 0, di. 
für t= d oder t=n +, wie mai aus ber vorlegten Gleichung ficht, 
anf a. Es kann daher T, nur dadurch annullirt werden, baß ber zweite 
Sactor, alfo 


eg +a,g. +og +...ha, —0 (2) . 


wird. Hat diefe Gleichung eine ober mehrere reelle Wurzeln o, fo wird 
T, = 0, wenn man t fo nimmt, daß sint — osin(@—t), was immer 
möglich ift; hat diefe Gleichung aber Feine reelle Wurzel, fo giebt es auch 
feinen reellen Werth für t, welher T, = 0 made. Da nun die Gles 
hung (2), tie man leicht einficht, aus dem Aggregate A? der Glieder 
hoͤchſter Dimenfion unmittelbar gebildet werden kann, indem man baffelbe 


durch dividirt und q für = fett, fo ergiebt fich folgende Regel: 


Man divibire von ber gegebenen Gleichung der Linie nten Grades in recht: 
toinfligen oder fehiefwinkligen Coordinaten nur dag Aggregat der Glieder nter 


Dimenfion durch x", fege q für Z und das Kefultat gleich Null. Hat die 


anf dieſe Weife gebildete Gleichung eine ober mehrere reelle Wurzeln, fo fann 
die Eurve fi) ind Unendliche erſtrecken; bat fie nur imagindre Wurzeln, fo 
fann die Curve fich nicht ing Unendliche erſtrecken, fondern ift in einem end» 
lichen Raume enthalten. Dabei ift aber zu bemerken, daß, wenn bie Glei⸗ 
hung in q von einem niedrigern Grabe als vom nten, alfo vom (n—mjfen 
ift, fie dennoch als eine Gleichung nten Grades angefehen werben muß, de 
ven höchfte Glieder fehlen, und die fomit wenigſtens m reelle Wurzeln bat, 
de =w find. 

Jede Linie von einem ungeraben Grabe erfireckt fi) ind Unenbliche; 
denn wie groß man auch eine der beiden Coordinaten annehmen mag, fo 
bat bie andere in ber höchften Potenz vorkommende Coordinate immer we: 
nigftend einen reellen Werth. 


. 56. 
Unter den Linien eined jeben Grades find diejenigen in analytifcher Hin: 
fiht Die einfachften, deren Ordinate eine ganze rationale Function ber Abs 
feiffe if, und deren Gleichungen alfo die Form 


— 4 — " 


y=A+Bı+CrR-+Dri-r...+Mx""-+Nx" (1) $ 56. 


Haben, oder durch Transformation ber Coordinaten auf biefe Form gebracht 
werden koͤnnen. Solche Linien werden parabolifche Eurven genannt. 
Man muß diefe Linien nicht mit Parabeln höherer Arc verwechfeln, 
unter welchen legten man diejenigen Curven verftcht, deren Gleichungen bie 


Form y_ = px” haben. 

Setzt man in bie Gleichung (1) en. für x, d. i. transformirt 
man fie indem man einen in ber Abſciſſenachſe liegenden Punkt, deſſen Abſciſſe 
— a ift, zum Anfangspunfte der Eoordinaten nimmt, fo erhält man eine 
Gleihung von der Form 

y=A+Bi+C?+Dr +... HL HN” | 
in welcher Fein Glied von der (n — I)ten Dimenfion vorfommt, wenn n > 2 
if. Die neue Orbinatenachfe ift alfo, wenn n—2 ift, der einzige Durch⸗ 
mefler der Curve (1), ($. 54.). 

Daß ſich jede parabolifche Eurve ind Unendliche erſtreckt, kann nad 
der vorigen Aufgabe leicht gezeigt werden. Es folgt dies aber auch unmit: 


telbar aus der Gleichung (1), indem zu jedem reellen Werth von x, wie 
groß er auch genommen werden mag, immer ein reeller Werth von y gehört. 


Eine parabolifche Curve nten Grades ift, wenn die Lage ber Coordi⸗ 
natenachfen gegeben iſt, durch (n-+1) Punkte vöNig beſtimmt, indem ihre 
Gleichung (1) nicht mehr ald (n-+-1) Eoefficienten enthält. Wenn bie 
Eoorbinaten aß, a ßır Raßar »--@,P, diefer (n-+1) Punkte gegeben find, 
fo fann man zwar nach Aufgabe (83) ($. 53.) die Eoefficienten der Glei⸗ 
hung diefer Eurve beftimmen; man kann aber diefe Gleichung auch unmit⸗ 
telbar auf folgende Weife barftellen. 

Man fege nämlich 

= RX FAR tr. teR, ı (2) 


_ (x —a,)(x —a,)(X —0,)(X —Q,)....(X —a,) 
— (@-0)a -—)(e —a,)(e —ay)....(a—a,)' 
(x —a)K—,)X — a) — 0)... —a,) 
(1-2) — 0) (0 —a)(— a)... (a e,)' 


X 


X = 
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W (x —a)(x —aı)(x x- a)... — ,) 
= (2 — 0) (3 — &,) (&— asla2 ar)... (Ra, ) ' 


(x —o)(x —a,)( —ay)(X —a,)....(X —a,_,) 
(a, —a)(ea — a (a, — a)(e, — au)....(d a, ,) 
ift, fo wird die Gleichung (2) die parabolifche Eurve ausdrücken, welche 
durch die gegebenen (n-+1) Punkte geht. Denn da X, X,, X, etc. ganje 
rationale Sunctionen bed nten Grabes von x find, fo iſt auch ber zweite 
Theil der Gleichung (2) eine folche Function; und 
frx=ao KX=1,%=0,%=0.X,=0, ap y=Pß, 
fra tfX=-0, 1%, =1,%=0.X, =0, ap y=ßıı 
re, feX=0,%=0, x, =1..X, =0, alſo ymßıı 


x.⸗ 


fuͤr —E Et X=0,X%=0,%=0.X, =1, alſo y 5.. 
Folglich geht die Curve durch die gegebenen (n-+-1) Punkte. 


Wenn die Coefficienten A, B, ...N der Gleichung (1) gegebene nume⸗ 
rifche Werthe haben, fo,ift es leicht, bie Ordinaten zu fo vielen gegebenen 
Adfeiffen zu berechnen als man will, und alsdann eben fo viele Punkte ber 
parabolifchen Curve graphifch zu beftimmen. Bilden bie gegebenen Werthe 
der Abfeiffen eine arithmetifche Reihe erfter Ordnung, fo läßt fich die Be 
rechnung der Ordinaten auf bloße Additionen zurückführen, indem y als das 
Allgemeine Glied einer arithmetifchen Neihe nter Ordnung angefehen wer⸗ 
den Fan. 

Aufgabe [90]. Die Gleichung 

20000y = x'— 251x°?-+20170x? — 566400x-+3888000 = 0 (3) 
einer parabolifchen Eurve iſt gegeben. Man foll, Bebufs einer Der: 
zeichnung diefer Eurve, die Wertbe der Ordinaten y berechnen, welde 
zu den Abſciſſen x gleich 0, 10, 20, 30, ...150 gebören. 

Wir feßen, um der Reihe für die Abfeiffen die Differenz 1 zu geben, 
x = 10x, wodurch fich die gegebene Gleichung, nach der Divifion durch 
20000, in u 

y= 0x" — 12,55x° 100, 85352 - 283,28’ 194,4 (4) 
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verwandelt. Betrachten wir dieſen Ausdruck von y als das allgemeine Glied 
einer arithmetiſchen Reihe vierter Ordnung, bezeichnen ben Werth von y für 
x = 0 durch yo, und die Anfangsglieber der Differengen: Reihen durch 
Ayor A’yor A’yor A'yor fo findet fich, nach befannten Regeln, 


$. 56. 


SH, Ay=-1944 , AYyo=133,4 , Atyo=578 , Ayo, 


wonach wir durch bloße Abdition die folgende Tafel bilden: 

















=! y Ay a dy | Ay 
o| o|l+ 1944 

ı| » 00 | 144 
2-8: 3 
11357 0o|+ 19 in 
5 50|+ au | + 4334 +12 
s 8 0 + 196 +12 
| n|+ 45|7 1 +12 
s o|+ 56, 439 +12 
| o/—- sw|l- 526 +12 
10 , 100 — 1026 | > 486 +B 
1|m0)— 105, +, 1 +12 
12 | 120 ‚| +105 +1 
13/130 |+. | #2646 +12 
1410| + 333 

125,150|+1 ‚| +826 





Wir haben nämlich zuerft nur die Anfangsglieder aller Reihen und die mit 
A'y bejeichnete Reihe hingefchrieben; ſodann durch ſucceſſive Addition der Glie⸗ 
der unter A'y zu dem Unfangsgliede unter A’y biefe zweite Reihe gefunden; 
daranf haben wir ‚die Reihe unter A?y durch ſucceſſive Addition der Glie⸗ 
der ber fo eben gefundenen Reihe zu dem Anfangsgliebe A’y, erhalten ıc. 
bis wir zu den Gliedern unter y+gefommen find. Wir bemerfen hierbei, 
daß es nicht gerade nothwendig iſt, die für x gegebene Reihe auf eine ans 
dere mit der Differenz 1 zu rebuciren, um die Werthe von y auf die an⸗ 
gegebene Art zu berechnen. 

Vermittelſt der hier gefundenen Verthe von y ift die Eurve in Fig. 30. 
verzeichnet. Die Gerade DD’, welche durch den Punkt der Abfeiffenachfe 
AX geht, für welchen x = i 62,75, ift der Durchmeffer der Eurve; 
und diefe Gerade hat die Eigenfehaft jede gerade Linie CF fo zu theilen, 5 
BC+BG = BE-+BF if. 


gig. 30. 
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Wenn die Abſciſſen keine arithmetiſche Reihe bilden, ſo kann man das, 
in der letzten Aufgabe angegebene, Verfahren nicht anwenden. Indeſſen laſ⸗ 
fen fich doch noch Abkürzungen zur Berechnung dee Ordinaten anbringen. 
Es würde ung zu weit führen, diefen Gegenftand hier in feiner ganzen Aus: 
dehnung zu behandeln, doch wollen wir noch bemerfen, daß, menn die pas 
rabolifche Eurve nten Grades die Abfciffenachfe in nm reellen Punkten ſchnei⸗ 
det, der zweite Theil der Gleichung (1) fich nothwendigerweiſe in n reelle 
Sactoren erften Grades zerlegen laͤßt; alsdann kann man biefer Gleichung 


die Form 


logy = loga-Hlog(x-a,)+log(x—a,)-Hlog(x—a,)-+...-+log(x—a,) 


geben, wodurch Zogy für jeben Werth von x durch bloße Addition, und 
dann auch y leicht gefunden werben kann. 


$. 57. 

Menn die Ordinate einer Eurve eine gebrochene rationale Function der 
Abfeiffe ift, fo laͤßt fich die Berechnung ber Ordinaten auf eine dhnliche 
Reife wie in der vorigen Aufgabe vereinfachen. Kommen aber in der Glei⸗ 
hung einer Linie mten Grades beide Eoorbinaten in höhern Potenzen vor, 
fo ift es fo leicht nicht, zu einer gegebenen Anzahl Werthe von x die zuge 
hörigen Werthe von y zu berechnen. Hat die Gleichung in Beziehung auf 
y die quadratifche Form, fo kann man fie auflöfen, und auf dieſe Weife die 
Werthe von y für jeden Werth von x beftimmen; aber die Wurzelauszie⸗ 
hungen, die zur Berechnung erforderlich find, verlängern dieſe bebeutenb. 
Gehört die Gleichung nten Grades in Beziehung auf eine der Coordinaten gu 


den cubifchen oder biquabratifchen, fo ift die Berechnung mehrerer Ordina⸗ 


tentverthe, vermittelft der firengen Auflöfung der Gleichung, fo beſchwerlich, 
daß es gerathener iſt, fich mit Näherungsiwerthen zu begnügen, bie immer 
binreichen, wenn es nur auf eine Verzeichnung der Curve ankommt, und 
mit denen man fich gu begnügen gezwungen ift, wenn bie Gleichung in Be: 
giehung auf beide Eoordinaten den vierten Grad überfteige. Solche Nähe 
rungsiwerthe von y findet man enttveber nach ben befannten Methoden zur 
Auflöfung numerifcher Gleichungen, indem die gegebene Gleichung nach Sub 
flitution der für x angenommenen Werthe zu einer numerifchen wird, ober 
dadurch, daß man aus der Gleichung das y in einer nach Potenzen von x 
fortfchreitenden Neihe entwickelt, und die Summe einer beliebigen Anzahl 


von Gliedern diefer Reihe für die gegebenen Werthe von x berechnet, wem . 57. 
die Reihe für dieſe Werthe convergirt. 

Es giebt indeffen viele Säle, in welchen fich bie Werthe von y, ver: 
mittelſt fchicklicher GSubftitutionen, leichter berechnen laſſen. Die folgende 
Aufgabe enthält ein Beifpiel eines folchen Falles. 

Aufgabe [91]. Es find drei Punkte A,B,C gegeben. Man foll $ig. 31. 
den Ort des Punktes P finden, welcher fo liegt, daß die Geraden, welche 
von diefem Punkte P nady den gegebenen Punkten gezogen werden, 
gleihhe Winkel APB, APC bilden. 

Wir nehmen die Verbindungslinien AB und AC zu Coorbinatenachfen. 
& ſey Winfell BBC= «a, AB=a mb AC=b. Bezeichnen wir 
zum die Coorbinaten des Punktes P, deſſen Ort gefücht wird, durch x, y, 
und bie laufenden Coordinaten der Geraden AP, BP und CP durch t,u, 
pit ($ 4.) 

die Sleihung von BP; u= ——t—3) , 
die Gleichung von CP; u—b— 7 * 
die Gleichung von AP; u=pt, 
wo p eine veränderlidye Größe bezeichnet. Nach 8. 6. (F. 2.) if 
( I —p)sina j 


x—a 





t, 














tang APB = f 
1+( T Dr gE 
x— I— a 
* 
tang APC = r 
b —b 
Tee mE p 


md da beide MWinfel einander gleich feyn follen, fo muß 
Job)  __ mh 
a—a)+-[y+p(x—a)Jeosa+yp x+(px+y—b)eosc+(y—b)p 
ſeyn. Da ferner P in der Geraden AP liegt, fo bat man au y = px, 
und wenn man p vermittelft diefer Gleichung eliminirt, 
ay bx 
YP-rx?— ar-+(2iy—ay)cosa * y?+2?—by-+(2yx — bx) cos« ' 
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$. 57. oder 
(ay—bx)(y?-+x?-+2xy cose) —ab(y’—x?) = 0 (1) 
als Gleichung des geſuchten Ortes, welcher, wie man ſieht, eine Linie drit⸗ 
ten Grades iſt. 


Wir bemerken zunaͤchſt, daß die Gleichung (1) von folgenden drei Paar 
Werthen von x und y befriedigt wird: 
b 
j Ä 


y=!® y=® y 
xs=0f ' \k=oaf ' %k 
und daß alfo die Curve durch bie Punkte A,B,C gebt. Serner bemerfen 


wir, daß, wenn AB=AC, di. wenn a — b iſt, die Glelchung (1) 
die Form 


(y—x)(y? rt ikycosaay—br) = — 0 
annimmt, und alfo eine den Winkel ABC halbirende Gerade: und einen durch 
die Punfte A, B, C gehenden Kreis ausdrückt, was ſich auf bloß geome⸗ 
trifchem Wege leicht hätte finden laffen. 

Was nun die Geftalt der Curve betrifft, fo zeige fich zufoͤrderſt, daß 
fie ſich, als eine Linie von einem ungeraden Grade, ins Unenbliche erfireckt 
($. 55.) Um beliebig viele Punkte der Eurve zu beftimmen, fann man auf , 
verfchiedene Weife verfahren. Zundchft ift klar, daß der Punfe P der Durch⸗ 
fchnitt zweier ähnlichen Kreisbogen ift, die refpective AB und AC zu Seh 
nen haben. Dan kann daher, ohne die Gleichung der Curve zu benußen, 
fo viele Punkte der Eurve verzeichnen als man will. Sollen aber biefe 
Punkte durch ihre Coordinaten beftimmt werden, fo fann man, um der cu 
bifchen Gleichung zu entgehen, bie man aufjulöfen haben wuͤrde, wenn man 
für beliebig angenommene Werthe von x die zugehörigen Werthe von y für 
chen wollte, auf folgende Weiſe verfahren. Man ſetze in die Gleichung (1) 
y=px, fo fommt nad) der Divifion durch x? 

(ap —b) (pH 2p eosa + Ir —abtp —D) — 0, 
woraus man 





ab(p? _) 
— @p—b)(p?-+2pcosa+1) ' 
und fodann 
ab(p—1)p 


— @p—bip? -+2pcosc+-1) 
erhält. Hiernach fann man, für jeben beliebig angenommenen Werth von 
p, x und y berechnen. 
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Man kann aber auch zu einem ähnlichen Reſultate gelangen, wenn man S. 57. 


die Gleichung (1) in Polar-Coordinaten ( nach $. 3. $. 12.) transformirt, 
woburch man . 
fasint—bsin(a —29 ——E—————— t) cose +-sin!(« — t) Juꝰ 

- ab ainæ ſainꝰt — ainꝰ(æ — t)juꝰ = = 0 
erhält. Diefe Gleichung läßt fich durch u? dividiren, und da nach bekann⸗ 
ten goniometrifchen Formeln 


sin?t +2 sintsin(e —t)cosa + sin’(a—t) = sin’« ; 
sinꝰt — sin’(a—t) = sin(2t— œ) sin« 
ift, fo hat man | | 
[asint—bsin(e —t)Ju = absin(2t—.e) . (2) 


Ehe wir weiter gehen, wollen wir bemerken, baß diefe legte Gleichung 
auf eine einfache Weiſe vermittelt eines Satzes der Trigonometrie hergeleitet 
werben fann. Man bat nämlid) in ben Dreiecken APB u. APC 





_AB.s sin BAP AC.sinCAP 
tang APB = ——— tang APC = — — — 
8 AP—AB. cos BAP > ng AP—AC. cosCAP ' 
und, ba bie beiden Winkel APB und APC einander gleich feyn follen, 
AB.sinBAP —_ AC.sinCAP 


AP—AB.coBAP AP-AC.cosCAP ' 


oder, wenn man für AB, AC, AP, BAP und CAP refpective a,b, u,t 
und (q — t) ſetzt 
asint  besin(«—t) 
u—acost u—bceose—t) ' 

woraus fich, nach Kortfchaffing der Nenner, die Sleihung (2) ergiebt. 
Dieje legtere Art, um zu ber Gleichung (2) zu gelangen, ift zwar einfacher 
als diejenige, die wir zuerſt genommen haben, fie fegt aber einen Sag vom 
Dreiecke ale bekannt voraus. 

Aus der Gleichung (2) kann man für jeden Werth von t ben zuge: 
börigen Werth von u leicht berechnen, indem diefe Größe nur in erfter Po: 
tens vorfommt. Um inbdeffen der Gleichung eine etwas ſymmetriſchere Ge: 
ftalt zu geben, nehmen wir die Halbirungslinie des von den Geraden AB, 
AC eingefchloffenen Winkels © zur Abfeiffenachfe, indem wir t-+-3« flatt t 
fegen. Dadurch erhalten wir 

lasnlta mt) —beint« —UOJju = abein2t f 


6. 57. 


_ / — 168 — 
[(a—b)sinlacost-(a-Hb)cosiasintju = abein2t ; 

und um biefer letzten Gleichung eine für die Berechnung noch bequemere 
Form zu geben, fegen wir 
a’-+2abeosc-H-b?’ =r? ; 


wodurch fie fich auf 
der (sinpcost-4+-cospsint)ru —= absin?t , 
O 


oder 


ab . a+b @__ 
nz emp , T 008570089 1 





sin(p-+Üru = abein2t 63) 
reducirt, eine Gleichung, die zur Berechnung von u vermittelſt Logarithmen 
ſehr brauchbar iſt. Wir erhalten naͤmlich aus ihr 


logu — log" +-log ein2t — log ein(p-+1) . 
Wir wollen beifpielsmweife 
a=100 ; b=86 ; « = 150°, alfo 4a = 75° 
fegen, woraus ſich näherungstveife 
r = Va’+2abcosa+b?=50 ; 9=15°; " =1732 ; log" = 3,2385479 


ergiebt. Die Berechnung der Werthe von u kann nun nach bem in ber 
folgenden Tafel enthaltenen Schema geführt werben, in welcher wir von den 
35 verfchiedbenen Werthen, die wir zwiſchen t — 0° und t = 180%, Behufs 
der Verzeichnung der Eurve in Fig. 31., für u berechnet haben, nur 12 aufs 
nehmen tollen. 


2t | pt | log sin 2t log sin(p+t)] log u 

















0) 0 151 -—e |..... 0,0 
20 | 40 + 19114 
40 | 80 ++ 2082,3 
60 | 120 + 1553,0 
80 | 160 + 594,0 
90 1800 100 —m |..... 0,0 
100 | 200 9,95727 — 653,6 
120 | 240 9,84948 — 2116,4 
140 | 280 9,62595 — 4026,7 
160 | 320 8,94029 —12774,0 
165 | 330 | 180 |..... —o© ) 

170 | 340 8,94029 + 679,8 
175 | 350 9,23967 + 1732,0 
180 | 360 —@ 0,0 





nn. 1 —5 —— 
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Fuͤr Werthe von t, die größer als 180° find, braucht man bie Werthe 6. 87. 


von u nicht zu berechnen, weil, zufolge der Gleichung, der Werth von u 
für einen Winfel von (180-1)? dem Werthe von u für den Winkel von 
t° gleich und entgegengefegt ift. 

Wenn toir ung bie Aufgabe ftelln, denjenigen Punkt pP, einer Kreis⸗ 
linie, deren Centrum A ift, zu finden, in welchem bie Tangente oder, was 
auf daffelbe hinausläuft, der Radius mit zwei nach ben gegebenen Punften 
B u. C gegogenen Seraben PB und PC gleiche Winkel bildet; fo erhalten 
wir jegt, da bie Eurve (1) verzeichnet ift, biefen Punkt, durch den Durch- 
ſchnitt derfelben mit dem Kreife. Wir fehen zugleich, daß es immer zwei 
folche Punkte in ber Kreislinie geben muß, wie groß auch der Radius feyn 
mag, da bie Eurve (1) durch den Mittelpunkt geht und fich mit zwei 
Schenfeln ing Unendliche erſtreckt, und daß es auch vier folcher Punkte auf 
dem Kreife geben Fann, was der Fall feyn wird, wenn ber Radius des 
Kreifes eine gewiſſe Größe nicht überfchreite. Wenn aber die Curve nicht 
verseichnet wäre, fo könnte der gefüchte Punft der Kreislinie dadurch gefun- 
ben werden, daß man den gegebenen Radius für u in die Gleichung (3) 
fubftituire, und fodann die Werthe von t aus berfelben entwickelt. Man 
fönnte ferner dieſen Punft vermittelft einer Linie zweiten Grades conftruiren; 
denn, wenn o ben gegebenen Radius bezeichnet, fo ift die Gleichung des 
Kreiſes in Beziehung auf das zuerft angenommene fchiefwinflige Coordina⸗ 
tenſyſtem 

ανονα - 0? —=0, 
und combiniren wir dieſe Gleichung mit der Gleichung (1), fo ergiebt ſich 
0%ay —bx)— ab(y?— x?) = 0 
oder . 
aby’— ab’ — ao’y-+-bo’x = 0, 
welches die Gleichung einer Hpperbel ift, bie von ben Coordinaten des ge: 
fuchten Punktes befriedigt werden muß. Wirb alfo nur biefe Hyperbel con- 
firuirt, fo giebt fie vermittelft ihrer Durchfchnitte mit bem gegebenen. Kreife 
den verlangten Punkt. 


$. 58. 
Das im vorigen Paragraphen gefundene Nefultat, daß nämlich bie 
Gleichung (1), wenn fie in Polar-Coorbinaten transſormirt wird, fid) durch 
u? dividiren läßt, giebt zu der Srage Veranlaffung , in welchen Faͤllen eine 


.$. 58 


Fig. 31. 
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ähnliche Erniebrigung des Grades der Gleichung in Beziehung auf den Ra 
bins vector bei einer Gleichung nten Grades überhaupt State finden fünne. 
Betrachtet man den Lauf ber Eurve in Fig. 31. näher, fo ſieht man, daß 
fie, wie jede Eurve dritten Grades, von einer Geraden in drei Punkten ge 
fchnitten werden kann. Wäre alfo der Anfangspunft der Polar: Eoordina- 
ten irgend ein beliebiger Punkt in ber Ebene der Eurve, fo würde der Ra 
dius vector, der zu irgend einem Winfel t gehört, im Allgemeinen brei 
Werthe haben, ober wäre dieſer Anfangspunft irgend ein beliebiger Punkt 
der Curve, fo würde ein Werth dieſes Leitſtrahls gleih Null feyn, fo daß 
fir) alsdann die Gleichung in zwei Factoren zerlegen laſſen müßte, von wel⸗ 
chen einer u wäre. Aber in der Löfung der vorigen Aufgabe ift der An: 
fangspunft der Polar: Eoorbinaten nicht irgend ein beliebiger Punkt der Curve, 
fondern der Punkt A, durch melchen die Curve zweimal geht. Deshalb 
werden, was auch t feyn mag, zwei Werthe von u gleich Null oder, mag 
daffelbe ift, die Gleichung läßt fich durch) u? dividiren. Einen ſolchen Punkt, 
durch welchen eine Curve zweimal geht, nenne man einen boppelten 
Punkt. Geht die Curve dreimal, viermal oder überhaupt mehrere Male 
durch einen Punkt, fo heißt er ein dreifacher, vierfacher ober überhaupt 
vielfacher Punkt der Curve. Man überfieht leicht, Laß, wenn der An: 
fangspunft der Coordinaten ein m:facher Punkt einer Curve nten Grades 
ift, die Polargleihung der Curve in Beziehung auf u fich auf den (n — w)⸗ 
ten Grad reducirt. Man darf aber nicht umgekehrt fchließen, daß naͤmlich 
der Anfangspunft der Coordinaten ein m⸗facher fey, wenn die Polarglei: 
chung einer Eurve nten Grades in Beziehung auf u vom (n—m)ten Grade 
iſt. Denn dieſe Polargleihung kann durch Zerlegung in Sactoren entftan- 
den feyn, von welchen feiner gleich u if. So ift 5. B. die Polargleichung 
der Linien zweiten Grades in Beziehung auf u nur vom erften Grade, wenn 
ein Brennpunkt zum Anfangspunfte der Coordinaten genommen wird ($. 33. 
G. 13 — 16). | | 

Auf dem bisher Sefagten beruht ein Verfahren, die vielfachen Punkte 
einer Linie nten Grades aus ihrer Gleichung aufzufinden, was fich durch 
die Löfung der folgenden Aufgabe an einem DBeifpiele zeigen wird. Wir 
muffen aber zuvor noch bemerken, daß durch dieſes Verfahren, außer den 
vielfachen Punkten einer Curve, auch diejenigen Punkte aufgefunden werben, 
deren Coordinaten zwar bie Gleichung der Eurve befriedigen, die aber nicht 
zu der fefigen Folge der Punkte diefer Linie gehören, ſondern abgefondert 
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| liegen, und baber iſolirte oder auch conjugirte (zugehoͤrige) Punkte 5 58. 
genannt werben. 


Aufgabe [92]. Es iſt die Gleichung 
ky? = (s—a)(x—b)x (1) 
einer Curve dritten Brades gegeben, wo a, b und k pofitive Größen 
bedeuten follen, von denen die beiden erften auch gleich VNull feyn Fön: 
nen. Man foll die vielfachen und iſolirten Punkte der Curve finden, 
wenn ſie dergleichen hat. 


Wir transformiren die gegebene Gleichung (1), indem wir einen noch 
unbeſtimmten Punkt, deſſen Coordinaten wir durch x’, y’ bezeichnen, zum 
neun Anfangspunkte nehmen, und xx, J+y für x, y fegen, wo⸗ 
durch wir | 
| kyr’+la+b— 3X)? +2kyy—- [Kali HK br HK a)“ —b)]x 
| +ky?— (d«—a)(X —bix = 0 

erhalten. Segen wir nun, um zu Polar» Eoorbinaten übergehen ($. 3. 5. 12.), 

usint usin(@ — t) 
= — sx= — — , fb fommt 
ana sındc 


- sin’(@ —t).u’-++[ksin’t-> (a-+b — 3x) sin’(« —t)]sine. | 
0 





| Hky'sint— | (X -a)r .Hx—b)x-Hx’-a)@&—b)} sin(a—t) Jsin’a..u 
—— — 
Aus dieſer Gleichung erhält u im Allgemeinen drei Werthe. Nimmt man 
aber den Anfangspunft x'y’ in der Curve an, fo ift das leute Glied der 
Sleichung gleich Null, nämlich 

ky?—K«— X —bi —=0;| (2) 
und alsdann laͤßt fich die Gleichung durch u bividiren, fo daß ein Werth 
von u gleich Null ift, was auch t feyn mag. Soll aber der Punkt xy’ 
ein vielfacher Punkt der Eurve ſeyn, fo muß nicht nur diefer eine Werth 
von u, fondern es muß menigftens noch ein Werth von u für jedes t gleich 
Null werden. Es muß daher 

2ky’ sint — (X — a) -)ö— a) (x _ Heine f 

für jeden Werth von t, gleich Null feyn; was nur Statt finden fann, 
wenn zu gleicher Zeit 
v=0, (3) und («—a)x'-r(x —p)x +&X—a)X—b) =0 (4) 
fe Die Eoordinaten eines vielfachen ober iſolirten Punktes der Curve muͤſ⸗ 
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5. 58. fen alſo ben Gleichungen (2), (3) und (4) zu gleicher Zeit Genuͤge leiſten. 
Die Gleichung (3) rebucirt die Gleichungen (2) und (4) auf 
K@— a)" —bV—=0 ; K—- A HK — bir HK — a) —b) = 0. 
Die erfte diefer beiden Gleichungen giebt für x’ bie drei Werthe a,b und O; 
und diefe Werthe, nach einander in die zweite Gleichung fubftituirt, reduci⸗ 
ren den erften Theil bderfelben, der Reihe nach, auf 

\ (a—b)a ; b—a)b ; ab. 
Die Curve hat alfo nur in den Fällen einen vielfachen Punkt, wenn eitter 
diefer Ausdrücke gleich Null, alfo wenn entweder 
a — O ober b=0 or a — b 
iſt. Die Werthe von x’ und y’, welche die Gleichungen (2), (3) und (4) 
zu gleicher Zeit befriedigen, find, wenn a=0 if: x=0, y=0, wen 
b=0bif: x — O, y O, wiwesnma=bif:y=a—=b, y=)0. 
Iſt a S O, fo findet man aus der Gleichung (1) 


y= +) aD / 


und man ſieht, daß für alle Werthe von x, welche kleiner als b find, y 
imagindr wird, ausgenommen für x—= 0, für welchen Wertb y = 0 wirb. 
Der Anfangspunft der Coordinaten gehört mithin, wenn a0 iſt, nicht 
zu ber ftetigen Folge der Punkte der Curve; da aber feine Eoordinaten Die 
Gleichung der Curve befriedigen, fo ift er ein ifolirter oder conjugirter Punkt 
derfelben. 

Iſt b=0, fo ift der Anfangspunfe der Eoorbinaten aus ähnlichen 
Gründen ein ifolirter Punkt. 

Iſt a=b, fo giebt die Gleichung (1) 


j x 
y- #6-9/ = 


und y ift, für alle MWerthe von x swifchen O und 40, reel. Der Punkt, 
deffen Coordinaten x = a und y = 0 find, liegt daher auf der Eurve 
und ift ein doppelter Punkt, indem diefe Coordinaten die Gleichungen (2), 
(3) u. (4) befriedigen. 


Eine jede Curve ändert ihre Form, wenn fid) bie Eoefficienten ihrer 
Sleichung verändern, und Daher rührt es, daß die Curve ber Gleichung (1) 
im Allgemeinen feinen vielfachen oder ifolirten Punkt hat, fondern daß bieg nur 

in 
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in befondern Faͤllen Statt finde. Die folgende Betrachtung wird hierüber 6. 58. 
mehr Licht verbreiten. 
Aus der Gleichung (1) erhalten wir 


yo +y E=aebk 


num ab, fo ergiebt fich hieraus unmittelbar Folgendes. 
Für alle negativen Werthe von x ift y imagindr. 
Für alle Werthe von x zwiſchen O und b ift y reell. 
| Für alle Werthe von x zwiſchen b und a ift y imagindr. 
| Für alle Werthe von x zwiſchen a und 40 ift y reell. 


Nehmen wir 5.3. b = 20, a = 30 und k = 20 an, und berechnen 
eine hinlängliche Anzahl Werthe für y, was vermittelft der Gleichung 
logy = Hilog(s—30)-+log(x—20)-+losx—logk} (5) 
| kicht gefchehen kann, fo finden wir, baß die Eurve, wenn die Coorbinaten 
crechtwinklig find, Die Geſtalt ber Figur 32. hat, die aus zwei abgefonderten Fig. 32. 
deieilen ABED und FCG befteht. 
| kaffen wir a = 30 und k = 20 unverändert, und nehmen b immer 
| Seiner und Fleiner, fo sieht fich ber reelle Theil ABED der Eurve immer 
mehr unb mehr zufammen, bis er mblich, für b = 0, in einen Punft A 
degenerirt, mie in Figur 33. Diefer Punfe A ift nun der conjugirte Punft, Sie. 33. 
den wir oben gefunden haben. 
£affen wir aber in der Gleichung (5) b= 20 — k unverändert, und 
nehmen a Kleiner und Eleiner big 8 = b = 20 wird, fo nimmt der Zwi⸗ 
fhenraum zwiſchen dem Blatte ABED und dem andern Theile FCG der 
Curve immer mehr ab, big endlich für a= 20 die Punfte B und C zu: - 
fammenfallen, fo daß die Eurve, wie Figur 34., nicht mehr aus zwei abge: Fig. 34. 
fonderten Theilen befteht, und in B ben boppelten Punkt hat, den wir oben 
gefunden haben. 
Laffen wir jeßt den gemeinfchaftlichen Werth von a — b immer mehr 
und mehr abnehmen, fo sieht ſich die Schleife ABED ber Eurve in Fig. 34. 
immer mehr und mehr zufammen, big fie für a=b=0 in einen Punkt 
A degenerirt, wie in Figur 35. Diefer Punft A, welcher noch immer die gig. 35. 
Eigenfchaft eined doppelten Punktes hat, und in welchem bie Eurve eine 
Spige bildet, wird ein Ruͤckkehrpunkt genannt. 
Die Curve in Figur 35., deren Gleichung 
18 
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m — 


xy⸗ — x® (6) 
iſt eine Parabel hoͤherer Ordnung, und wird ſemicubiſche Parabel eder 
(nach William Neil) Neiliſche Parabel genannt. 


Wenn eine Linie nten Grades einen dreifachen Punkt hat, fo wird man 
ihn dauf ähnliche Weife aus der Gleichung der Eurve auffinden können. Man 
wird nämlich einen noch unbeſtimmten Punkt x'y’ zum Anfangspunfte der 
Coordinaten nehmen, die Gleichung fobann in Polar: Coorbinaten transfors 
miren, und bie Coefficienten von u? und u und auch bag letzte Glied gleich 
Null fegen, und x’, y’ fo beftimmen, baß bie auf Diefe Weiße gebildeten Gleis 
chungen unabhängig von t befriedigt werben. 

Ueberhaupt werben, wenn eine Linie nten Grades einen m>fachen Punkt 
bat, die Eoeffictenten ber letzten m Glieder ber eben fo transformirten &lels 
chung für jeden Werth von t gleih Null werden, wenn man für x und y 
bie Eoordinaten dieſes m+fachen Punktes febt. 

De die Gleichung 


A®) + AD + AP» +... Am... + A® 0 j 
wenn fie in Polar⸗Coordinaten trandformirt wird, die Form 
TW+-T_.” '+T_, Wr. .+T u’+.. ‚+T, = 0 


annimmt, wo jebes einzelne Glied Tu” aus jedem einzelnen Aggregate A 
me— d für y und x entſtanden 
ift; fo werben, wenn In ber erftien Gleichung bie legten m Aggregate fehlen, 
auch in der legten Gleichung die legten m Glieder nicht vorhanden feyn, fo 
daß fich diefe Gleichung durch u” wird bividiren laffen. Bon den n Wer 
then, welche biefe Gleichung giebt, werben alfo m Werthe gleich Null feyn. 
Daraus folgt, daß, wenn in der Gleichung einer Linie nten Grades, die auf 
rechtwinflige ober fchieftwinklige Achfen bezogen ift, bie Glieder ber m nie 
drigften Dimenfionen fehlen, der Anfangspunft der Coordinaten ein m;facher 
ober ein conjugirter Punkt if. 


durch Subftitution von mt und u 
sında 


Aufgabe [93]. Ks ift die Gleichung einer Kinie nten Grades 
und ein Punkt A gegeben. Man ſoll den Ort eines Punftes P finden, 
welcher fo liege, daß die Berade AP der Summe der Abſchnitte auf 
diefer felbigen (verlängerten) Beraden gleich fey, welche einerſeits von 
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dem gegebenen Punkte A, und andererſeits von Der gegebenen Curve 5. 59. 
begrenzt werden, 


Es fen A ber Anfangepunkt rechtwinkliger Coordinaten und 
| A® + Ne) + ae» +. +A0 — — (0 . (1) 
bie Gleichung der gegebenen Eurve in Beyiehung auf dieſes Boorbinatenfg- 
Ben, wo 
AN = ay" rery pay’. .pax" 
AT BT RR rt 


uf. w 
if. Srandforıniren wir die Gleichung (1) in Polar: Coorbinaten, fo erhal, 
ten wir eine Gleichung von ber Form 
I T, , "Hr. 47. 20, (2) 
und die Summe aller Abfchnitte einer unter bem Winkel t durch ben An 
T 
fengöpunft A gejogenen Geraden iſt fobann — —-- . Fuͤr den verlang- 
ten Punkt P dieſer Geraden, deſſen Radius vector wir burch u bezeichnen, 
| haben wir baher 
| T 
| "= de TWHT,=0. (3) 
Rultipliciren wir diefe Gleichung mit u", unb laſſen in dem Producte 
die Accente, die jet nicht mehr nöthig find, fort, fo kommt 
TW’+T_ W"'=0. (4) 
Da num bie beiden Glieder biefer Gleichung die Anfangsglieder der Glei⸗ 
dung (2) find, fo erhalten wir, wenn wir zu rechtwinkligen Coordinaten 
mridlehren, 








als Gleichung des geſuchten Ortes *). Diefer Ort iſt Daher im Allgemei⸗ 


+) Diefe Art, die Gleichung (3) in rechtwintlige Coordinaten zu transformiren, 

AUinnte zu dem Zweifel Veranlaffung geben, ob nicht durch die Multiplication mit a" 

| ein fremder Faetor in die Gleichung bineingefommen ſey. Wir wollen deshalb dieſe 

Transformation auf direetem Wege bewerkfieligen. Genen wir für T, und T,_, die 
son ihnen vertretenen Ausdrücke, fo hat die Gleichung (3) die Form 

[u sin"thu, costsin” "It+... A cos"t]u+[ Bein” Ira, costein" th... HC — 
" 18 * 
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8.59. nen eine Linie nten Grades, bern Gleichung nur bie Glieber nter und 
(n—1)ter Dimenfion der Gleichung der gegebenen Eurve enthält, wenn 
beide Eurven auf Eoorbinatenachfen bezogen find, bie durch den gegebenen 
Punkt gehen; und, zufolge desjenigen, was zu Ende bed vorigen $. bemerft 
worden, ift biefer Punft A ein (n — L)»facher ober ein ifolirter Punkt bies 
fer Ortscurve. Wenn die gegebene Curve eine Linie zweiten Grades, wenn 
alfo n = 2 ift, fo ift der Punkt A ein einfacher Punkt der Linie zweiten 
Grades, welche der Drt des Punktes P ift, mie denn überhaupt eine Linie 
weiten Grades weder einen mehrfachen noch einen ifolirten Punkt hat. 

Wir müffen bierbei noch einen befonderen Kal in Erwägung sieben. 
Iſt nämlich die gegebene Linie nten Grades fo befchaffen, daß fich alle ihre 
Durchmefier in einem und demfelben Punkte fchneiden, und ift dieſer Punft 
der gegebene Punkt A, fo wird in der Gleichung (1) das Aggregat A» 
fehlen ($. 54. ©. 253.) Die Gleichung (3) rebucirt fi alsdann auf 
u’ = 0 oder in rechtwinfligen Coorbinaten auf y„’r-x? = 0, und brüdt 
feine Eurve, fondern den Punkt A aus. 


Aufgabe [94]. Es find eine Kinie nten Brades, eine Linie mten 
Grades und ein Punft A gegeben. Es foll der Ort des Punftes P ges 
funden werden, weldyer fo liegt, Daß die Berade AP der Differenz der 
Summen der Abfchnitte auf diefer felbigen (verlängerten) Geraden 
gleich fey, welche einerfeits von dem Punkte A und andererfeits refpecs 
tive von den gegebenen Eurven begrenzt werden. 
Es fen A ber Anfangspunfe rechtwinkliger Eoorbinaten und 


AD ARD LAD... +A0 =0, 
AA, LATE... +A0 =0 


die &leichungen der gegebenen Linien nten und mien Grades in Beziehung: 
auf dieſes Coordinatenſyſtem. Transformirt man biefe in Polar⸗Coordina⸗ 
ten, fo ergeben fich zwei Gleichungen von der Form 


Tu +T_ u +T, WM’. -T. 3 0, 


und wenn wir ($.3. F. 11.) und Yy?-+-x? für sint, cost und w 





— — — 
V —— 
ſetzen, und die Nenner wegſchaffen, ſo kommt 

y+ary + HH TH re HA] =0, 
welches die gefundene Gleichung (5) if. 
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TO +T_ uW""’+T_ u’ +..+T $. 59. 


Bu 


| T,_ 
Die Summen der genannten Abfchnitte find alsdann refpective durch — m 


T 
| und 1 auszudruͤcken. Fuͤr den verlangten Punkt P, deſſen Radius 
vector u Km mag, haben wir daher 
Pyeo 
"= —- +72 ode TTu+T_T—TT_,=0. 


T, T, 1’ m "atm-ı — 
Multipliciren wir dieſe Gleichung mit Wr” und laffen im Producte die 
Accente fort, fo kommt 


Tu.TuU’+-T_u'T ET —=6; 
md da Ti = AN , T IR u iD TA", 
T_ wWT= AD, fo ergiebt ſich | 
A® A,” + Ada _ ama, Mm» — 0 - (6) 
für die Gleichung des gefuchten Ortes in rechttwinfligen Eoordinaten. Dies 
fer Ort ift demnach im Allgemeinen eine Linie (m-H-n)ten Grades, und, 


zufolge des vorigen $., ift der Punkt A ein (m-+n—1):facher oder ein 
ifolirter Punkt diefer Curve. 


Einen befondern Sal der fo eben gelöften Aufgabe enthält bie 

Aufgabe [95]. Ks iſt ein Kreis, eine Berade und ein Punkt A 
gegeben, welder leztere auf demienigen Durchmeſſer des Kreiſes liegt, 
der auf der gegebenen Beraden ſenkrecht fiebt. Mean foll den Ort des 
Punttes P finden, weldher fo liegt, daß, wenn die (verlängerte) Berade 
AP den Kreis inM und N’, und die Gerade in N fchneider, AP= AN— 
(AM-+-AM’) fey. 

Um die Löfung diefer Aufgabe unmittelbar aus ber vorigen abzuleiten, 
brauchen wir nur bie gegebene Gerade als die Linie nten Grades und den 
Kreis als die Linie mten Grades zu betrachten. Da nun, wenn r den Ra; 
dius bes Kreifes, und b, c die Entfernungen des Mittelpunftes und der 
gegebenen Seraben von bem Punkte A. begeichnen, die Gleichungen der Ge⸗ 
raden und bes Kreifes reipective durch 

-c=0 mi y+ak—b’=tr 


auszudruͤcken find, fo haben wir 


$. 59. 


gig. 36. 


m — 


A x Ac-i — —c; A,” = Y’fı ; A,» = — 2x 
su feßen, wodurch wir aus (6) unmittelbar | 
x") — c(y-+r?) +2br? = 0 (7) 
als Gleichung des gefuchten Ortes erhalten, der, wie man fieht, eine Linie 
3ten Grades ift, deren Geftalt und Größe von dem Radius bed gegebenen 


Kreifes unabhängig iſt, mag auch aus der Löfung der vorigen Aufgabe vor⸗ 
aussufehen war. Entwickelt man y aus der gefundenen Gleichung (7), 


fo fommt 
’ | / c—2b—ı 
y — 5x u . 


E8 gehören alfo zu jedem Werthe von x zwei gleiche aber entgegengefeßte 
MWerthe von y, und bie fich ing Unendliche erſtreckende Curve wird daher 
son der Abfeiffenachfe, welche ein Durchmeffer derfelben ift, im zwei con 
gruente Theile getheil. Man ſieht aus diefem Ausdrucke ferner, daB y nur 
reell wird, für x = 0 und für alle Werthe von x, welche den Ausdruͤcken 
e—2b—x und x—c gleiche Zeichen geben, ober, mit andern Worten, für 
x=0 und für alle Werthe von x zwiſchen c—2b und c. Die Eurve 
liegt alfo gänzlich innerhalb des Raumes, der zwiſchen zweien, ber Ordina⸗ 
tenachfe in den Entfernungen c—2b und c parallelen, Seraden enthalten ifl. 
Es ift nun der Werth O nur dann zwifchen c—2b und c enthalten, wenn 
b und c von gleichen Zeichen und abfolut genommen 2b > c ift; Daher ift 
der Anfangepunft ber Eoorbinaten ein doppelter Punkt der Eurve, wenn b 
und c von gleichen Zeichen und abfolut genommen 2b > iſt, im entgegen, 
gefegten Sale ift diefer Anfangspunft ein ifolirter Punkt der Curve. 
Eine befondere Betrachtung verbient der Fall, in welchem 2b = c- 
Alsdann geht die Gleichung (7) in 
x"? +r?)—cy? = 0 (8) 
über, und bie durch fie auggebrückte Curve heiße Eiffoide. Es koͤnnen fo 
viele Punkte P der Eiffoide als man will dadurch gefunden werben, baß 
man über einer Geraden, gleich c, als Durchmeffer einen Kreis befchreibt, 
von dem Anfangspunfte A des Durchmeffers belichig viele Gerade AMN 
zieht, und bie Stuͤcke AP gleich den, zwifchen bem Kreiſe und ber Im End: 


punkte B des Durchmefferd errichteten Berührungslinie enthaltenen, Abfchnit: 


ten MN nimmt, was fi) aus dem oben Gefagten ergiebt. Diefelbe Curve 
fann aber auch leicht durch eine ftetige Bewegung befchrieben werben, was 
fi) durch die folgende Aufgabe zeigen wird. 


> 
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Aufgabe [96]. Es iſt eine Bernde DD’ und ein Punft Q@ der «€. 59. 
Sage nach gegeben. Ein rechter Winkel, in weldem ein Schenkel uns $ig. 36 . 


begrenzt, der andere aber der Entfernung des Punktes Q von der Ge 
raden DD’ gleidy iff, bewegt fich fo, Daß der zuerft genannte Schenkel 
fortwährend durch den Punkt Q gebt, während der Endpunkt F des 
andern Schentels EF die Berade DD’ befchreibt. Es foll der Ort des 
Sealbirungspunftes P des Schenkele EF gefunden werden. 

Wir nehmen bie Gerade DD’ zur Hrbinatenachfe und bie durch O auf 
ihe fenfrecht gegogene XX’ zur Abfchffenachfe, bezeichnen bie gegebene Länge 
EF=0OC durd) 2a, die veränderliche Ordinate von F durch y”, die ver: 
änderlichen Coordinaten von E durch x’, y’ und die von P durch x, y. 

Die Gleichungen der Geraden FE und OE find nun ($. 4. Aufg. 6.) 
reſpective 

y-/ "= I-Y, und y= — — 202) . 


Weil aber diefe Geraden auf einander ſenkrecht ſeyn al, fo muß ($. 6.) 


(„’—y”) 
x(x — 2a) +1=0; 


weil ferner EF —= 2a ſeyn foll, muß ($. 2.) 
G-S)/+r = 4; 
und weil P der Halbirungspunfe von EF feyn fol, muß 
s=ir mb y=iy’+y) 
* Elimintrt man zwiſchen dieſen letzten vier Gleichungen x’, y’ und y”, 
ommt 


oder 





- a)y’+X—a)‘ —0, 


G-fa+tay’+i—a)} =0. 

Verlegt man den Anfangspunft C der Eoordinaten nach dem Halbi⸗ 
rungepunfte A von CQ, indem man x-+a für x ſetzt, fo giebt die letzte 
Gleichung | 

sfaH2ayy tr} —=0, 
und wenn man noch bie pofitiven Abfeiffen mit den negativen gegenfeitig 
bertaufcht, alſo —x flatt x ſetzt, 

sfa—2)yrı} =0, 
eine Gleichung, von welcher ber erfie Sactor bie Gerade AP’, der zweite Fac⸗ 








6. 59. 


Sig. 37. 
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tor aber eine Eiffoide ausdrückt, tvag man burch Vergleichung dieſes Zac 
tors mit ber Gleichung (8) unmittelbar findet. 


$. 60. . 

Aufgabe [97]. Es iff eine Berade GG’ und ein Punkt A außer⸗ 
balb derfelben gegeben. ine andere Berade drebt fi) um den Punkt 
A, und auf derfelben bewegt fidy ein Punkt P fo, daß feine Entfernung 
von dem Durchſchnittspunkte der beiden genannten Beraden eine gege: 
bene Größe a bat. Es foll der Ort des Punktes P gefunden werden. 


Wir nehmen den Punft A zum Anfangspunfte und die durch A ber 
GG’ parallele Gerade XX’ zur Abfciffenachfe rechtwinkliger Coorbinaten, und 
bezeichnen den Abftand des Punktes A von der Geraden GG’ durch b. Die 
Gleichungen ber Linie GG’ und einer beliebigen durch A gegogenen Geraden 
find refpective 

y- 2b md y=-ıx. (1) 
Ein Punft P diefer legten Geraden habe x, y’ zu Coordinaten, fo werben 
diefe ihre Gleichung befriedigen, und wir haben baher 
y=n. (2) 
Da nun ber Punkt P von dem Durchfchnittspunfte der beiden Geraden (1), 
deſſen Coordinaten wir x”, y’ nennen, ben Abftand a haben fol, fo muß 


ꝙ —ı) = a (3) 
feyn; und da x”, y” bie beiden Gleichungen (1) befriedigen müffen, fo haben 
wir ferner 

„"=b, (4) ; Y=m, (5) 


Eliminiren wir nun zmwifchen den Gleichungen (2, 3, 4, 5) bie drei Groͤ⸗ 
fen x’, 3” und n, und laffen in ber Sinalgleichung die nicht mehr nöthigen 
Accente von x’, y’ fort, fo haben wir 

("?+x?)(y—b)? — a?yꝰ (6) 
welches die Gleichung des geſuchten Ortes, der, wie man ſieht, eine Linie 
vierten Grades iſt. Dieſe Curve führt den Namen Conchoide. 

Wenn man die Parentheſen in der Gleichung (6) aufhebt, ſieht man, 
daß kein Glied, welches die Veraͤnderlichen in der erſten Dimenſion enthaͤlt 
und fein conſtantes Glied in der Gleichung vorkommt. Demnach iſt ber 
Anfangspunft A ber Coordinaten ein doppelter ober ein conjugirter Punkt. 

Loͤſt man die Gleichung nach x auf, fo fommt 





st 5 Va’—(y—b)? 3 


es gehoͤren alſo zu jedem Werthe von y zwei gleiche, aber entgegengeſetzte 
Werthe von x, und die Curve wird demnach von der Ordinatenachſe, welche 
ein Durchmeſſer derſelben iſt, in zwei congruente Theile getheilt. Aus dem 
fo eben aufgeſtellten Ausdrucke ſieht man auch, daß x nur für y=0 und 
für alle Werthe von y, welche zwiſchen b-+a und b—a liegen, reell ift. 
Die Eonchoide liegt alfo gänzlich in dem Raume, welcher zwiſchen zweien 
Parallelen enthalten ift, die von dem Punkte A die Entfernungen b-+a und 
b—a, oder von ber Geraden GG’ bie Entfernungen a und —a haben, und 
fie erſtreckt fich innerhalb dieſes Raumes ins Unendliche, da für y=b, 
ı=@ wird. Wenn a<b, fo ift der Anfangspunft A nicht in dem 
eben genannten Raume enthalten, und dann ift daher biefer Punkt ein ifo- 
lirter; wenn aber a>b, fo ift A ein doppelter Punft. Wenn a—=b ifl, 
bildet Die Eurve bei A eine Spige; wenn a > b eine Schleife. 
Transformirt man bie Gleichung (6) in Polar» Eoorbinaten, fo kommt 
urf(usint—b? — arsintt} = 0. 
Der zweite Sactor biefer Gleichung läße ſich wie folgt 
fusist—b— asint} {usint—b-+Hasintt = 0 (7) 
zerlegen. Diefe Polargleichung läßt fich auf eine einfache Weife aus ber 
Aufgabe unmittelbar herleiten. Die Gleichung der gegebenen Geraden GG’, 
y=b, in Polar⸗Coordinaten transformirt, iſt | 
i usinıt—b = 0. 
Da num der Radius vector u’ des Punfted P um a größer ober Fleiner als 
der Radius vector u ber gegebenen Geraden feyn foll, fo hat man u= u'Fa, 
und durch GSubftitution biefer beiden Werthe in bie legte Gleichung 
(“—a)sint—b =0 ode (UHra)sint—b =0, (8) 
welches die beiben Sactoren der Gleichung (7) find. Ein jeder biefer Fac⸗ 
toren drückt beide Zweige BCD, BCD der Eurve vollftändig aus, und 


der zweite Sactor geht in den erfien über, wenn man u’ und t mit —u’ 
und at vertaufcht. 


$. 61. 
Aufgabe [98]. Es iſt ein Kreis und ein Punft A gegeben. Durch 
den Punft A find gerade Linien gezogen und auf denfelben, von den 


6. 61. 
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Durchſchnitten des Kreiſes an gerechnet, gleiche Stuͤcke abgeſchnitten. 
Man ſoll den Ort des Endpunktes P dieſer Abſchnitte finden. 


Wir nehmen ben Punkt A zum Anfangspunkte rechtwinkliger Coordi⸗ 
naten und bie Gerade, welche burch ben Mittelpunft bed Kreis gebt, zur 
Abſciſſenachſe. Bezeichnen wir burch r den Radins, durch b bie Abſciſſe 
des Mittelpunftes des Kreifes, und burch a die gegebene Länge ber genann⸗ 
ten Abfchnitte, fo ift bie Gleichung des Kreifes 

„”’+a—-b"’ 52 
oder, wenn wir zu Polar⸗Coordinaten uͤbergehen, 
uꝰ — 2buost+b— 1? 0. 
Da nun ber Radius vector u des Punktes P um a größer ober kleiner als 
der Radius vector u des Kreifed feyn fol, fo il u = ua, und durch 
Subftitution biefer Ausdrücke finden wir nach einander 
Qu —a)os+b’—r—=0, (1) 
ober x 
(Wa)? — 2b(u' Ha)coost +-b?—r =0. (2) 
Man fieht Teicht ein, daß biefe beiden Gleichungen nur eine und biefelbe 
Eurve ausbrüden; denn wenn man in die erfie —u und t-+r für u’ und 
t ſetzt, fo erhält man bie zweite Gleichung. 
Drbnen wir beide Gleichungen nach u, fo if 
u? — 2(b cost Ha)u -+a?-+2bacost-+-b?’— r? == 0, 
u? — 2(b cost — a)u’ <a? —2bacost +’ —ı? = 0; 
und fegen wir, um zu rechtwinkligen Eoorbinaten zurückzukehren, Vy’-+-x? 


und — für w und cost ($. 3.), fo ergiebt fich 
+7? 











yy? 

225 Varia DD  H_2 0, 
Y+r’—2bı—2aV/y’+x?’+a ass ?=0, 
dee u Fa a ne ee =—, 


ober 

[y’+x?—2br-+a?+b? 1} Vy? Hr? — f2a(y? +02) —2baxt —= 0, 
954 — 2bx+2?+b’ — iYP? Hr + {2a(y?-+-x?) —2ax} — 0 f 
zwei Gleichungen, bie, wenn man fie rational macht, eine und biefelbe Gleis 
hung, nämlich 





— 


| 
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$y! +2 — 2br +2? +b—12}’(y? 4-2) — 4erfy’rrr br}? 0 (3) $ 61. 
ı geben. Diefe Gleichung des gefüchten Ortes ift, wie man leicht einfchen 
wird, vom G6ten Grabe, und enthält nach) Aufhebung der Parentheien Fein 
Glied erfier Dimenfion und fein conftanted Glied. Der gegebene Punkt A 
ift Daher ein boppelter ober ein conjugirter Punkt. Daß die Eurve in ei 
nem endlichen Raume enthalten ift, ergiebt ſich ſowohl aus ihrer Conſtruc⸗ 
tion, als daraus, daß die Gleichung in gi welche fich aus den Gliedern 
hoͤchſter Dimenfion findet ($. 55. ©. 2), im gegenwärtigen vn 
(n—1 = 0 
iR, die, wie man ficht, feine reellen Wurzeln hat. 
Die Eurve, welche, ba y nur in Potenzen mit geraben Erponenten in 
ber Gleichung vorkommt, von ber Abfeiffenachfe, die ein Durchmeffer der 
Eurve ift, in zwei congruente Theile getheilt wird, nimmt fehr verfchiebene 
Seftalten an, nach den Werthen von a,b und r. In fig. 38. if a=l, Si — 
r=2, b==4 angenommen; in Sig 39. ft amd, r=l, b=3; 
in Fig. 40. ft a=lIı r=3,bm=2. 
Um zu finden, ob die Curve außer dem Punkte A noc) andere Dop- 
pelpunfte habe, transformiren wir bie Gleichung (3), indem wir y 
und x-+-x für y und x fegen. Dadurch erhalten wir 
fy24r24+2y’y+2(@—b)x+y”4x?—2bx 4a? +6’? }’(y’rRr2y' yt2 x+y+7”) 
- 4 ſy +x +2yy+-Q@X bs +y”" HR” —bkP’—=0, 
und ſoll diefe Gleichung nad) dem Aufheben der Parenthefen. keine Glieder 
erfter Dimenfion und fein conftantes Glied enfhalten, fo muß 
”+r— Zr +.+b— 7 =0 mb Pr —br = 0 
ah3__.2 VIR ana Chr 
ſeyn, woraus fih X = I und y ueIer+in 
ergiebt. Iſt nun ber unter bem Wurgelzeichen ſtehende Ausdruck pofitiv, was 
nur Statt findet, wenn ?>a?> (r?—b?), fo hat die Curve außer dem 
Punkte A noch zwei doppelte Punkte, deren Eoordinaten eben gefunden find. 
Iſt aber jener Ausdruck negativ, was Statt findet, wenn a? <(r?—b?) ober 
wenn a?>r?, fo hat die Curve außer A. feinen doppelten Punkt. 


Wir geben jet zu einigen befondern Faͤllen. Es ſey zueftb = r; 
alsdann liege ber Punkt A auf ber Peripherie des gegebenen Kreiſes. Die 
Gleichung (3), welche für dieſen Sal in 

I HR — +?) —dhy’ rn” = 0 








Sig. 41. 


. 
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übergeht, läßt fich wie folgt 
0 +? — 2rx)? — 2X(y?-4-22)} . IP: — a2} = 0 

serlegen. Der Ort des Punktes P befteht alfo aus zwei Eurven, von be 
nen bie erfte eine, in Sig. Al. verzeichnete, Linie vierten Grabe, Die zweite 
aber ein Kreis ift, der um den gegebenen Punkt A ale Mittelpunfe mit 
den Radius a befchrieben if. Wenn man für ben gegenwärtigen Fall bie 
Aufgabe darauf befchräntt, den Ort des Punktes P zu finden, twelcher auf 
den, durch einen auf ben Kreife liegenden Punkt A gezogenen, Geraden von 


[4 


dem zweiten Durchfchnittspunfte diefer Geraden und des Kreifed bie geges 


bene Entfernung a haben fol, fo gehört der durch den zweiten Factor aus⸗ 
gebrückte Kreis nicht zur Löfung der Aufgabe. Da die Gleichung 
Hr — an’ — ary’rr)—=0, (4) 
wenn man bie Parenthefen aufhebt, Feine Glieder erſter Dimenfion und Fein 
conſtantes Glied enthält, fo ift der Punkt A ein doppelter ober conjugirter 
Punkt diefer Linie vierten Grades. Geht man jest zu den Polargleichungen 
(1) u. (2) zurück, welche ih, da p — = 0 ift, durch W—a ode 
u-ra bividiren laffen, und verwirft diefen Sactor, welcher den eben er 
waͤhnten Kreis ausdrückt, fo hat man 
u—a—2rcost = 0 oder u-pa—2rcost = 0 
als Polargleichungen der in Rebe fichenden Linie vierten Grades, von wel: 
chen die eine in die andere übergeht, wenn man u’ und t mit — u’ und 
art vertaufcht. Diefe Linie vierten Grades hat wieder verfchiedene Geſtal⸗ 
ten, je nachdem a>2r, a<2r oder a=2r if. Aug der erften Polar: 
gleihung (wir unterlaffen bie Betrachtung ber zweiten, da fie nur eine an⸗ 
dere Form ber erften ift) erhalten wir für W — 0, cöst = _- Iſt 
nun a > 2r, fo iſt -; <—1l, und alſo r V=0 ost < —I, 


was unmöglich if. Daher fann, wenn a > 2r ift, uw nicht gleich Null 
feyn; alfo gehört der Punkt a alsdann nicht zu ber fietigen Folge ber 
Punkte in der Eurve, und diefer Punkt ift daher, für a> 2r, ein ifolirter. 
Iſt aber a <2r oder a=2r, fo ift der Punkt A ein Doppelpunft. 

Sin dem particulären Zalle, in welchem a = 2r, heißt die Curve, de 
ren Gleichung nun in rechtwinkligen Coorbinaten 


HI RP =0, (8) 


— 5 — 


und deren Polargleichung 
. u = 2r(l-Feost) (6) 
if, Cardioide, Fig. 42. 


$. 62. 
Aufgabe [99]. Von dem Mirtelpunfte einer gegebenen sSyperbel 
find auf die Tangenten diefer Eurve Perpendikel berabgelaffen. Man 
fol den Ort der Zußpunkte diefer Senkrechten finden. 


Es ſey 
aꝰyꝰ - b’r?+-a?b? 0 
die Gleichung der Hyperbel in rechtwinkligen Coordinaten. Die Gleichung 
ber Tangente in einem Punkte xy diefer Curve iſt ($. 35. ©. 8) 
ayy—b’rı+ab?’ —=0, 
und die Gleichung der, vom Mittelpunfte der Hyperbel auf dieſe Tangente 
gefällten, Senkrechten ift demnach 
bry+ayı =0. 
Da num ber Punkt xy’ auf der Hyperbel liegt, fo haben wir auch 
aꝰ #_.h?y x2.- a?h? — 0 f 

und wenn man x’ und y’ swifchen den drei lebten Gleichungen eliminirt, 

Gr +by’—art—=0, (1) 
ald Gleichung des gefuchten Ortes, ber alfo eine Linie vierten Grades ift, 
welche, wie man aus der Form bed Aggregates der Glieder vierter Dimen- 
fion fieht, in einem endlichen Raume enthalten if. Da y ſowohl ale x 
nur in Potenzen mit geraden Erponenten in der Gleichung vorfommen, fo 
find bie Eoordinatenachfen zwei Durchmeffer der Eurve, welche fie in vier 
congruente Theile theilen, und ber Anfangspunft der Eoorbinaten (ber Mit: 
telpunft der Hyperbel) ift der Mittelpunkt ber Eurve ($. 54.). Loöſt man 
bie Gleichung (1) nach y und x auf, fo kommt 


4 V = (b?-+ 2x?) V b*-+ 4(a?-+-b?)x? 
oaV — 
Pr m —, ö———— —— — 


Bon den vier Werthen von y find, wie man fieht, zwei Werthe für jebes 
x imagindr; die beiden andern Werthe find reell fo lange 


$. 62. 


Sig. 43. 


Rig. 44. 
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be4 4(a? -+-b?’)r? > (b? + 21°)? } 
b. 1. fo lange x? <a? oder, mit andern Worten, für alle Werthe von x, 


“welche gwifchen — a und Pa liegen. Was die Werthe von x betrifft, fo 


find fie alle vier reell, fo lange a'—4(a?+b?)y? > 0 d. i. für alle Werthe 
. a? 
von y, wer zwiſchen — Verb: und Hoss liegen. Denn für 


<a En iſt nicht nur die legte Wirielarͤhe in dem Ausdruck fuͤr 


x reell, ſondern es iſt auch 2y? < an demnach erſtens J 


eine poſitive Groͤße, und zweitens a? —2y? > Va! — 4(a?--b?)y?. 
Curve if el, in dem Raume eines Rechtecks enthalten, defien Seiten or 
2a und ——— find. 

Der Anfangspunft der Coordinaten oder der Mittelpunkt der Curve iſt 
ein Doppelpunkt; denn die Gleichung (1) enthaͤlt keine Glieder Iſter und 
Oter Dimenſion. 


Wenn die gegebene Hyperbel gleichſeitig iſt, ſo geht die Gleichung (1), 
da alsdann b = a iſt, in 
Ä PH Halg?—r) = 0 (2) 
über. Die. durch diefe Gleichung (2) ausgebrücte Eurve, welche in Fi 
gur 43. verzeichnet ift, heißt Lemniscate. Um ihre Polargleichung zu fin- 
ben, feßen wir usint und ucost für y und x, wodurch mir, nach der Di 
viſton durch u? 

u?-ra?(sintt— cost) oder wW?—atcos2t — 0 (3) 

erhalten. 


Aufgabe [100]. In einem gegebenen Kreiſe AMB iſt en Durch⸗ 
meffer AB gezogen, auf demfelben find fenkrechte Ordinaten errichtet, 
und von den Sußpunkten N diefer Brdinaten find Perpendikel NO auf 
die, nach den Endpunkten M diefer Brdinaten gezogenen, Radien CM 
gefällt, fodann ift auf den Ordinaten NM, NP=NOQ gemacht. Es fol 
der Ort des Punktes P gefunden werden. 


Es fen der Mittelpunkt C des gegebenen Kreifes ber Anfangspunft 
rechtwinkliger Eoorbinaten, AB bie Abſciſſenachſe und ber Radius gleich a. 
Begeichnen wir nun bie Eoorbinaten CN und NP bes Punktes P durch x 
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und y, NM aber durch y”, fo ift die Gleichung ber Geraden CM, wenn 6. 62 
ihre laufenden Eoorbinaten durch x’, y’ bezeichnet werben, 





| y- Ur J 

und deher bie kLaͤnge des von N auf fie gefüllten Perpendilels ($. 7. Aufg, 19) 
Ne -M=y. 
Q Yayya y 

Nun iſt aber M ein Punkt des Kreiſes, und daher 

„+? = — a, 
biglich 

V. x — 

— — 353 
oder 


aꝰyꝰ - aꝰxꝰ x 2 0 
die Gleichung bed geſuchten Ortes, der alſo eine Linie des vierten Grades 
iſt. Dieſe Curve hat eine der Lemniscate aͤhnliche Geſtalt. 

Aufgabe [101]. Die Grundlinie eines Dreiecks iſt gegeben. Man 
ſoll den Ort des Scheitels finden, wenn das Product der Seiten dem 
Quadrate der halben Grundlinie gleich iſt. 

Es ſey die gegebene Grundlinie gleich 2e. Wir nehmen die Grunbd⸗ 
linie zur Abfeiffenachfe und die Senfrechte in ihrem Halbirungspunfte zur 

Ordinatenachſe. Wenn nun x, y bie Coordinaten bed Scheiteld bezeichnen, 
fo hat man YVy°+(x—e)? und Yy’+(s+e)? für bie e Angen ber Seiten 
($. 2.); und folglich 
YP+(G—e%,.Vy?-F-ate? me, 
oder, wenn man quabrirt, 
HN NO, 

weiche® bie Gleichung des geſuchten Orted, ber demnach eine Lemniscate 
iſt. Die halbe Achſe dieſer dieſer Lemniscate, nämlich a, iſt gleich eV2. 
| Hieraus ergiebt fich folgende merkwuͤrdige Eigenfchaft ber Lemniscate. gig. 43 

Nimmt man auf der Achſe ber Curve zu beiden Seiten des Mittel 
punktes zwei Punkte F und F' fo an, uf CE =CF=all, und zieht 
| nach irgend einem Punkte P der Lemniscate die Geraden FP und F'P, fo 
iR immer FPXxFP = 12°. 
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u | 4. 68. | 

Eine Curve, die mit einer Linie nten Grades in der Verwandtſchaft 
der Collineation ſteht, iſt nothwendigerweiſe auch eine Linie nten Grades. 
Denn fieht man jene Linie nten Grades als gegeben an, fo wird fich die 
Gleichung einer ihr coflinearen Curve aus ber Gleichung ber gegebenen durch 
Subftitution der Ausdrüde (2) des $. 11. herleiten laſſen; durch biefe 
Subftitution wird aber ber Grab der Gleichung, wie man leicht einficht, 
nicht geändert. 


Ganz anders verhält es fi ich mit zwei Curven, die in derjenigen Ver⸗ 
wandtſchaft ſtehen, welche wir in den 66. 50. und 51. betrachtet haben. 
Denn febt man in die Gleichung einer Linie nmten Grades für die rechtwink⸗ 
ligen ober fchiefwinfigen Coordinaten t, u die Aushrüde (5) des $. 50. 
deren Zähler und Nenner Functionen sweiten Grades von x u. y find, fü 
geben die Glieder nter Dimenfion andere Glieder, deren Zähler und Nenner 
von der (20) ten Dimenfion find, und fchafft man nun biefen Nenner fort, 
fo bat man eine Gleichung, die im Allgemeinen vom (2n)ten Grade if. 
Sin befondern Fällen kann indeffen der Grab ber Gleichung einer Curve, 
welche mit einer Linie nten Grades in der genannten Verwandtſchaft ſteht, 
von einem niebrigern Grade ald vom (Zn)ten feyn. Dies ift ſchon daraus 
Elar, daß, wenn einer Linie N, des nten Grades eine Linie N, des (2n)ten 
Grades entfpricht, auch umgekehrt der Curve N, bie Eurve N, entfprechen 
muß, weil die in Rede fiehende Art des Entſprechens eine gegenfeitige if. 

In dem allgemeinen Balle, in welchem einer Linie nten Grabes im 
Spfteme (=) eine Linie (Zu)ten Grades im Spfteme (S) entfpricht, find 
bie Earbinalpunfte dieſes Ießtern Syſtems n-fache Punkte dieſer Curve. 
Um dies gu ermweifen, feyen t, u rechtwinflige ober ſchiefwinklige Coordinaten 
im Spftenie. (3), und ., 

Am LAD LAD... +A0 = 0 
bie Gleichung einer Linie nten Grades in biefem Syſteme (I), in welcher 
Am, AMP u. ſ. w. Die Aggregate der Glieder nter, (n— Ufer etc. Di: 
menfion bedeuten. Die Gleichung der Eurve, welche mit diefer Linie in ber 
genannten Verwandtſchaft fteht, wird nun durch Subftitution der Ausdrücke 
AB’—A’B — A"B— AB” 
AB-AB ’ — AB’—A'B 
gefunden. Bejzeichnen wir biefe Bruchfunckionen, ber Kürze wegen, durch 


u = 


7 und 2, fo giebt irgend ein Aggregat A") einen Ausdruck von der 5. 63. 
gorm * , deſſen Zähler R in Beziehung auf P und Q vom (n—mten 

Grade iſt. Schafft man alfo, nach der Subflitution, fämmtliche Nenner 

durch Multiplication mit N” weg, fo erhält man aus diefem Gliede an 


ein Aggregat RN”, welches in Beziehung auf P,Q u. N offenbar von der 
nten Dimenfion ift. Demnach, befteht die fo erhaltene Gleichung aus Glie⸗ 
dern, bie ſaͤmmtlich von der nten Dimenfion in Beziehung auf P,Q und N, 
und folglich von der (2u)ten Dimenfion in Beziehung auf x u. y find. 
Nimmt man nun einen neuen Anfangspunft der Coorbinaten x, y an, fo 
bat man in bie erhaltene Gleichung, oder in die Sunctionen N, Pu. Q, 
überall X Ha und y'-+-b für x und y zu feßen, wo a u. b die Coorbis 
naten bes neuen Anfangspunfteß bedeuten. Wähle man einen ber Cardinal⸗ 
punfte zu biefem neuen Anfangspunfte, deſſen Coordinaten, zufolge Degjenis 
gen, was in $. 50. gezeigt worden, die drei Sunctionen N, P und Q zu 
gleicher Zeit auf Null reduciren, fo ift Elar, daß diefe Functionen durch jene 
Subftitution die Form Iy?-+-gry'+br”-Hiy+kr, in der fein conſtan⸗ 
| tes Slied vorfommt, annehmen müflen, weil fie fonft für «= 0 und y 0 
| nicht auf Null reducirt würden. Transformirt man alfo die durch dieſe 
Subftitutionen entftehende Gleichung in Polarcoordinaten dadurch, daß man 
überall usint und ucost für y’ und x’ fegt, fo nehmen die Functionen 
N, P mb O bie Form $(fsin’t+-geint cost +-heos’tJur-isint-+-kcosttu 
oder fürzer (Au-+-uju an. Ein jedes ber vorher genannten Aggregate, wel⸗ 
ches in Beziehung auf N, P und Q vom nten Grabe ift, wird alfo bie 
Form Vu” annehmen, wo V eine Function von u und t bedeutet, bie in 
Beziehung auf u vom nten Grabe if. Die Summe aller diefer Aggregate, 
ober bie Polargleichung der in Rede flebenden Curve, wird alfo aus zwei 
| Saetoren beſtehen, von denen der wine eine Function von u und t, bie in 
Beziehung auf u vom nten Grade, und von denen ber andere u” felbft iſt. 
Es werden alfo von den Zn Werthen, welche u für irgend einen Werth von - 
t erhält, n Werthe gleich Null feyn, woraus denn folgt, daß der neue An: 
fangspunft der Eoorbinaten oder ber Earbinalpunft im Allgemeinen ein n⸗ 
facher Punkt ift, was geseige werben follte. 
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$. 68. Wir gehen jet zu einigen Anwendungen der in $. 50. u. 51. aufge 
ftellten Theorie. 

Wir nehmen an, daß die Conftanten in den Gleichungen (1) und (2) 
des $. 50. fo particularifirt feyen, daß diefe die Definition der Verwandt⸗ 
fchaft ausfprechenden Gleichungen die Formen 

yu+xt—a?=0, (l) 3 u—yt=0, (2) 
annehmen, und daß bie beiden Coorbinatenfpfieme der xy und tu rechfwinf: . 
lig find. Alsdann haben wir 


_. ay _ a%x 
” Sn; tea (3) 
n und umgekehrt 
Hu at 
J= Tre 3 x — arp (4) 


Einer Geraden in dem einen ber beiden Syſteme, beren Gleichung mu-nt+1=O 
ſeyn mag, entfpricht in dem andern Syſteme ein Kreis, defien Gleichung 
y’+-x?+-ma’y-+-na’x = 0, und ber durch ben Anfangspunft ber xy, 
ben einzigen Carbinalpunft dieſes Syſtems, geht. Eben fo entfpricht einer 
Geraden im Syſteme xy ein Kreis, ber durch den einzigen Cardinalpunkt 
des Syſtems tu geht. Zwei folche Kreife fchneiden fich zufolge Desjenigen, 
was in $. 51. gezeigt worden, unter demfelben Winfel, unter welchen fich 
bie Geraden des andern Syſtems ſchneiden, denen fie entfprechen. 

Mir bemerfen noch Folgendes: Einem Kreife in deng einen ber beiden 
Spfteme, welcher nicht durch defien Cardinalpunkt geht, entfpricht in dem 
andern Syſteme wiederum ein Kreis. Denn ift 

wW+-t’--mu+rnt+p = 0 
die Gleichung eines Kreifes in dem einen Syſteme, fo erhält man durch 
Subftitution der Ausdruͤcke (3) 
at(y’+-x?) a’(my-Fnx) _ 
[To er ee Zu 
ober 
p(y’+s?)+a’my-+a’nx-+a! = 0 
als Gleichung Der jenem Kreife entfprechenben Curve, dir wie man fiebt, 
auch ein Kreis iſt. 


Es fey nun zunaͤchſt 
Ä —- +2: =0 
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die Gleichung einer gleichfeitigen Hyperbel im Syſteme tu. Durch Subſti⸗ $. 63. 

£ution der Ausdruͤcke (3) erhalten wir ald Gleichnng ber ihr eitſprechen. 

ben Curve 

(Pr)? + a(y?— 3) — 0 j 

welche alfo ($. 62. ©. 2) eine Lemniscate if. Der Anfangspunft der tu 

ift ber Mittelpunft der Hpperbel und zugleich der Cardinalpunkt ihres Syſtems. 

Der Anfangspunft der xy ift der Mittelpunkt ber Lemniscate und zugleich der 
! Earbinalpunft in ihrem Spfteme. Daher entfprechen allen, an ber Hyperbel 
| nicht durch ihren Mittelpunkt gegogenen, Geraden Kreife, welche durch den 
Mittelpunkt der Lemniscate gehen; und allen, nicht durch den Mittelpunft 
der Hyperbel gehenden, Kreifen entfprechen Kreife, welche nicht durch den 
Mittelpunkt der Lemniscate gehen. 

Es fey ferner - 

u? — at = 9 
die Gleichung einer Parabel im Syſteme tu. Durch Subſtitution der Aus⸗ 
druͤcke (3) erhalten wir als Gleichung der ihr entſprechenden Curve 
xꝙx) - ayꝰ, | 

welche alfo ($. 59. G. 8.) eine Eiffoide if. Der Scheitel der Parabel ift, 
als Anfangspunkt ber tu, der Earbinalpunft ihred Syſtems; und der Dop- 
pelpunft der Eiffoide ift, als Anfangspunkt der xy, ber Sarbinalpunft in 
| deren Syſtem. Daher entfprechen allen Geraden, twelche an ber Parabel 
miicht durch ihren Scheitel gegogen werben, Kreiſe, welche durch ben Dop- 
| pelpunft der Eiffoide gehen; und allen Kreifen, welche nicht durch den Schei- 
| tel der Parabel gelegt werden, Kreife, die nicht durd) den Doppelpunft der ° 
| Eiffoibe gehen. 
Es fen als letztes Beifpiel 
| 


2 a? 
u +at— 7 == 0 


die Gleichung einer Parabel im Syſteme tu: Durch Subftitution der Aus- 
drücke (3) erhalten wir als Sleichung der ihre entfprechenben Curve 
("Hr — day Hr) day? =0, 
welche alfo ($. 61. ©. 5) eine Sarbioide iſt. Der Anfangspunft der tu iſt 
der Brennpunkt der Parabel und der Eardinalpunfe ihres Syſtems. Der 
Anfangspunft der xy ift der Doppelpunft der Cardioide und zugleich der 
Cardinalpunkt in deren Syſtem. Daher entfprechen den Geraden, welche in 
19 
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5. 63. der Parabel durch ihren Brennpunkt gezogen werden, gerade Linien, welche 


durch den Doppeipunkt der Cardioide gehen; und den Kreiſen, welche nicht 
durch den Brennpunkt der Parabel gehen, Kreiſe, welche den Doppelpunft 
der Cardioide nicht enthalten. 


Man ſieht leicht ein, daß ſich aus dieſen Beziehungen zwiſchen ber 
Lemniscate, der Ciſſoide und Cardioide einerſeits und der Hyperbel und Pa⸗ 
rabel andererſeits eine Menge Saͤtze, die von Linien zweiten Grades erwie⸗ 
ſen ſind, unmittelbar auf die genannten drei Curven uͤbertragen laſſen. Wir 
wollen nur einige hiervon geben. 


Lehrſatz [44]. Vimmt man auf einer Lemniscate, Ciſſoide oder 
Eardioide zwei Punkte beliebig an, und befchreibt durch diefe eine Reibe 
von Areifen, fo fchneider ein jeder diefer reife Die Eurve in noch zwei 
Puntten. Legt man nun durch jede foldhe Zwei Punfte und durch den 
Doppelpunft der Eurve von Veuem Zreife, fo berühren ſich diefe len; 
tern fämmtlich in diefem Doppelpunkte. 


Dieſer Satz ergiebt fich nämlich aus dem im $. 47. erwieſenen Lehr: 
faß (27). 


Lehrſatz [45]. Zieht man durch den gemeinfchaftlichen Doppel; 
punft p zweier Eardioiden Zwei beliebige Berade, von welchen die erfte 
die eine Curve in den Punkten a und «a und die andere Curve in den 
Punften a’ und a’, von welchen ferner die Zweite Berade jene Curve 
in b und P und diefe in b’ und g’ fdhneider, fo beflimmen die eben ge: 
nannten Punkte refpective acht Kreiſe, die wir Durch die Punkte, welche 
fie enthalten, bezeichnen. Von diefen Kreiſen fchneiden fi pab und 
pa’, pa? und pa’p”, pb« und pb’e’, pf« und pp’e’ in p und in vier Punk⸗ 
ten, weldye mit p auf einem und demfelben Zreife L, liegen; ferner 
ſchneiden ſich pab und p«’B’,:pag und pa’b’, pb« und pp’a’, pau und pb’a’ 
in p und in vier Punkten, welche ebenfalls mit p auf einem und dems 
felben Zreife L, befindlich find. 


Diefr Sag ift aus dem in $. 45. aufgeftellten Satze von confocalen 
Linien zweiten Grabe abgeleitet. 
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Trandfcendente Linien. 


$. 64. 

Eine Eurve, deren auf rechtwinklige ober ſchiefwinklige Achfen bezogene 
Gleichung Feine algebraifche rationale ift, und in Feine folche verwandelt wer; 
den 7— heißt eine transſcendente Linie. Die Curve z. B., deren Gleichung 
y- x/ iſt, gehoͤrt zu den transſcendenten Pinien, da biefe Gleichung 
nicht rational gemacht werden Fann. 

Unter den transfcendenten Linien ift eine ber einfachiten diejenige, de 
ten Gleichung in rechtwinkligen oder ſchiefwinkligen Eoorbinaten 


y= ab‘ (1) 
if. Dieſer Gleichung (1) kann man aber auch die Form 
= ig 50085 | (2) 


geben, weshalb die Curve Iogarithmifche Linie genannt wird. 
Die beiden Eonftanten b und c fließen in eine einzige zufammen, da 


x 1\x 
b’ = 6 ) iſt, und daher kann man eine beliebige Zahl, z. B. die Zahl 
e, deren natürlicher Logarithmus gleich 1 iſt, zur Baſis der in der Glei⸗ 
1 1 
dung (1) vorfommenben Potenz annehmen, indem man e” — b° fegt, 
woraus m = Tog. 7 — folgt. Dadurch nimmt die Gleichung (1) die 
Geſtalt 


y= ae" (3) 
an. Die Eonftante a kann durch eine bloße Verlegung des Anfangspunfts 
der Eoordinaten tweggefchafft werden; denn fegt man x-+mlog— (100 der 
Logarithmus im natirlichen Syſtem genommen ift) für x, fo formt 


‘ —t+l— — log — 
Y — ae — 36 .e — ae" 


ober enblich 
(4) 


8. 64. 
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Für jeden Werth von x ift y reell, und zwar hat y nur einen reellen 
pofitiven Werth, wenn — eine ganze Zahl oder ein Bruch mit einem un: 


geraden Nenner ift, hingegen zwei reelle entgegengefegte Werthe, wenn — 


Fig. 45. 


Sig. 46. 


ein Bruch mit einem geraden Nenner if. Fuͤr x — O iſt y=m, für 
a—ıo ky=-=0 fuͤr — +2 fiy= oo. Die Eure 


(ig. 45.) erftreckt fich alfo, wenn m pofitiv ift, auf der Seite der pofiti- 
ven Ordinaten ind Unendliche, indem fie fich der negativen Seite ber Ab⸗ 
feiffenachfe immer mehr und mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. Die 
auf der Seite der negativen Drbinaten liegenden Punkte, deren Coordinaten 
die Gleichung der Curve befriedigen, bilden Feine ftetige Solge, wiewohl fie 
in unbegrenzter Anzahl verhanden find. 

Nimmt man bie Abfciffen Apı, Apı, Aps u. ſ. w. fo an, daß pıP. 
= Papas = Pspı = u. ſ. fe, und bezeichnet Ap, durch h, pıpa durd) i, 
fo ergeben fich die Ordinaten 

a 4 3 3 a 
e” 5 Psg = me” .e” ; 
3 
p.q. = me”e" uf. f. 

Die Orbinaten bilden alfo eine geometrifche Reihe, wenn bie Abſciſſen in 
arithmetifcher Reihe fortfchreiten. 


Aufgabe [102]. ine logarithmiſche Kinie CBD, deren Gleichung 


Pıqı = me” ; p,g, >= me 


in rechtwinkligen Koordinaten y = me”, iſt fo um die Brdinatenachfe 
gedreht, Daß fie die Lage CBD’ annimmt, in welcher ſich der Zweig 
BC, der ſich vorber der negativen Seite der Abfciffenachfe obne Auf 
bören näberte, nun der pofitiven Seite diefer Achfe naͤhert. Das Städ 
der auf der Abfciffenachfe errichteten Senkrechten MN’'N, weldhes von 
den beiden Curven CBD und CBD begrenzt wird, ift in P balbirt. Man 
fol den Ort des Balbirungepunktes finden. 


Da = me” ” ie Gleichung der Curve CBD if, % hat man 
y= me = ls Gleichung der Curve C’BD’. Nun it MP = XMN’+MN), 


und wenn man AM durch x bezeichnet, MN = me", MN = me "5 


folglich, wenn MP = y gefeßt wird, 


y = Im(le"+e ") N | (5) 
welches die Gleihung des gefuchten Ortes iſt. 


Aus diefer Gleichung ergiebt fich, was auch aus der Conſtruction klar 


it, daß die fletige Solge der Punkte in der Curve EBF gänzlich auf ber 
Seite der pofitiven Drdinaten liegt, wenn, ‚wie wir eg annehmen tollen, m 
pofitiv iſt. Ferner ergiebt fich, daß die Orbinatenachfe die Curve in zwei 
congruente Theile theilt; dann legt man dem x zwei gleiche aber entgegen: 


gefegte Werthe a und — «a bei, fo erhält man für y denfelben Werth, 


nämlich imlem te =). 
Aus der Gleichung (5) kann man auch x ‚Such y ausbrücen. Zu 


dem Ende multipliciren wir bie Gleichung mit e⸗ *, ſo kommt 


ye" = Imler +1) ! 


- 


x VYA_m? 
woraus wir e” — SI, und alfo für x die beiben Werthe 
— _—_ Vy? _m? 
x = mg +7 om — mg — (6) 


erhalten, die allerdings einander gleich und entgegengefegt find, indem 
2 2 
(vr —e) (VPS) 1 
m - mn 

Die Eurve (5) wird Kettenlinie genannt (meil eine Kette oder viel; 
mehr ein vollfommen biegfamer, in allen feinen Theilen gleicher, nicht dehn⸗ 
barer Faden, auf welchen in allen Punkten ‚gleiche und parallele Kräfte wir 
fen, ihre Geftalt annimmt). 

Bon den merfwürbigen Eigenfchaften diefer Curve wollen wir jegt nur 
die folgende anführen, welche fie mit der geraden Linie gemein hat. 

Dividirt man die Summe zweier, Ordinaten MP’ und M’P", 
welche in einer gegebenen Entfernung MM’ = 2h von einan- 
der errichtet find, durch die Ordinate MP, welche dieſe Entfer; 
nung balbirt, fo ift der Duotient eine conftante Größe, d. 5. 
immer berfelbe, wo auch bie beiden Ordinaten MP’, M’P" er: 
richtet feyn mögen, wenn nur ihre Entfernung 2h biefelbe if. 

Denn beseichnet man MP, MP’ u. MP" refpective durch y, y’ u. y' 





$. 64. 


gig. 47. 


— 9% — 
und AM durch x; fo ift AM —=x—h und AM’ —x-H-h. Daher hat man 


x h x h 


— _x z_b _x, 
= 'me"+te ");y=iale" "re" "); 
x h x h 
4 70-—-— 
y" — im(e” m m 8) 


oder, wenn man, der Kuͤrze wegen, e” = u und e” —= v ſetzt, 


y = n(u+); y = Im(u + ‚y y= m(u+) ; 


alſo 


yy nr rt), 
und folglich 
+y_ 1 =, 7% 
I == v4 T =e -fre N 
was auch x feyn mag. Es hat alfo I * immer denſelben Werth, wo 
auch die Punkte ME und M” auf der Abſciſſenachſe liegen mögen, wenn nur 
MM” diefelbe Länge 2h hat. 





§. 65. 

Aufgabe [103]. Die Grundlinie AB eines Dreiedis ABC ift ge 
geben. In diefem Dreied’e verhält ſich ein Abſchnitt BN der Grund: 
linie, welchen der von dem Scheitel C des Dreied’s berabgelaffene Pers 
pendikel bildet, zur Brundlinie AB wie der an dem andern Abfchnitte 
liegende Winkel BAC zu einem rechten Winkel. Rs foll der Ort des 
Scheitels C gefunden werden. 


Es fey die gegebene Srundlinie = a. Bezeichnen wir nun AN durch 


x, NC durch y und Winfel BAC durd) t; fo if, zufolge der: Aufgabe, 


a—-ı!’a=t:h, 
und ferner die Gleichung der den Punkt C enthaltenden Geraden AC 
y= tant.x. 
Aus der erften Gleichung ergiebt fih t = m, und durch Subſtitu⸗ 
tion in bie zweite Gleichung 
y=xtang 9 c) 


nn 


als Gleichung des gefuchten Ortes. Die Curve ift unter dem Namen Der 6. 65. 
Duabratrir des Dinoftratus bekannt. DBermittelft der trigonometris 

fen Tafeln kann man beliebig viele Punkte der Curve beftimmen. 
Ä gürx—= ia oder &3a oder Ebanf. w. wid y — O. Die 

Curve fchneidet alfo die Abdfeiffenachfe in unendlich vielen Punkten. 


Für x = 42a oder 44a ober 6a u. f. w. ift £ n(a— x) 


und fomit y = ©. Die Eurve hat demnach unzählig viele, fich ins Un 
enbliche erftreckenbe Zweige. 
Sir x —= 0 findet man y — 0.tangin = 0.0 ober auch y = 


1 
0. einge = 0 . im ben wahren Werth dieſes Ausdrucks zu finden, kann 


0 





cosix 0 
n(a—x) 0, 
man folgendermaßen verfahren. Es iſt y = xtang —,, - = 
sin — 
2a 


oder, wenn man für cos und ein,- die ihnen gleichgeltenden Reihen ſetzt, 


_ 1 (=) s 1 (2) _ 
13 Jr) 
gt \® , 1 gu\> “ 
2 1.2.3 =) *t723 132) mn 
Hebt man dieſen Ausdruck durch x, und fegt alsdann x = 0, fo fommt 


2a 
y=71 








y= 


was gefunden werben follte. 


Es iſt noch zu bemerfen, daß in dem eigentlichen Sinne der Aufgabe: 
der Winkel t nicht Heiner ald Null und nicht größer als zwei rechte Wins 
kel feyn kann; daß daher ae So und m. = n; woraus 
xSa und x>—a folgt, fo daß, in dieſem Sinne, x zwifchen den Gren⸗ 
im a und —a enthalten ift, und alfo nur der Theil BED der Eurve zur 
Loͤſung der Aufgabe gehört. 


Aufgabe [104]. Es fey M irgend ein Punkt der Peripherie eines $ig. 48. 
Breifes, deffen Radius gegeben iſt. Auf einem gegebenen Durchmeſſer 
AB diefes Kreiſes oder auf feiner Verlängerung ift ein Punkt N fo bes 
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ſtimmt, daß AN : AO = Bogen AM: Quadranten AD. Es ift ferner 
NP ſenkrecht auf_AB errichtet und in Länge gleich der ihr parallelen 
MQO gemacht. Milan foll den Ort des Punftes P finden. . 


Bezeichnet man den Radius des gegebenen Kreifes durch a, den verän- 
derlichen Winfel AOM durch t, AN und NP durch x und y, fo ift zu 
folge ber Aufgabe 


xı.am=a, 710 
woraus t = 5, . Ferner ift MP = MO = asint, alſo y = asint, 
oder durch GSubftitution j 
. 7X 
y=asinz, ı (2) 


welches die Gleichung des gefuchten. Ortes if. Die Curve iſt unter dem 
Namen ber Quabratti des Tſchirnhauſen befannt. 


Da sinn „ hie größer als 1 und nie Fleiner ald —1 werden kann, 


fo fann * nicht größer als a und nicht kleiner als — a werden. Die 
Curve iſt alſo gaͤnzlich in dem Raume enthalten, der zwiſchen zweien, dem 
Durchmeſſer AB in der Entfernung des Radius a, parallel laufenden Ge⸗ 


raden liege. Sür x—=0 oder = 2a oder = Aa u.ſ. w. ify=0; 


frx=tı oder s= 43 der x S5a u. ſ. w. iſt y a. 

Setzt man für x nach einander irgend zwei Werthe, « und «==4na, 
die um Ana von einander verfchieben find, wo n irgend eine ganze Zahl bes 
deutet, fo erhält y einen und denfelben Werth, nämlich 


2a - 
Die Eurve beftcht beninach aus unendlich vielen congruenten Zügen. 
DVerlegt man ben Anfangspunft ber Coorbinaten nach einem der Punkte, 
in welchen bie Curve die Abfeiffenachfe fehneidet, indem man x==2na flatt 


x fegt, fo fommt y = asin(2 Enz) ‚, alfo 


an — aein (3. + Zur) . 
2a 


y „= +Hasin,- oder y= —asin,- f (3) 


je nachdem n gerade oder ungerade ift, welche Gleichungen mit ber Gleichung 
(2) biefelbe Sorm haben. Setzt man für x zwei gleiche, einander entgegen: 
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geſetzte Werthe a und — a, fo erhält man für y ebenfalls zwei gleiche, 
einander entgegengeſetzte Werthe + und — P, man mag die eine oder die 

andere der beiden Gleichungen (3) nehmen. Da nun eine Gerade, welche 
durch den Anfongspunft ber Eoorbinaten und einen Punfe «A geht, auch 
den Punft, deſſen Coordinaten —a, —P find, enthält, fo folgt, daß eine 
durch den Anfangspunft der Eoordinaten gehende Gerade, welche bie Curve 


in einem Punkte fchneibet, diefe Linie wenigſtens noch in einem Punkte tref⸗ 


fen wird, und, da Ve +? = V(— eo)? +(— P)?, daß beide Punfte 
gleich weit vom Anfangspunfte entferne find. Diefer Anfangspunft ift da; 
her ein Mittelpunft der Curve. Dies laͤßt fich auch dadurch zeigen, daß 


man sinn in eine nach ſteigenden Potenzen von x fortfchreitende Neihe ent- 


. wickelt; denn alsdann erhält man eine Gleichung zwiſchen x und y, welche 


nur ungerade Potenzen biefer Größen enthält, woraus denn nad) $. 54. 
(S. 254.) folgt, daß der Anfangspunkt der Coordinaten ein Mittelpunkt der 


- Eurve if. Da nun bei unferer Transformation m beliebig und auf unzaͤh⸗ 


lig viele Arten angenommen werben kann, fo ergiebt fich, daß bie Eurve 
unendlich viele Mittelpunfte habe. 


(Den Namen Duadratrig führt diefe Curve und die vorher erwähnte, 


weil beide zur Quadratur des Kreifes benutzt werden Fönnen.) 


. 66. 

An einem Kreife ABM find Tangenten gesogen und auf einer jeben 
derfelben find vom Berährungspunfte an, nach derfelben Richtung bin, Stuͤcke 
BB’, CC, DD’ u. f. w. abgefchnitten, welche vefpective den Bogen AB, 
AC, AD u. f. w., die von einem feiten Punkte A und den Beruͤhrungs⸗ 
punften B, C, D u. f. to. begrenzt werden, gleich find. Die Endpunfte 
B,C,D' uf. mw. bilden in ihrer Continuitdt eine Curve, welche bie 
Rreisevolvente genannt wird. 

Stellt man ſich einen vollkommen biegſamen, nicht dehnbaren Faden 
ohne Dicke vor, der um den Kreis umgewickelt und in irgend einem Punkte M 
der Kreislinie befeſtigt iſt; ferner daß dieſer Faden von dem Kreiſe abgewik⸗ 
kelt werde, indem er in feinem Endpunkte A angefpannt gehalten wird, fo be: 
ſchreibt diefer Punkt ein Stück der genannten Eurve, woher ihr Name fommt. 


Aufgabe [195]. Die Polsrgleichung der Breisevolvente zu finden. 
Bezeichnet man den Minfel AOB, welchen ein nach einem der Beruͤh⸗ 


5. 65. 


Sig. 29. 


6. 66. 


Sig. 51. 
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chung. (3), y a — acoet / leicht eingufehen. Für y = 0 ift, aus der 
Gleichung (4), x = 0, oder = E2na, oder = Ana. fe Die 
Cycloide trifft alfo die Abfeiffenachfe in unendlich vielen Punkten, welche um 
2ra, d. i. um die Ränge der Peripherie des erzeugenden Kreifes, von einans 
ber entfernt find. Für y — 2a if x—==na, oder =3na, oder Hdna 
u. ſ. f.; die Punkte E, F etc., welche die Scheitel genannt werben, haben 


demnach die gleiche Entfernung von einander. Daß die Curve aus unend⸗ 


lich vielen congruenten Zügen befteht, ift ebenfalls leicht einzufehen. 


Wenn ein Kreis auf einer feften Geraden rollt, ohne verfchoben zu wer⸗ 
ben, fo befchreibt irgend ein beflimmter Punkt feiner Ebene eine Curve, welche 
gefhweifte ober gebehnte Cycloide genannt wird, wenn biefer Punkt 
innerhalb der Kreisfläche, und welche verfürgte ober verfhlungene Cy⸗ 
cloide heißt, wenn diefer Punkt außerhalb der Kreisfläche liegt. 


Aufgabe [107]. Ks foll die Gleichung der gedehnten oder vers 
kuͤrzten Eycloide gefunden werden. 


Es fen X die gegebene unbegrenzte Gerade, MPN ber rollende Kreis 
in 'einer feiner Lagen, im welcher er die Gerade XX’ im Punfte M berührt, 
P’ oder P” fey ber befchreibende Punkt und P derjenige, in melchem bie 
Verbindungslinie des Punktes P’ oder P’ und det Mittelpunftes ben Kreis 
trifft. Es fen ferner A derjenige Punkt auf XX, in welchem fich P bei 
einer frühern Lage des Kreifes befand; a ſey ber Radius des Kreifed und 


OP’ ober OP” gleich b. . 


Nehmen wir A zum Anfangspunfte rechtwinkliger Coordinaten und IX’ 
zur Abfeiffenachfe, fo ift AQ’ oder AQ” gleich x und Q’P’ oder Q’P” gleich 
y. Run haben wir AQ’ = AM—OM ober AQ" = AM — Q’M, und, 
tie man leicht einfieht, AM = Bogen MP. Wenn wir nun ben Bogen 
MP durch at bezeichnen, fo findet fich | 


x—=a—beint ; y — a—boos, (5) 

es mögen x, y die Coorbinaten von P’ oder von P” feyn. Aus der leßten 
— 2__ — 2 

Gleichung ergiebt fi) cost = — alſo sint = Zap, und 


daher giebt die vorleßte Gleichung 


x — a.are(cos = IT) —Vb’— ba—y)’ f (6) 


welches die gefuchte Gleichung if. Sie drückt bie gebehnte Cycloide au, 


In 





— 0 — 


wenn b<a, und bie verfürzte, wenn b>a if. Da cost nicht Fleiner 
als — 1 und nicht größer ald LI werden kann, fo folgt aus ber Glei⸗ 
chung (5), y = a—beost, daß y nicht Fleiner als a — b und nicht groͤ⸗ 
fer als a--b werden fann. Für y = a—b ift, aug der Gleichung (6), 
x =D, oder = +2an, oder = +Aarı u. ſ. f. Die gedehnte oder ver: 
fürzte Cycloide trifft alfo eine, der Geraden XX in ber Entfernung a—b 
parallele, gerade Linte CD oder CD’ in ungählig vielen Punkten, welche 
um 2ra, d. 1. um bie Länge ber Peripherie des erzeugenden Kreifes von 
einander entfernt find. Für y—=a+b iſt x = na, oder = =+3na, 


6. 66, 


oder — Hdna u. f. f.; die höchften Punkte der Curve liegen demnach in 


einer, ebenfalls der Geraden XX’ parallden, geraden Linie EF oder E’F’ und 
haben von einander die gleiche Entfernung. 


Nimmt wan bie Gerade CD oder CD’ zur Abſciſſenachſe und den 
Yunft A’ oder A” zum Anfangspunfte der Eoorbinaten, indem man y+a—b 
für y fest, fo. verwandeln ſich die Gleichungen (5 un. 6) in 

x at — baiint; y=b—boost ; (7) 

1* a.are( cos = 7) —Vıby—y?. : (8) 

Set man nun x —= 0, fo ergiebt fich, aus der erſten Gleichung, bsint 
— at, welche Iegte Gleichung befriedigt wird, wenn man t = O feßt, 
woraus ſich alsdann, vermittelft der zweiten Gleichung, y = 0 ergiebt. 
Fur die gebehnte Cycloide giebt- es feinen andern Werth von t, weicher der 


Gleichung bsint = at Genüge leiſtet; deun biefe ‚giebt — —— 5 und es 


if I jene Eure — > 1, mährend für jeden Werth von t, außer O,. 


— '< 1 if. Für die verfürgte Cycloide, für welche + <L1 ift, giebt es 


außer O noch einen andern Werth r von t, welcher dem Punkte K ent 
ſpricht. Aehnliche Refultate, ergeben fich, wenn man x — =+-2na oder 
— Ana u ſ. f. feßt. 


§. 67. 

Wenn ein Kreis MPS auf der Peripherie eines andern Kreiſes AMB 
fortrofft, fo befchreibt irgend ein Punkt P feiner Peripherie eine Curve, welche 
Epicycloide oder Hypocycloide genannt wird, je nachdem der beweg⸗ 


Sig. 52 





$. 67. liche und ber fefte Kreis fich von außen ober von innen berühren. Bei ber: 
felben Bewegung befchreibt ein Punkte P’ ober P" der ſich waͤlzenden Kreis; 
ebene eine Curve, welche gebehnte Epicncloibe ober Hypocycloide genannt 
wird, wenn dieſer Punkt innerhalb bes Kreifed, und bie verkuͤrzte heißt, 
wenn er außerhalb ber Kreisfläche liegt. Der fefte Kreis wird die Baſis 
genannt. 


Aufgabe [108]. Die Gleichungen der gemeinen, der gedebnten 

und der verfürzten $Epicycloide und Bypocycloide zu finden. 
Es ſey (Fig. 52.) C der Mittelpunkt des feften Kreifes, fein Radius 
= r; O der Mittelpunkt des vollenden Kreifed in einer feiner Lagen, fein 
Radius = a. Ferner fen OP’ oder OP” gleich b, M fen ber Berührungs; 
punkt beider Kreife in ihrer gegenwärtigen Lage, und A. derjenige Punkt des 
feften Kreifeg, auf welchen fich der Punkt P in einer frühern Lage bes rols 
Ienden Kreifed befand. Wir nehmen C zum Anfangspunfte rechttwinfliger 
Coordinaten und den verlängerten Radius AC zur Abfeiffenachfe, fällen bie 
Senkrechten PN, OT, PN' und P’N”, und begeichnen den Winfel OCA 


durch t. 
I. Für die gemeine Epicyeloide iſt nun CN=x, NP=y. fe: 
ner haben wir 
x=CN=CT+TN ; y=-NMP=-|TR=TO-OR 
und 


CT = COcost = (r-Fa)eost ; TO = COsint = (r-Fa)sint . 
Nun ift Bogen PQ = PM—MOQ, Bogen PM = AM, AM =tt, 


und demnach Bogen PQ = rt—jantat; h Winkel pog = FH TIrR 


— 


= tin, fomit ‚ta 


u) — _ ——.,. 
.t jr) = ac0s— t 











und OR = —Re ta, BR —*8* Hieraus folgt nun 
x= (r-Fa)eost— act 
, (1) 
f 
= Kra)eint—asin 


ein Syſtem von zwei Gleichungen, welches bie gemeine Epicycloide aut: 
druͤckt, 


— — — — — 




















nun 303 E eene 
drückt, und zwiſchen welchen man t eliminiren. müßte, um eine einzige. Glei⸗ 
hung für dieſe Eurve zu erhalten. 

II. Fuͤr bie gemeine Hppocheloide kann man auf diefelbe Weiſe ver: 
fahren; es laffen fich aber auch die Gleichungen für diefe Curve unmittelbar 
ans den, für die Epicncloide gefundenen, ableiten, indem man nur a mit 
— a zu vertaufchen braucht. Setzen wir alfo in bie Gleichungen (1) —a 
für a, r—a für r-+a, cos ——t = co ——t für —— und 
sin —. t= in — für ein rt , fo erhalten wir für bie ges 
meine Hypocycloide | | | 

N D r—a ⸗ . “ 
x = (T—a)cost-#acos = .t 
alt’ (2) 
| y = (r—a)siat— asın = .t . 

HL $ür die gebehnte ober verfürste Epicycloide tft die Herleitung der 
Gleichungen der unter I. ähnlich: "St die Entfernung OP’ oder OP” gleich 
b, fo findet. man bie beiden Gleichungen 
| x = (r+2)eost—beos IR. 

. ı (3) 
15* (r-+a)sint —bsin — .t oo. 
TV. Fuͤr die gebehnte oder verkürzte Hypocycloide findet man 

x = (r—a)cost-+ bes — .t 

a . la ' (4) 
y-=.(-a)sitbsin t 
Wir wollen zunaͤchſt bemerken, daß die Gleichunge 
—— 
nr te en ra j (3) 
. IFA) Din — tt), 8 


die Gleichungen (1), (2) und, (4) als beföndere Fälle in ſich ſchließen, 


welche letztern ‘and dieſen Gleichungen 73) entſtehen, wenn man refpective, 
U" VRR NE 


nn mukchn m da ru niet. 
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$. 67. erſtens à für b, zweitens —a für b in A für ar! und dritrens —b 
für b und —a für a feßt. 

Wenn der beivegliche Kreis. and einer. geifen vage; zu rollen anfängt, 
fo wird derjenige Punkt feiner Peripherie, der mit dem feften Kreife bei jes 
ner Lage in Berührung war, wieder mit dem feften Kreife in Berührung 
fommen, nachdem der Bogen des feften Kreiſes, auf welchem bie Bewegung 
gefchehen. ift, der Peripherie des fich waͤlzenden Kreiſes gleich geworden. 
Während diefer Bewegung ift ein beſtimmter Zug der in Rede fiehenden 
Eurve befchrieben worden; und es leuchtet ein, daß bei fortgefegter Bewe⸗ 
gung des vollenden Kreifes ein zweiter, brikter u. ſ. w. Zug ber Eurve be 
fehrieben werden wird, und daß alle diefe Züge einander gleich ‚feyn. werben. 
Demnach befteht unfere Curve im Allgemeinen aus unendlich vielen einans 
der gleichen Zügen... In den befonbern Fallen, in welchen das Verhaͤltniß 
der Radien beider Kreife rational ift, wird aber der Punkt des rollenden 
Kreifeg, der beim Anfange der Bewegung mit dem feften Kreife in Berührung 
war, nach). einer ober mehrern Ummälzungen jenes Kreifes gerade twieber an . 
ber Stelle feyn, in welcher er fich Beim Anfange der Bewegung befatid, und 
Bei fortgeſetzter Bewegung wird alfo Ber beſchreibende Punkt denſelben Zug 
oder dieſelben Züge durchlaufen, bie er. bereits beſchrieben hat. An dieſen 
befondern Fällen beſteht die Curve alſo aus einer begrenzten Anzahl gleicher 
Züge. In dem Faile aber; in welchem das Verhaͤltniß ber Radien beiber 
Kreiſe irrational iſt, kommt der genannte Punkt niemals wieder auf der 
Stelle mit dem feſten Kreiſe in Beruͤhrung, auf welcher er ſich im Anfange 
der Bewegung befand, und die Eurve muß ale aus unendlich. vielen gleichen 
Zugen beſtehend "angefehen werden. . 

Diefelben Folgerungen lafien ſich aus ben Gleichungen (3) ber Curve 
ableiten. Wenn nämlich das Verhälmiß r:a basjenige tdeier ganzen Zah⸗ 


len 4:p iſt, ſo iſt auch id g#+pP., und bie Gleichungen (3) 
find alsdann, wenn man nach, ‚ber Kürze wegen, grp=ufh, x 





(rn beum, F = Groeint—beinmt., Nun ift aber, 
wenn n "irgend eine ‚ganze Bühl bedeutet, cost — cos(t —53* ; sin = 





ein(r4-2npa); — u! are — ent; 
22 r. .3* 
Ban + — ae — Ei 3 ; Borg, 117) rl ; x und y. viſti 


ben Werthe —e man mag t — r oder t = 722npa ſetzen. 
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Was nun bie durch Elimination von t Berzuftellende Gleichung der §. 67. 


Curve betrifft, fo fieht man leicht ein, daß dieſelbe nicht transſcendent iſt, 
wenn das Verhaͤltniß r: a rational if. Wenn nämlich, wie vorher, q:p 
dies Verhältniß in ganzen Zahlen ausbrüct, und man feet t= p%, p+gq 
= m, fo nehmen die Gleichungen (3) bie Form 

x = (a+r)eosp$—bceosmd , 

y= (a+r)inpd*—bsiumd 
on. Nun laſſen fich nach ben befannten Formeln -sinp”, sinm?, cospd 
und cosmd durch sind und cos” auf ratiqnale Welle ausdruͤcken, ba, wie 
wir jegt voraugjegen, p unb m ganze Zahlen find. Durch Subftitution die; 
fer Ausdrücke findet man alfo für x und y zwei rationale Functionen von 
sind und cos, und eliminirt man zwiſchen den, auf dieſe Weiſe gebilbes 
ten beiden Gleichungen und ber, Gleichung sin’d--cos’d = 1 noch sind 
und cos”, fo erhält man die verlangte Gleichung zwifchen x. und.y:, bie 
offenbar eine algebraifche feyn wird. 


Wenn das Verhaͤltniß der beiden Rabien irrational it, fo iſt es im 
mer gerathen, das Spflem ‚ber beiden Gleichungen (3) unverändert beizu⸗ 
behalten. Indeſſen dürfen wir nicht unbemerkt. laffen, daß die Elimination 
son t vollzogen und eine Gleichung zwiſchen x und y bergeftellt werben 
kann, bie Radien beider Kreife mögen commenfurabel oder incommenfurabel 
feyn, und zwar auf Bu Weiſe. 





Bezeichnet m 
eine irrationale Zahl bereutet, ſo erhaͤlt man aus den Gleichungen (3) 
(r-Fa)eost = Be cosit —= (rtFa)cost—x) 
(ra) sint — y+beinit bsinit — he 


und wenn die einzelnen Theile dieſer Gleichungen quabrirt unb bie Dun: 
drate ſodann abbirt werben, 


(+a)? =y ?.+x?+2bysinit+2bx cosit-+-b? ., 
»®= 5° +? _ r-pa)yeint— Ar-Ha)kcost-H(t-ta)i . ' 


Nun if befanntermaßen, wenn man 7” durch » bejeichnet, 


—6— 9— ; cost My; 
| 20 * 





j sint = 
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son. inter) 5 with). 
und die Subftitution diefer Ausdruͤcke in bie vorigen Gleichungen giebt, nach 
Sortfchaffung ber Nenner, 

b(x— VI +[yP+2+b?—(r-Ha)?p-Hb(x+-yV—1) —=0, 
(r-+a)(x—yV— 1)” — [yP’+2-Hr+3)’—b’p-Hr-+a)(+yV—1) =0. 
Eliminirt man nun 7, fo fommt 

bLy4°Krtatb)(eta-b)E („et (7 (tab) 
+2 (r+a)(ı— w-I) "xt =0, 
[y+: — (rra+b) (ra —b)=E (PR — (rRa4+b)? ) —X ] 
eine Gleichung, welche allerdings nur rational gemacht werden kann, wenn 
i eine rationale Zahl iſt. 


Wenn es nicht darauf ankommt, » zu eliminiren, che das Verhaͤltniß 
der beiden Radien befannt ift, fondern wenn nur bie goniometrifchen Func⸗ 
tionen weggefchafft werden follen, fann man auch folgendermaßen vers 
fahren. 

Die Gleichungen 

x = (T-Fa)eost—bcosit ; = (r+a)sint—bsinit 
geben nach der Subftitution der. oben genannten Ausdrücke 

_ N\ 3/2 —— AN fs 1 
2 = (ma)(»+2) b(v'+-7) ; 2yV i=(4)(r 1) R 7) 
oder, wenn man die Nenner wegfchafft, 
by" —(r+ av v7 —(r+ aw''+b =0, 
"(Hawaii —b=0. 
Nimmt man die halbe Summe und bie halbe Differenz biefer Gleichungen, 
fo ergiebt ſich 
| bv —(r+a)y--(x+yV—1) = 0 (5) 
G-V-Iy-ctn 40) 
Wir wollen jegt, als Anwendung des bisher Gezeigten, für einige be⸗ 


ſtimmte Verhältniffe ber Radien beider Kreife die Gleichungen der Epicys 
cloiden und Hypocycloiden aufftellen. 





— 
woraus wir durch Divifion tangt = —., und fomit cost — 
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1) Es fey der Radius des beweglichen Kreifes dem des feften gleich, 6. 67. 


und es werbe die dadurch erzeugte Epicycloide gefucht. 
Wir fegen in bie Gleichungen (1) a= r und erhalten 
x = 2rcost—rcostt ; y = 2rsint—rsinit .. 
Diefe Gleichungen verwandeln fich, in Folge der befannten Someln cos2t = 
2cost—1 und sin2t —= 2costsint, in 
x = r[2cost—2cos’tt+-1]) ; y = r[2sint—2costsint] . 
Derlegen wir nun, um bie Elimination etwas zu vereinfachen, den Anfangs 


"punkt der Eoorbinaten, indem wir r—x flatt x fegen, fo fommt 


x = 2roost[cost— 1] ; y = 2rsint[l — cost] , 

— — y’+ 
finden. Duabriren wir aber die einzelnen Theile der eben erhaltenen Glei⸗ 
chungen, fo ergiebt fi) durch Addition y’+-x? = Ar’[l— cost]? oder 


Vy+r? = 2r[l—cost], und wenn wir hierin den fo eben für cost ge: 


funbenen Ausdruck fubftituiren, 
Y”’+-ı'= 2rlYy?+x’-+-x] . 
Hieraus erhalten wir 
Hr — Irre”, (6) - 
als Gleichung der gefuchten Epicncloide, und dieſe Curve ift alfo ($. 61. 
G. 5) eine Cardioide. 

Zu demfelben Nefultate würden wir gelangt feyn, wenn wir und ber 
Gleichungen (5) bedient hätten, welche für Den gegenwaͤrtigen Fall, ba 
b=za=r und — 2 iſ, 
rm —27-+(x-+yV—1) =0 mb («—-yV/—1I—2r+r = 0 
find. , \ ' 
2) Es ſey der Radius des rollenden Kreiſes halb fo groß als ber 
des feften, und es werde bie dadurch erzeugte Epicycloide gefucht. 


“© = 3. Die Gleichungen (5) 





find alfo für den gegenwäreigen Fall | 
m’ — 37 +2(ı+yV—1)=0; 2(x— yV—1)’— In” pr =0, 
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$. 67. aus: weichen ſich durch Elimination von: v. " " Ä 
KA? +R—T?). = ty? ı (7) 
ober " 

JH 37) yt-(Ixt6% rt = —=0 (7) 
als Gleichung der gefuchten Epicycloide ergiebt. 

3) Es fey ber Radius des vollenden Kreifed wieder halb fo groß als 
der des feften, und es erde die durch den erftern erzeugte Hypocycloide 
geſucht. 

Venuden wir hier die Gleichungen (2): fe. haben © wir. ir für a, unb 


1 für ® ; dies giebt 





x == rcost und 06. = 
Die gefuchte Hypocycloide ift demnach © eine grobe einie und zwar ein Dun 
meffer: des feſten Kreiſes. 


4) Es ſey ber Radius des beweglichen Breifes gleih dem dritten 
Theile vom Radius des feſten Kreiſes, und es werde die durch den erſtern 
erzeugte Hypocycloide geſucht. 

Hier iſt — a — —ir mi = —2; demnach geben 

> die Gleichungen (5) | Ä 
+29 —3(+yV—1)=0 Dr —_ı°—r=0, 
woraus wir durch Elimination von v Be 
SHUR+ISHyrRt—} SPEER I=0 ° (8) 
als Gleichung der gefuchten Curve erhalten. 

5) Es ſey p a — —r, alſo i — —3; fo if in Folge der 

Gleichungen (5) 
+39 —Aı+yV—I)=0, 
ann =0, 
woraus durch Elimination von % 
(„’rr’ 27 v0 m 


gefunden wird, ald Gleichung ber von einem Kreife mit bem Kabius — 7 
beſchriebenen Hypocycloide. 
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6). GEs ſey wicher der Radius des vollenden Kreiſes halb ſo groß, als 67. 
ber. des feſten und es werde die gedehnte ‚oder verkuͤrzte Hypocycloide ge⸗ 
ſucht, welche ein beſtimmter Punkt in der Ebene des zuerſt genannten Krei⸗ 
ſes beſchreibt. 

Bezeichnen wir die Entfernung des beſchreibenden Punktes vom Mittel; 
punfte feines Kreifee, tie oben, durch b, fo haben wir in bie Gleichungen 
(4) nur a = Ir zu fegen. Dies giebt ung 
x=drtbeot ; y=Gr—b)eint , 


alfo 
t — — — 3 ade 
ng 3? MT 
und wenn wir quadriren und abdiren, 
3 
—=1 


y 
Fate 


als Gleichung der gefuchten Hypocycloide, welche fomit eine Ellipfe iſ 
deren Achſen r— 2b und 7—26 fint. 


Der folgende Lehrfag läßt fich vermittelt der Gleichungen (1) und (2) 
leicht ertveifen. 


CLehrſatʒ [46]. L Sede Bpwoeycloide, welche durch einen Areis 
erzeugt ift, deſſen Radius a größer als der der Baſis r ift, iſt einer 
Epicydoide gleich, welche über derfelben Baſis yon einem Areife ers 
zeugt wird, deffen Radius die Differenz der genannten Badien a—r if. 
MH. Jede „Yypocycloide, welche durch einen Breis erzeugt in, def 
fen Radius a Kleiner als der der Baſis r iff, iff einer Zweiten Zypocy⸗ 
dloide gleich, welche über derfelben Baſis von einem reife erzeugt 
wird, defien Radius die Differenz der genannten Radien r—a ifl. 


Um den erften Theil dieſes Satzes zu ermweifen, fegen wir in bie Glei⸗ 
chungen (2) der Hypocycloide a = r-+c, wo e nur eine poſitive Größe 
bebeutet, da der Vorausfegung zufolge a>r. Da nın a = —c ifl, 
fo erhalten wir 


c 
x — —ccoost+-(rT+c) bern 








rn ; © 
Zt = —csint ac o)sin Zt 


rc 
oder, wenn man t = + 





“= ro rn 


u. 
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$. 67. aus: welchen fich durch Elimination von v. " 


Her =. =.24°3° (7) 
ober . Dar 
6 ————— ————— — — — ——— —— ı_#—=0 (7) 
als Gleichung der geſuchten Epicycloide ergiebt. nn 
3) Es fen der Radius des vollenden Kreifes wieder halb fo groß als 


der des feften, und es werde bie durch den erſtern erzeugte Hypochcloide 


geſucht. 
Venuden wir hier die Glachungen (2): fe. haben wir. Ir für a, und 


; dies giebt 
, x — rcost und v0. 


Die gefuchte Hypocycloide ift bemnach eine 1 gerade einie und Bat ein Du 
meſſer des feftem Kreifed. -. 


4) Es fen der Nabius bes beweglichen Breife gleich dem dritten 
Theile vom Radius des feſten Kreiſes, und es werde die durch den erſtern 
erzeugte Hypocycloide geſucht. 


Hier iſt — a — —ı ie demnach geben 





bie Gleichungen (5) 


m ’+2rr —3(sHyV—1)=0; ; 3&<—yV—1)»” 27 '—_ı1=0, 
woraus wir durch Elimination von. v- 
FHAR HIN HH REN =0 ' (8 
al8 Gleichung der gefuchten Curve erhalten. . 
5) Es ſey b — a = —ı, alſo i ⸗ —3; fo iſt in Folge der 
Gleichungen (5) | | 
w’+3r—4ı+yV—I)=0, 
an nr =0, 
woraus durch Elimination von v | 
y’ırx EEE = @ 


| gefunden wird, als Gleichung ber von einem Kreiſe mit dem Rabdius — 7 
beſchriebenen Hypocycloide. 





KR — 
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6). Es ſey wieder der Radius. des rollenden Kreiſes Kalk fo. groß, als I 67. 
der des feſten, und es werde ‚bie gedehnte oder verkuͤrzte Hypocycloide ge⸗ 
fucht, welche ein beſtimmter Sankt in. der Ebene des zuerft genannten, Kreis 
ſes befchreibt. 

Begeichnen wir die Entfernung bee beſchreibenden Vunktes vom Mittel⸗ 
punkte ſeines Kreifee, tie oben, durch b, fo haben wir in bie Gleichungen 
(4) nur a = Ir zu fegen. Dies giebt ung 

ı= (ir-+-b)cost ; y- (Gr—b)eint | , 





alſo 
— — x — — 
cost = Dpb siınt = r—b 
und wenn wir quabriren und abdiren, 
2 y? 


Ehren! 


als Gleichung der gefuchten Hyporycloide, welche ſomit eine Ellipfe it 
deren Achien r— 2b und r-+2b, find. 


Der folgende kehrſatz laͤßt ſich vermittelſt der Gleichungen (1) und (2) 
leicht erweiſen. 


CLehrſatʒ [46]. L Sede Spwocycloide, weiche durch einen, Kreis 
erzeugt ift, deffen Radius a größer als der der Bafis r ift, iſt einer 
Epicycloide gleich, weldye über derfelben Baſis von einem Areife ers 
zeugt wird, deffen Radius die Differenz der genannten Badien a—r ifl. 
U. Jede Zypocycloide welche durch einen Kreis erzeugt iſt, def 
fen Radius a Kleiner als der der Baſis r iff, iff einer zweiten Zypocy⸗ 
cloide gleich, welche über derfelben Bafis von einem reife erzeugt 
wird, deſſen Radius die Differenz der genannten Radien r—a iſt. 


Um den erſten Theil dieſes Satzes zu erweiſen, ſetzen wir in die Glei⸗ 
chungen (2) ber Hypocycloide = r-+c, wo c nur eine poſitive Größe 
bedeutet, da der Vorausfegung zufolge a>r. Da nın —-a= —c ifl, 
fo erhalten wir 





ce. un . ec 
x — —ceost-+(r+o)eos.—t ; y= — cent Hr o)sin I 


r 
ober, wenn man t = "T- 





9; y= (türen. 








= (FH o)eond —ccost 





$. 67. 


Sig. 53. 
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Diefe Gleichungen geben aber durch Elimination von 9, wie man leicht 
einficht, wenn man fie mit den Gleichungen (1) vergleicht, die Gleichung 
derjenigen Epicycloide, deren Baſis den Radius r hat, und welche von ei: 
nem Kreife erzeugt wird, deſſen Radius c folglich gleich a—r iſt, was zu 
su zeigen war. 


Um die Richtigkeit des zweiten Theiles nachzuweiſen, ſetzen wir in die 
Gleichungen (2) a — r—c, wo c nur eine poſitive Größe bedeutet, da 
der Borausfegung zufolge a <r. Indem nun r—a == c ifi, erhalten wir 


c 
xı= ceost-} (T—c)cos- 





. . C 


. c—[r 
oder, ienn wir t = — . 9 ſetzen, 


x (F—c)eos# + cos —$ ‚y= (sind — cin ——g f 





zwei Gleichungen ,welche eine Hypocycloide ausdruͤcken, deren Baſis r, und 


deren erzeugender Kreis c ober r—a zum Radius hat, was behauptet 
worden ift. 


Wenn ber Radius des erzeugenden Kreiſes = ift, fo geht diefer 
Kreis in eine gerade Linie, und die Epicycloide oder Hypocycloide in bie 
Kreisevolvente über, deren Gleichung wir im vorigen $. aufgeftellt haben. 
Die gedehnte oder verkürzte Epicncloide geht aber unter berfelben Vorauss 
fegung in eine Eurve über, deren Gleichung wir für einen befondern Fall 
in der folgenden Aufgabe auffuchen wollen. 


Aufgabe [109]. Der unbegrenzte Schenkel eines rechten Win 
Fels wälzt fich auf der Peripherie eines gegebenen Zreifes. Der andere 
Schenkel jenes Winkels fey dem Radius diefes Rreifes gleich und nach 
feiner Seite bin gekehrt. Es foll der Ort des Endpunktes diefes zweis 
ten Schenfels gefunden werden. 


Es fen CSP der rechte Winkel in einer feiner Lagen, deſſen unbegrenz⸗ 
ter Schenfel CS den Kreis ABD in D berührt; es fen ferner SP dem Ra⸗ 
dius des Kreifed OD gleih. Nehmen wir nun an, daß B derjenige Punkt 
des Kreifes iſt, auf welchem ber Punkt S bei einer frühern Lage bes rechten 
Winkels fich befand, fo it DS = Bogen BD. Wir ziehen OD, OP und 
OB, und errichten OA. fenfreht auf OB; fo ift, wegen ber rechten Winfel 
bei D und S, und weil OD — SP, ODSP ein Rechteck, alfo Winfel 
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POD gleich einem rechten, und deshalb Winfel BOD = AOP, folglich 6. 67. 
OP = DS = Bogen BD = Bogen AE. Begeichnen wir alfo den Win: 
fel AOP durch t, den Radius vector OP durch u unb den Radius dee 
Kreifes durch r, fo ift Bogen AE = rt, folglid) 

u-rt (10) 
die gefuchte Gleichung des Ortes von P. 


| 4§. 68. 

Eine Spirale iſt eine krumme Linie, welche unzaͤhlig viele ſich immer 
erweiternde oder verengende Umlaͤufe um einen feſten Punkt maͤcht, ſo daß 
ſie in dieſem Punkte ihren Anfang hat, oder daß ſie ſich dieſem Punkte ohne 
Aufhoͤren naͤhert. 
| Eine der einfachften Spiralen ift die zu Ende bes vorigen $. gefundene 

Curve, dern Gleichung 

u=ıt, | (1) 


und welche archimedifche ober auch cononfche Spirale genannt wird. 

Diefe Spirale kann man fi) auch auf folgende Weife erzeugt vorftellen. 

Eine unbegrenzte gerade Linie OP drehe ſich um einen feften Punkt O, und Sig. 55 

| auf derſelben bewege fich ein Punkt P dergeftalt, daß die Wege, bie Diefer 

| Punkt auf der Geraden zurüclegt, den Winkeln proportional feyen, welche 
die Gerade zurüclegt; der Punkt P befchreibt, alsdann eine archimebifche 
Spirale. Denn find für zwei verfchiebene Lagen des Punktes P, deſſen Po⸗ 
larcoordinaten u und t refpective r, r’ und 9, 9", indem O zum Anfangs. 
punkte angenommen wird, fo muß für jede andere Rage jenes Punktes 

"—r! 2 ut = "—3 t—- 

feyn, woraus 

| u == 

| 

| 


ala 
Setzt man nun —— = r und verlegt bie Abfeiffenachfe, indem man 
4 für t fest, fo fommet man zu ber Gleichung (1). 

* dieſer Gleichung (1) ſieht man, daß u für jeden Werth von t 
reell iſt, namentlich ift für die Werthe O, 2n, Ar, 6n etc. u gleich O, 
Zr, Ant, Gr etc. Ueberhaupt iſt für zwei Werthe, F und Y-+-2r, 
von t; welche um vier rechte Winkel von einander verfchieden find, u gleich 


- !—r ( ) 








6. 68, 


Sig. 54. 
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rd.und 794-2, umnd es ſind demnach die: zwei zugehoͤrigen Werthe von 
u um Zr von einander verſchieden. Jede Gerade, welche von dem Aus 
fangspunkte O aus gezogen wird, ſchneidet alſo die Curve in unzaͤhlig vie⸗ 
In Punkten, welche dieſe Gerade in gleiche Theile, gleich Zrn, theilen; und 
daffelbe findet mit der Verlängerung biefer Geraden Statt. 

Setzt man für t einen negativen Winfel, fo wird u negativ, und der 
Endpunft diefeg Leitſtrahls liegt alfo nicht auf dem Schenfel des eben ge 
nannten Winfeld, fondern auf deſſen Verlängerung über O hinaus. Nimmt 
man auf negative Winkel Ruͤckſicht, was zumeilen abſichtlich unterlaffen 
wird, fo ift auch der in der Sig. 53. feiner gezeichnete Theil als zu ber 
Curve gehörig anzufehen, ber aber dem andern Theile völlig gleich ift und 
nur eine umgekehrte Lage hat. 


Aufgabe [110]. Kine gerade Kinie drebt fih um einen feſten 
Punkt A, und auf derſelben bewegt ſich ein Punkt P ſo, daß ſich die 
Winkel, weiche die Gerade AP mit einer gegebenen Richtung bildet, 
umgekehrt wie die nten Potenzen der Känge von AP verhalten. Es 
fol der Ort des Punktes P gefunden werden. 

Wir nehmen den Punkt A zum Anfangspunfte, und eine der gegebenen 
Richtung parallele Gerade zur Achfe der Polarcoordinaten. Sind nun für 
irgend eine Lage ber beweglichen Geraden die Eoorbdinaten bes Punktes P 
gleich @ und r, fo muß für jede andere Lage 

s:t=uW;r | . 
feyn, woraus fich | 

ut=re (2) 
ergiebt. Welches nun auch die Zahl nm feyn mag, fo hat u für jeden poſi⸗ 
tiven Werth von t twenigftend eine reelle Wurzel; die durch die Gleichung 
(2) ausgebrückten Eurven find daher Spirallinien. 


Wenn n = 1 ift und alfo die Gleichung (2) in 

ut = re (3) 
übergeht, fo heißt die dadurch ausgebrückte Eurve reciprofe oder (wegen 
der Nehnlichkeie der Gleichung (3) mit ber Gleichung xy = ie? ($. 29. 
G. 26)) Hyperbolifche Spirale. Segt man in u — = dad t =, 


fo iſt u — eo; läßt man nun t nad) und nach wachfen, fo wird a immer 
kleiner und Eleiner; ber Punkt P nähert ſich alfo dem Anfangspunkte im 


— 35 — 


meer mehr und mehr, ohne ihn je zu, erreichen, "ober, mit: andern orten, 5. 68. 
Die Spirale macht ungählig viele, fich immer mehr und mehr verengende 
Bindungen um den Anfangspunft A, den fie niemals erreiht. Da für ne 
gative Werthe von t auch u negative Werthe erhält, fo gilt hier das Naͤm⸗ 
liche, was wir in biefer Beziehung vorher von der archimediſchen Spirale 


bemerkt haben. 
Sehen y= usint if. Ss 3.8. 10.), Je br bie olicun (3) 


y <ra, ausgenommen, wenn t = 0 iſt, in welchem Salle aber u = @ 
wird. Hieraus ergiebt fih, daß die Eurve nicht Die Gerade MN erreicht, 
welche von dem Anfangspunkte A die Entfernung AQ = ra hat, daß fe . 
ihr aber immer näher und näher fommt. 

Nimmt man auf ber hyperboliſchen Spirale irgend einen Punkt P an, 
und befchreibt mit dem Radius vector AP um A einen Kreis, fo ift der 
Bogen PR diefed Kreifg — APxt = ut = re, alfo «ne conflante 
Größe, wo auch ber Punft P auf der Eurve angenommen feyn mag. 


Wenn n == 2 iſt, und alfo die Gleichung (2) in gig 55. 
| vet re (4) 
übergeht, fo heißt die Eurye Lituus *). Gebt man t = 0, fo wird 
u= @; läßt man t wachfen, fo wird u immer Eleiner und kleiner; der 
Punkt P nähert fih alfo dem Punfte A immer mehr und mehr, oder bie 
Spirale macht unzählig viele, fich immer mehr und mehr verengende Win- 
dungen um den Punkt A, ben fie nie erreicht. Es kann bier t nicht negas 


tin genommen werden, weil un — 4 & für jeden negativen Werth 


von t imagindr wir. Da aber u zwei gleiche und entgegengefeßte reelle 
Werthe bekommt, wenn t poßtiv ift, fo heſteht auch dieſe Curve aus zwei 
vollfommen gleichen, Theilen, die fo um ben Punkt A liegen, daß biefer ei⸗ 
nen Mittelpunfe bilder. 

- Nimmt man auf der Curve irgend einen Punkt P an, und befchreibt mit 
| dem Radius vector AP einen Kreis, fo ift bee Sector RAP dieſes Kreiſes, 
welcher zwiſchen biefem Radius und ber Geraden liegt, von toelcher bie t 
| an gerechnet find, = AP’xt = ut = rie, alfo eine conflante Größe. 


| *) Cotes. Harmonia mensurarum (1722), p. 85. 


6. 68. 


Fig. 56. 
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Aufgabe [111]. Kine gerade Kinie dreht ſich um einen feften 
Punkt A, und auf derfelben bewegt fi ein Punkt P fo, daß, wäh: 
rend die Winkel, welche von der Geraden befchrieben werden, in arith⸗ 
metifcber Progreffion wachfen, die Längen von AP in geometrifcher 
Progreffion zunehmen. Es foll der Brt des Punktes P gefunden werden. 


Bezeichnet man eine in arithmetifcher Progreflion flehende Neihe von 
Winkeln, welche die Gerade AP mit der Abfeiffenachfe u durch 
0, 0, 20, 30,.... nꝰ0, m+D%,.. 
ſo ſind bie zugehoͤrigen Rängen von AP durch | 
r,re,re,Te®,...Tö u ret,. 
gu bezeichnen. - Set man nun nd = t und re" = u, fo ergiebt ſich 


durch Elimination von n 
t 


— 


hr 
ur 


als Gleichung der gefuchten Curve. Was nun auch e und ſeyn mögen, 


ſo kann man immer « — e” = (egen, wo e die Zahl, deren natürlicher 
Y 
log. nat.e folgt; 





Logarithmus gleich 1 if, bedeuten fol, woraus denn m = 
und dadurch nimme die Gleichung der Eurve die Form 
t 


u= re" (5) 
an. Entwickelt man t, fo fommt t = mlog — ‚, weshalb bie Eurve Io: 


garichmifche Spirale genannt wird. 

Zu jedem pofitiven Werthe von t gehört ein reeller Werth von u, wel: 
cher pofitiv und größer als r, und zu jedem negativen Werthe von t gehört 
ein reeller Werth von u, welcher pofitiv und kleiner als r il. Fürt = 


+2 widu=o, frt=0wdu=rund fuͤrt —o Wird 


u=0. Die Curve, welche fi) auf der einen Seite ind Unenbliche er; 
ſtreckt, nähert fi) auf der andern Seite dem Anfangspunfte A. unbegrenzt, 
ohne ihn je zu erreichen. Außer den pofitiven Merthen hat der Radius 
vector auch noch negative Werthe, wenn — ein Bruch mit geradbem Wen: 


ner iſt; aber biefe negativen Leitſtrahlen geben Feine continuirliche Folge von 
Punkten. 
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u 


. Eine Eurve, welche mit einer transfcendenten Linie in ber Verwandt: 
fchaft der Eollineation fteht, ift, wie man leicht einfehen wird, auch eine 
transſcendente Linie Wir wollen bier nur den Fall der Aehnlichkeit in Er: 
mwägung nehmen, und in biefer Beziehung die Iogarithmifche Spirale be 
trachten. 

t 
Es ſey u = re” die Gleichung einer Iogarithmifchen Spirale. Ber 
ändert man bie Lage ber Geraden, von welcher bie t an gerechnet find, um 


den Winfel 3, ohne den Anfangepunfe zu ändern, fo nimmt biefe Gleichung 


t— #4 


die Form u= rem = re = an. Geht man nun zu rechtwinkli⸗ 


gen Eoorbdinaten über, fo kommt für bie erfte Lage ber Geraden, von telcher 
die t an gerechnet find, 


= 7 
VP+r?= ren zelees ) (1) 
und für bie zweite Lage 
y — zu re ® m m mer(tos — 2) 


Verlegt man noch ben Anfangspunft der xy bei ber seiten Lage der Coor⸗ 


Dinatenachfen nach einem Punkte, deſſen Eoordinaten —a und — 4 feyn 
mögen, fo erhält man 





—_. Ir tang = IP) 





VG HG re "eM 7,0 
und nimmt man man die Logarithimen, fo ergiebt ſich aus (1) und (2) 
x — r I 
— Vv— Mk — a 
IP —tang| miog IHN —— 1 ı 6) 
m 
re 


zwei Gleichungen, welche dieſelbe Iogarithmifche Spirale auf verfchiedene 
Goorbinatenfpfteme bezogen ausbrüden. Denkt man ſich aber nun beide 
Coorbinatenfofteme zur Congruenz gebracht, fo drückt bie Gleichung (3) eine 
logarithmifche Spirale aus, welche ihren Pol im Anfangspunkte bes ges 
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6. 69. meinfchaftlichen Coordinatenſyſtems hat; die Gleichung (4) aber drückt eine 
der erftern gleiche Spirale aus, deren Pol die Eoordinaten &, A bat, und 
in welcher jebe Gerade, die einer Geraden in der erſten Spirale entfpricht, 
mit biefer den Winkel 3 bilder. 

Um nun biejenige Curve zu finden, welche der Spirale (3) aͤhnlich iſt 
und ähnlich liegt, ſetzen wir, in Folge der Gleichungen (3) des $.17., ay+b 
für y, und ax-+-c für x in bie obige Gleichung (3). Dies giebt, wenn 
wir bie Zähler und Nenner ber darin borfommenden Brüche durch a di⸗ 


vidiren, 
b | 
Fr | V 6-3 ++) 
— = tang|mlog. _ a7 N Ba’ (5) 
ı+ ra 


Da aber a, b und c wilfürliche Eonftanten find, fo wollen wir fie fo be 
ſtimmen, daß 


57 -243 7* —-4 3 aloe (6) 


werde. Dadurch wird die aus (3) erhaltene Gleichung (5) der Gleichung 
(4) identiſch, und es iſt demnach eine der logarithmiſchen Spirale aͤhnliche 
Curve dieſe ſelbige Spirale in einer andern Lage. Daß die Beſtimmung der 


— ⸗ 
— 


drei Conſtanten moͤglich iſt, erhellet von ſelbſt; denn man findet a=e”; 
& 4 
b=—Pe";c—= —ae”. Die Gleichungen (3) des $. 17. nehmen 
nun, wenn wir, um die Verwechfelung mit Polarcoordinaten zu vermeiben, 
dag dortige t und u durch x’ und y’ bezeichnen, die Form 
RL. —3— 


y y; X= ek) 
an. Hieraus 'ſſieht man, daß der Anfangspunkt der xy', d. i. ber Pol der 
logarithmiſchen Spirale in ihrer durch die Gleichung (3) ausgedruͤckten 
Lage, dem Punkte aß, d. i. dem Pole biefer Spirale in ber Lage, welche 
durch die Gleihung (4) angegeben ft, entfpricht; denn für y=-® d und 
XS VO ergiebt ſich y S4 und x·— —. 
t 
Haͤtten wir die Gerade, von welcher bie t in ber Gleichung u — em 
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angerechnet ſind, nicht um ben Winkel 3, fondern in einen Winkel 60. 


5 2 oder allgemeiner um einen Winfel NAa⸗ aus Ihrer Lage bebreht, 
wo i irgend eine gar Ba bebeutet, ſo haͤtten wir fie vba, offenbar 


nicht in eine dritte Lage gebracht. air önnen demmach ſtatt e* * Ascot 
⸗ 4 ?ir 
mn” 


e feßen, was die Gleichung (a) auch wirklich nicht verändert; denn 
es ift, wenn wir ber Fire wegen V(y— — durch U bezeichnen— 








| = tang | mlog U 3 42in | ='lang] mlog U >31 Aber 
Ä "m 1°. 1 .n 
| re re 


die Conftanten a, b und c erhalten hierdurch andere Werthe, naͤmlich 
26a 9. ir Pı 2ir 
a=e"” "5; be—fe" ";c=—a" ”, 
und für die Coorbinaten x,, yı ded Aehnlichkeitspunktes, bie wir aus den 
Gleichungen 55* — ay 4b dr = ax+c finden, indem wir x = x 
und y = 'y’ feten, ergiebt ſich alsdann . 


x 


= en I n=- — sn ! 
l1—e nn . 1-e :".: 
fo babe se eine unendliche Melhge von ae fir beide Curven 
in benſelben beiden Laͤgen giebt, f welche; ba 2 = iſt, mit ben. beiden 


Polen in gerader, Linie liegen. Ale diefe Aepnlifetspunfte fallen aber zu⸗ 
ſammen, wenn die beiden Pole auf einander liegen; Senn alsdann ift « —= 0 
und f=0, alfo ah = yı=0. De gemeinfchaftliche Pol ift, al 
dann ber Aehnlichkeitspunte, und ſelbſt wenn 580 iſt, d. i. wenn beide 
Curven zur Congruenz gebracht ſind — eine Lage, für welche di oben angege⸗ 


benen Gleichungen zwiſchen %, Y, xund yay = e* ain und x = 


| ein, übergeben — find bie verſchiedenen Windungen der Curve als einan⸗ 
en ähnlich und aͤhnlich⸗ liegend anzufchen. 


— — 


6. 69. 


— mM — 


Zwei gleiche logarithmiſche Spiralen ſind alſo, wie ſie 
auch liegen mögen, wenn nur ihre Windungen ſich nach derſel⸗ 
ben Kreisrichtung refpective erweitern und verengen, als aͤhn⸗ 
liche und aͤhnlich-liegende Eurven zu betrachten. 

Wir unterlaffen es, bie Solgerungen bier auszuführen, bie fich aus dies 
fer merkwuͤrdigen Eigenfchaft ber logarithmifchen Spirale in Beziehung auf 
eingefchriebene Figuren leicht ergeben. 


. 0. | 
Eine Curve, welche mit einer transfcendenten Linie in derjenigen Der: 
wandtſchaft fteht, die wir in den $$. 50. u. 51. betrachtet haben, ift felbft 


- eine trangfcendente Linie. 


Wir wollen, wie in $. 63.,-bie Gleichungen 
y+rx—‘!=0, (1); y-ıX=0 (2) 
zu Grunde legen (indem wir, um DBerwechfelungen gu vermeiden, für bie 
dortigen t und u bier x’ und y’ feßen), aus welchen fich 
2 %r 
= aa 3 Nenn (3) 
ergeben. 


Aufgabe [112]. Diejenigen Curven 3u finden, welche mit der ars 
chimedifchen, der byperbolifhen Spirale, dem Lituns und der logaritb: 
mifchen Spirale in der, durch die Gleichungen (1) u. (2). ausgedräds 
ten, Derwandtfchaft ffeben. 

Bezeichnen wir bie Polarcoorbinaten des Syſtems xy durch t, u, und 
diejenigen des Syſtems x’y’ durch t, w, fo if 

y=usit ; x=ucost ; y=uant ; x = ucest'; 
und bie Gleichungen (3) geben 


. aꝰ aint Fa a?cost 
u'eint =. ;  woot = 





Dividiren. wir bie einzelnen Theile biefer Gleichungen durch einander, fo 
fommt 


sint  sint R | | 
woraus 2 


Vmt, FE BE (4) 
folgt. 
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folgt. Addiren wir aber bie Duabrate ber einzelnen Theile diefer Gleichun⸗ 6. 70. 
gen, fo ergiebt fih u? = * oder 


u' — —. (5) 


Diefelben Refultate können wir auch unmittelbar aus ben Gleichungen (1) 
u. (2) erhalten; denn durch Subftitution der genannten Ausbrüde von x, 
yı X u. y verwandeln fich dieſe Gleichungen in 
uu(sint sint --cost cost)—a? = 0 ; uu’(cost sin!’ — sintcost‘) = O0, 
oder in 
wc - t) - aꝰ — O ; wsnft—t}) =0, 

woraus ſich in!’ —t)=0, alſo t —=t, fobann cos(t —t) = cosO 1 
und ul —a? —= 0, wie vorher, ergiebt. 

1. Einer archimebifchen Spirale, deren Gleihung u’ —= rt’, entfpricht 
nun, in Folge der Gleicungen (4) u. (5), eine Curve, deren Gleichung 


— — rt, oder ut — —, und bie alſo eine hyperboliſche Spirale iſt 


(% 68. ©. 3). 

U. Hieraus iſt zugleich klar, daß umgekehrt einer hyperboliſchen Spi- 
rale eine archimebifche Spirale entfpricht. 

II. Dem Lituus, defien Gleichung ut = r’a ($. 68. ©. 4), nt: 
fpricht, in Folge der Sleichungen (4) u. (5), eine Eurve, deren Gleichung 
= ra ober we — It iſt, und welche paraboliſche Spirale ge: 
nannt wird. 

L2 
IV. Der logarithmiſchen Spirale, deren Gleichung W"=re" ($. 68. 
t t_ 
BE a? m a D 
G. 5), entſpricht eine Curve, deren Gleichung re oder u= Ze 
iſt. Diefe Curve ift ebenfalls eine logarithmifche Spirale, und zwar ift fie 
der erfiern gleich und hat mit ihr denfelben Bol, nur macht. fie ihre Win- 
dungen nach entgegengefeter Kreisrichtung. Denn dreht man die Gerade, 


— 
von welcher bie t, in ber Gleichung u — —e M an gerechnet find, um | 
21 
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$. 70. den Winkel 4 = Im log—; fo verwandelt fich die eben genannte Gleichung 


_!-$ _t,? „a _t 
ber Curve in u = De u = -e mn Mm —e.e ober weil 
r r? n 109 * 2* 
3’ = ing mloge und e — zımu=re N 


t 
eine Gleichung, welche mit u — re” bis auf das Vorzeichen von t über: 
einftimmt. 


Es laſſen fi) aus den eben gefundenen Nefultaten mehrere, die ges 
nannten Spirallinien betreffende, Säge auf eine fo einfache Art herleiten, 
daß es hinreichend ſeyn wird, einen bderfelben bloß anzuführen. 


Lebrſatz [47]. Es feyen S und z zwei gleiche logarithmiſche 
Spiralen, welche einen gemeinfchaftlichen Pol A baben, ihre Winduns 
gen aber nach entgegengefenten Zreisrichtungen machen. Man nenne 
irgend eine Windung der Spirale S die Ote, und die darauf folgenden 
äußern Windungen der Reibe nach die Ifte, 2te, 3te, u. f. f, die vor 
bergebenden innern Windungen aber der Reibe nach die — Iſte, —2te, 
—3te, u. f. f. Man nenne ferner irgend eine Windung der Spirale 2 
die Ote, und die darauf folgenden innern Windungen der Reibe nach 
die Ifte, 2te, 3te, u. f. f., die vorbetgebenden äußern Windungen der 
Reihe nach die — Iſte, —2te, — te, u: fi f. Zieht man nun irgend eine 
Gerade, welche unzäblig viele Windungen der Spirale S, und zwar eine 
jede im Allgemeinen zweimal, treffen wird, bezeichnet man die beiden 
Durchſchnittspunkte diefer Beraden und der unbeflimmten mten Windung 
durch a,, b; ziebt man ferner von A aus nach allen Durchfchnittes 
punkten gerade Kinien, von weldyen eine jede alle Windungen der Spi⸗ 
rale 2 in einem Punkte fchneiden wird, und nennt den Durchfchnitt der 
unbeftimmten Beraden Aa,, Ab, mit der unbeftimmten nten Windung 
der Spirale Z ao, 2, Pm,n ſo laffen ſich aus diefen Durchfchnittspunften 
unzäblig viele Bruppen bilden, von denen eine jede aus unzaͤhlig vielen 
Punkten o, 2, Pm,„ beftebt, Deren beide Indices ſaͤmmtlich diefelbe Diffe⸗ 
renz baben, und alle Punkte einer jeden Gruppe liegen auf der Peripbe 
rie eines Kreiſes, der durch den gemeinfchaftlichen Pol A gebt. 








Zweite Abtheilung. 


21 * 








Bon den Tangenten, Normalen und Afymptoten ber 
Ä Curven. 


| gi. 
Ein gerade Linie DE berührt eine Eure BPC in einem Punfte P, wenn $ie. 57. 
fie mit dieſer Eurve den Punkt P gemein bat und fo liegt, daß burch 
denfelben Punkt P feine andere Gerabe gesogen werben kann, welche in 


der Nähe dieſes Punktes gmwifchen ber Eure BPC und der Geraden DE 
durchgeht. 


| Es ſey 
y= 9) (1) 
die gegebene Gleichung einer Curve BPC in rechtwinkligen ober fchiefwinfli- 
gen Eoorbinaten, und ed feyen x,, yı bie gegebenen Eoordinaten eines be: 
fimmten Punktes P dieſer Eurve, fo daß man hat 
yı = 9) ; (2) 
fo ift die Gleichung: der Berührungslinie oder Tangente DE im 
Punkte P 





d 
n=ga-n)ı (3) 
worin denjenigen Werth des aus ber Gleichung (1) bergeleiteten Dif— 


ds, 
ferential» Eoefficienten = bedeutet, den man erhält, wenn man in dem lebt: 


genannten für x ben Werth x,, und alfo auch für y den Werth y. febt. 
Denn es ſey irgend eine andere Gerade FG durch den Punkt P gejos 
gen, deren Gleichung ($. 4. & 8) . 


y-yı = mx—ıx,) (4) - 


— — — — — —— — — — — — — — 


$. 71, 


—  — 





ift, wo m irgend eine von 7 I verfchiedene Größe bedeutet. Es ſey ferner 
1 


P’ ein dem Punkte P nahe liegender Punkt der Curve, deſſen Abſciſſe 
AQ' = x,-+h und Ordinate QP. y; P" der Punkt, in welchem DE, 
und P” derjenige, in welchem FG von P’Q’ ober von deren Verlängerung 
gefchnitten wird; QP" = y'’; QP" = y”. Alsdann ift, in Folge von 
(1), y = g(x,+h), oder nah dem Taylor’fchen Theorem, 

d’y, h d’y, ı MB 
yantg ——— di? 1.2.3 





— -# etc, 
Ferner ift, in Solge von (3), "’—yı = Tg +h—n)r ober 
1 


d 
„= =yıt+ * ——h ! 
und, in dotge von (4), "—_y = = nt); ober 








y„"=yıtnmlı. 
Hieraus ergiebt ſich 
, hr dy, boe d'y, bh‘ 
meyy arte TastaTagete 
dy 
AD MN — mt 
PP" =y — dh 


Nun kann aber bekanntermaßen h immer fo flein angenammen werben, ba, 
für Diefen Werth von h und für. jeden kleinern Werth, abfolut gmammen, 
dy, "® d’y, d'y, 


h+ 
at aan tree < (a hr 


daß alfo PP" < P’P" werde. Der Punft P kann alfo, für ein gehörig 
fleine h= QQ', nicht zwifchen P’ und P” Tiegen, welche Größe auch m 
haben mag; es Fann folglich, feine gerade Linie durch den Punft P gegogen 
tverden, welche zwiſchen ber Curve und ber Geraden DE, deren Gleichung 
(3) iſt, durchgeht, und es iſt alſo dieſe Gleichung die der Tangente im 
Punfte sıyı - 


Bern FE = 0 if, gebt die Glcihung (3) in y—yı = 0 übe, 
und es iſt alfo bie Tangente im Punkte xy, ber Abſciſſenachſe parallel. 
Wenn aber * = @, fo geht bie Gleichung (3) in —x. = 0 über, 
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und druͤckt alfa eins durch den Punkt x,y, gehende, ber Orbingtnachfe pa 6. 71. 
ralfele Gerade aus. Daß auch in diefem Falle dieſe Gerade die Tangente 
im Punkte x,yı fey, folgt nicht unmittelbar aus der obigen Herleitung; 
vertuechfelt man aber bie Abfeiffen- und —— mit einander, ſo 


verwandelt ſich x in y und yinx, daher SE dr7 und bezeichnen wir 


bie mon Eoorbinaten des Punktes x,y, * , yl, ſo daß x. yund 
yı=r, fo iſt die Gleichung der awente in dieſem Punkte u die neuen 


Eoorbdinaten bezogen y—y! = N K—n) Da nun aber I — 


gg, 1 
= * dy,' ay, ® if, wenn n- =o, Hr = 0, und folglich bie Tangente 


der nm Abfeiffenachfe, d. i. ber alten Ordinatenachfe parallel. 


Wenn die Linie, welche won einer Geraden berührt wird, von einem 
hoͤhern Grabe als vom zweiten oder wenn fie transfeendent ift, fo kann fie 
mit biefer Tangente noch andere Punkte außer dem Berührungspunfte ge: 
mein haben, und in diefen Punkten von der Tangente gefchnitten oder auch 
wieder berührt werben. In jedem Falle aber ift ber Berührungspunft fo 
anzufehen, als ob in ihm wenigſtens zwei Durchfchnitte vereinigt wären. 
Denn wenn y = 96) bie Gleichung ber Curve if, und “I buch 9’) 
bezeichnet wird, fo ift die Gleichung ber Tangente im Punkte xy, ber Eurve 

yyı = pa)k—x] ode y—ga) = ya)lı—x] - 
Um nun alle Punkte zu finden, welche diefe Tangente mit der Eurve gemein 
dat, muß man x und y aus biefer legten Gleichung unb ber Gleichung 
y= 9) entwickeln. Eliminiren wir zuerſt y, fo kommt 
6) - ya) = Pya)ıa—xı] ı (5) 
und dieſe Gleichung iſt es, welche die Abfeiffen ber gemeinfchaftlichen Punkte 
su Wurzeln hat. Differentiiren wir biefe Gleichung, indem wir x, als con- 
fiant und nur x ale veränderlich betrachten, fo kommt 
gs) = pr), (6) 
eine Gleichung, die offenbar befriedigt wird, wenn man x = x, fehl. Es 
befriedigt alfo der Werth x, von x nicht nur bie Gleichung (5), fondern 
auch ihre erfte Ableitung, es find folglich, nach einem befannten Gate, zwei 


5.7 


Fig. 57. 
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Wurzeln der Gleichung (5) gleich x, und es fallen alfo zwei Durchſchnitte 
in dem Beruͤhrungspunkte zuſammen. 


Die Gerade, welche im Beruͤhrungspunkte auf der Tangente ſenkrecht 
ſteht, heißt Normale. 


Aufgabe [113]. Die Gleichung einer Curve iſt gegeben. Man 
ſoll die Gleichung der Normale in einem Punkte dieſer Curve finden. 


HE a der Eoordinatenwinfel, fo findet man aus ber Gleichung (3) 
unmittelbar, nach $. 6. (Aufg. 9. ©. 3) 


ober 
(GE-+ cos (y— rar „ cose)(*—x) = =0. (7) 


Wenn bie Eoorbinaten rechtwinklig Aus, f it «=, und dam. 
seht diefe Gleichung in 
unten =0 (8) 
über. 


Unter der Länge der Tangente und Normale eines Punktes P auf eis 
ner Curve verfieht man die Längen der Stücke biefer Geraden, welche, toie 
PT und PN, von bem Punkte P und von der Abfciffenachfe begrenzt wer⸗ 
ben. Diejenigen Stuͤcke ber Abfeiffenachfe, welche zwiſchen der Orbinate und 
der Tangente und zwiſchen der Ordinate und ber Normale bes Punftes P 
enthalten find, wie QT und ON, heißen Subtangente und Subnor⸗ 
male des Punktes P. 


Aufgabe [114]. Ss follen die Ausdräde für die Längen der 
Subtangente, Subnormale, Tangente und YTormale eines Punftes ge: 
funden werden, wenn die Coordinaten rechtwinklig angenommen find. 


Bezeichnen wir die Abfciffen der Punkte T und N, in welchen die Tan: 
genfe und Normale des Punktes P die Abfeiffenachfe fchneiben, refpective 
durch x, und x, , fo finden wir aus den Gleichungen (3) und (8), indem 


wir y gleich Null ſetzen, 





— — —— — — — — — 


d 
AN=2,=x+tyı * 
Hieraus ergiebt ſich unmittelbar 


Subtangente QT=AQ-AT = ‚.s—x = ve r (9) 
1 
Subnormale QN= AN—AQ = x,—x = — (10) 


Tangente PT='PQ Hy) 5* ey) Hays im 
hr 
Rormle PN= VpQ’+QN’ = yı a =yı +; 3 13) 


Iſt der Werth des Ausdrucks yın yı * poſitiv, ſo liegt die Subtangente 
1 


nach der negativen Seite der Abſciſſen hin, iſt dieſer Werth aber negativ, 
ſo liegt ſie nach der poſitiven Seite der Fall bin. Umgekehrt verhält «8 


ſich mit dem Zeichen des Ausdrucks yızı und ber Lage der Subnormale. 


Wenn im Anfangspunfte der Coorbinaten eine Senfrechte auf dem Ra⸗ 
bins vector eines Punktes P errichtet wird, fo heißt dag Stück derfelben, 
welches von dem Anfangspunfte und der Tangente im Punkte P begrenzt 
wird, Die Polar-Subdtangente, und dasjenige Stück, welches vom Ans 
fangspunfte und der Normale im Punkte P begrenzt wird, kann die Po⸗ 
lar:Subnormale genannt werben. 


Aufgabe [115]. Es follen die Xusdräde für die Polar: Subtans 
gente und Polar:Subnormale gefunden werden. 

Diefe Ausdruͤcke laſſen fih, ohne die Figur zu Hülfe su nehmen, auf 
folgende Weife auffinden. 

Seßt man, daß x und y in ben Gleichungen (3) und (8) rechtwink⸗ 
lige Eoordinaten bedeuten, und Behufs ber Transformation in Polar: Coor⸗ 
dinaten ($. 3. d- 10.) 

y=usint ;s x=ucos, 


fo ergiebt fich durch Differentiation 


6. 71. 





dy _ _ . ‚du „ d«___ ‚du .. 
Frl sint „ Pucoet ı > cost; —usint; 
folglich 
du 
dy _ sint „t-ucost 


di — du 
cost— — ustint 
dt ' 


Subftituirt man in die Gleichungen (3) u. (8) für Yı X Yır X, und 
2 bie fo eben angegebenen Ausbrüde, indem man bie Polarcoordinaten 


des Punktes xy, durch t, und u, bezeichnet, fo kommt, u) einigen Teich» 
ten Reductionen, die Ppola aleichuns der Tangente 


feine 9 ost Jura =0, (13) 
und Die Polargleichung ber Normale 
d du 
foot) + eilt nung =0. (4) 


Die Gerade, auf welcher die Tangente und Normale die Stücke ab: 
fchneiden, welche Polar-Subtangente und Polar: Subnormale genannt wor: 
den find, fieht auf dem Radius vector u, fenfredht. Da nun biefer Radius 
vector mit der Achfe, von welcher die t an gezählt find, ben Winkel t, 
macht, fo bildet bie eine Seite der genannten Geraben mit biefer Achfe den 
Winkel 1 —ir, und bie andere Seite den Winkel t, Hin. Segen wir 
Daher in bie Sleihung (13) t = t, —in, al t—t, = —In, und in 
die Gleichung (14) t — t, rin, alſo t—t, = Hin, fo erhalten wir 
für u zwei Ausdrücke, welche die gefuchten find, nämlich 


Polar: Subtangente = * ' (15) 
Polar -Subnormale = m (16) 


Iſt der Werth des Ausdrucks a pofitiv, fo liege die Polar⸗Sub⸗ 


tangente nach ber Richtung bin, nad) —* die Winkel abnehmen; iſt die⸗ 
ſer Werth aber negativ, ſo liegt ſie nach der Richtung hin, nach welcher 


die Winkel zunehmen. Umgekehrt verhaͤlt es ſich mit dem Zeichen von 7 . 
1 
und der Lage der Polar⸗Subnormale. 
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Es if muͤtzlich, beſonders zu bemerken, baf bie trigonometriſche Ta €. 71. 
gente des Winkels, Br die Tangente eines Punktes xy, mit ber Abs 


feiffenachfe bildet, pur ST 3, und diejenige des Winkels, welchen die Nor⸗ 


male mit dieſer Achſe macht, Sur ro * ausgedruͤckt wird, wenn die Coor⸗ 


dinaten rechtwinklig ſind; ferner 8* bie trigonometrifchen Tangenten ber 

Winkel, welche die Tangente und Normale eines Punktes t,u, mit dem 

Radius vector bilden, vefpectine durch u, rn und — 1 — auggebrückt ters 
1 

den, wenn die Gleichung der Curve in arcrernnn gegeben iſt. Die 

beiden erſten Ausdruͤcke folgen aus den Gleichungen (3) und (8); die bei⸗ 

| den letztern aus den Ausdrücken (15) und (16). 


| $. 72. 

Aufgabe [116]. Man foll die Gleichungen für die Tangente, und 
die Ausdrüde für die Subtangente an der Eiffoide, Conchoide, Eardioide, 
Aemniscate, logarithmiſchen Ainie, Rettenlinie, den Eycloiden, Epicy⸗ 
cloiden und Bypocycloiden aufftellen. | 


1. Aug der Gleichung ber Eiffoide in rechtwinkligen Coordinaten ($ 59. 
&. 8), der wir, c = 2r fegend, die Form 
Pr —sı)—ı? = 0 
geben, folgt die Diffgrentiglgleichung | 
dy — dy _ Jı td, 
Xlr—)y22 Yard, al di,  Mama)y, ' 


und daraus die Gleichung der Tangente im Punfte u) ($. 71. ©. 3) 
Aar—s)yF—y) =, tr N)Aa—a) ı 
oder, wenn man y entwickelt, 
y,+3ı) Aryꝰ — 3x y - 3) 
y= I )yı 1 + 2(2r—xı)yı 1 ' 
oder auch, wenn man, in Solge der Gleichung der Curve, fuͤr Jı den Aug; 


druck * ſubſtituirt / 


y„= + {Grm} f 





$. 72. eine Gleichung, im welcher das obere ober untere Vorzeichen gu nehmen if, 


je nachdem ber Berührungspunft auf der Seite der pofitiven oder der nes 
gativen Drbinaten liegt. 
Man findet für bie Sormams 


m nn — ——— —— 
® 


I. Aus der Gleichung der Eorchoide in rechtwinkligen Coordinaten 
($. 60. ©. 6) 
y* — 2by’-+(x’+b?— a?)y? —2bx’y-+-b’x? = 0 
folgt die Differentialgleichung | 
By — by +@+b’— any br} 42 2by-+-bNr =0, 


und daraus die Gleichung der Tangente in einem Punkte x,y, der Eurve 
ay:2—by ++’ be}y-Y-Hn—b)'na-a) = 0. 
Man findet für die Subtangente 

ia _ Pr Gy) +@’+b’—al)y, —brty. 

dy, — (yı—b)’x, 


Diefem Ausdruc und auch jener Gleichung der Tangente laffen fi) mit 


Huͤlfe der Bleichung der Curve noch andere Sormen geben, wobei wir nicht 
verweilen wollen. 


UI. Aug der Gleichung der Cardioide ($. 61. &. 5) 
y'—2Q2r?+-2rr— x’)y’ — Ar’ 2ı! = 0 
ergiebt fich die Differentialgleichung 

tr HH HR 
und die Gleichung der Tangente 


yı |y ‚tz —2r(r+X)) 3 Y—y Jr RR) IX —ry ‚+3x7)} w-ı)=0. 


Für die Subtangente findet fich 
dx, _ vi rr—2rl+x)} 
dyı WHEN) —RlyHr) ' 
IV. Aus der Sleichung ber Lemniscate ($. 62. ©. 2) 
0 +a’(y?—x”) — 0 
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ergiebt ſich durch Differentiation 
— Hr} *0, 
und die Gleichung der Tangente 
MH) rag yIrnf2yrr N) ara—ı)=0, 
welche fich, in Folge der Gleichung der.Eurve, auf die Form 
Berti) 0 


dringen läßt. 
Kür die Subtangente findet man 
& _ _ Wort) taily, 
Jıgy, — 20? +12) —a’tz, . 


V. Aus der Gleichung der Iogarithmifchen Linie ($. 64. ©. 4) 


m 
= me 
folgt durch Differentiation 
" x 
d = 
* — en N 
und die Gleichung der Tangente 
| x, 
y—-Jı = e" X), 


X. 
oder, ba, in Folge der Gleichung der Curve, €" — a if, 
my—y)=yAa-—ı). 
Kür bie Subtangente ergiebt fich ve — IL —_ m. Die logarith⸗ 


Xı 


. m 
€ 


mifche Linie hat alfo die merfwürbige Eigenfchaft, daß an ihr bie Subtan⸗ 
gente conſtant iſt. 
VI. Aus der Gleichung der Kettenlinie ($. 64. ©. 5) 


x x 


y-= 2 (e"+ e ”) | 
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6: 72 ergiebt fich durch Differentiation 
ay — ( 25 =), 
dx 
unb bie Gleichung der Tangente | 


. x, _ dı 
By) ler Man): 
| koch 
2y e"re ® 
a Tu. 5° 
N Vor m Le m 
Nehmen wir die Gleichung der Kettenlinie, in welcher der Durchmeffer 
der Eurve zur Abfeiffenachfe angenommen ift ($. 64. & 6), nämlich 


ıtVx?— m? 
— nn; 
m 


ferner bie Subtangente —* = 
yı 


y- m.log 
ſo fommt 
dy _ m , 
dx =£Ve—mi’ 
und alsdann ift die Gleichung der Tangente 
| Ve? —m’(y—yı) = ma—x), 
welche allerdings aus ber vorigen Gleichung biefer Tangente hergeleitet wer⸗ 
den kann. Fuͤr die. Subtangente ergiebt fich jege TI Zu . 
VIL Aus der Gleichung der Cycloibe ($. 66. ©. 4) 
x a.arc( cos = SI) Vyy 
folgt 
a“ __Y _ 
| | dy Viay-—y? ' 
und bie Gleichung ber Tangente 
Yıy—yl) = V2ay,— ya) ı 
fo wie bie Subtangente 
yı_ 


da ___I__ 
Yıay un Yayı —y? 





VII. Aus der Gleichung ber gebehnten uber verkuͤrzten Cycloibe 6; 73, 
($. 66. ©. 6) 








x = a.ar[oo = =, — — 
folgt a: _ | 


und die Gleichung ber —— | 
yıy-y)= aan) N 


ferner bie Subtangente ne 


IX. Aus ber Gleichung ber Epieycloide ober Hypocyeloide ($. 67. 
61u2) 














ra 

ıa (a)oostzpae Ei 

y= (rta)sint—asin —ı 
ergeben ſich 
= o)einte lei, t= L%rbo)eing.. tea, t, 

+ + 
T- _ (ra) cost — (ra) eoe——. {= Arta)ein,.. tein- Ze t, 
daher | 
4 
= — +tang! Zt 


und die Gleichung ber Zangmte 








9; 
y-yı = tan. 1, \c—2) 
. m yı _ 
Die Subtangente ift = FEIN — u 
—tiang da 1 


In dieſen Formeln gilt das obere Vorzeichen fuͤr die Epicycloide und 
das untere für Die Hypocycloide. 


Aufgabe [117]. Die Polarfubtangente, die Polsrfubnormale und 
den Winkel, welchen der Radius vector mis Der Tangente oder KTors 
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8. 72. male bildet, an der Rreisevolvente, der archimediſchen Spirale, der by; 
perbolifchen Spirsle, dem Kituus und der logarishmifchen Spirale zu 








finden. 
I. Aus der Gleichung der Kreisenolvente ($. 66. ©. 2) 
Vuꝰ — a? ( Vuꝰ — a? 
t= a marc tang = 
ergiebt fich durch Differentiation 
di _ Vu? — a? 
du au 


Demnach iſt die Polarſubtangente in einem Punkte, deſſen „Polareoerbinaten 


t,, u, find, = alu Ze , die Polarfubnormale = — und die 
va⸗ a? 

trigonometrifche Tangente des Winkels, welchen bie Normale mit dem Ra: 

ding vector bildet, = ; daher ift der Sinus dieſes Winkels 


— 

Vu? — a? ’ 

— —, woraus ſich ſchließen laͤt, daß bie Normale den Grundkreis der 
1 

Kreisevolvente beruͤhrt. 


II. Aus der Gleichung ber archimediſchen Spirale ($. 68. ©. 1.) 











u — st 
folgt 
du _ 
a — 5* 


2 
Demnach iſt die Polarſubtangente — -_ = ut = rt?, bie Polarſub⸗ 
normale = r, bie trigonometrifche Tangente bed Winkels, welchen die Tan⸗ 
gente mit dem Radius vector bildet, = - =. 


II. Aus der Gleichung ber hyperboliſchen Spirale ($. 68. ©. 3) 
ut = ra 


folgt 
„gu 


'ı 
Demnach bie Polarfubtangente = —ut, == —re , alfo für alle Punkte 
der 


—FJu=0. 


\ 


der Curve von conſtanter Groͤße, die polatſubnonmale = _ _ı — u ı 5. 72 


t, ra 
und bie frigonometrifche Tangente des Winfels ‚, welche bie Tangente mit 
dem Radius vector bildet, = —t,. 

IV. Aus der Gleichung des Lituus ($. 68. ©. 4) 
. | ut = = ‚ra 
folgt, | 1 
| sah BR, WR A 
en az ae ee 


’ 2 | | 
Demnach bie Polarfubtangente = —2t,n, = —28, bie Polarſubnor⸗ 





mal = z, — — pi ‚ und die trigonometrifche Tangente bes Win⸗ . 


kels, welche bie Tangente mit dem Radius vector macht, = —2t, - 
V. Aus der Gleichung der Iogarichmifchen Spirale ($. 68. ©. 5). 


fülgt 


t 
m u 
e ==. 
m 


du — 
dt * m. | 
Dennach iſt die pelatſudtaugenee = mu, die Polarſubnormel⸗ = m, . 
und bie trigonometriſche Tangente des Winkels, welchen die Tangente mit 


| den Radius vector bildet, = m. Diefer Winkel ift alfo für alle. Punkte. 
| ber Curve von berfelben Bröpe u 





, $. 73. j 

Wenn bie Berührungslinie in einem gegebenen Punkte einer Curve geo⸗ 

metriſch conſtruirt werden ſoll, ſo kann dies immer dadurch geſchehen, daß 

man die Subtangente oder Subnormale conſtruirt, und von dem Endpunkte 
bieſer Linien nach dem gegebenen Punkte eine Gerade zieht, welche ſodann 
bie Tangente oder Normale iſt. In vielen Faͤllen iſt die Conſtruction der 
Subtangente oder Subnormale fd einfach, daß dieſe Verzeichnungsart der 

Ä Tangente fo leicht iſt als man fie nur wünfchen kann. Dies findet z. B. 
| bei der logarithmiſchen Linie, der Kettenlinie, der archimebifchen: und hyper⸗ 
22 





$. 73. 


Sig. 37. 
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bolifchen Spirale und dem Lituus Statt. Zuweilen iſt es leichter, den Wins 
fel gu conftruiren, den die Tangente ober Normale mit dem Radius vector 
bilder, wie dies bei der Ingarichmifchen Splrale der Fall iR. Auch bei ber 
Eonchoide und Lemniscate findet Achnliches Statt, was ſich durch bie Loͤ⸗ 
fing der folgenden Aufgabe zeigen wird. 
Aufgabe [118] Es foll eine einfache Eonftruction der Tangente 


oder Normale in einem gegebenen Punkte der Eonchoide und Lemuis⸗ 
cate gefunden werden. 


I. Wir we bie Polargleichung der Lonchoide ($. oo. e 8) 


nr +a 
sint 
ur " 8⸗ ⸗ du __beost. 
und bifferentüiren fie, woburd wir KT als Ausdruck für die 


Polarfubnormale erhalten. Ehe wir von ber einfachen Eonftruction dieſes 
Ausdrucks fprechen, wollen wir bie Lage der Polar: Subnormale in Betrach⸗ 
tung sieben. Wie bemerken zundchft, daß, aus der Gleichung u — 
ra, u für alle Werthe von t, welche zwiſchen O und — liegen, größer als 


und für alle Werthe von t, welche zwiſchen sc und 2 liegen, abfolut 


genommen Eleiner ale 2 ift, wenn a<b; es drückt daher Die genannte Gleis 


hung, t von O bien genommen, den Zweig BCD, und t von x bis Zr ge: 
nommen, ben Zweig BED! der Eurve aus. Iſt num c ber Werth bed Aus⸗ 


drucks der Polarſubnormale — en eines Punktes P des Zweiges BCD, 


fo muß man, um den Werth —** Ausdrucks der Polarſubnormale des 
Punktes P’ zu finden, in welchem ber Radius vector AP den Zweig BCD 


ſehneidet, für t, überall t 44 fegen, und daburch wird man offenbar —c 


erhalten. Für einem pofitiven Werth der Polarfubnormale macht aber biefe 
Linie, nach dem, was wir zu Ende des 6 71. bemerft haben, mit ber Ge⸗ 
raben, von welcher bie t an gesählt find, ben Winkel gleich t--Aa, und für 
een negativen Werth bildet fie den Winkel (—in. Wir haben alſo 
u Hin für t, und t. PA — in, 8. i. ebenfalls 1, in für t, zu (eben, 
wenn c pofltis, und wir Haben 1, — ir für t, web tı Pain ut, pr 


fie 1,472 zu feßen, wenn c negativ iſt, um bie Lage ber Polarfabnormale 
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zu finden. Daraus folgt, daß die Polarſubnormalen zweier Punkte, denen 6. 73. 
zwei Winfel t, und 1,472 zugehören, und bie alfo mit dem Anfangspunfte, 
A auf einer Geraben hosen diefelbe Lage und Größe haben. 

Der Ausdrud nom fann nun auf folgende Weife conftruirt werden. 
Es ſchneide ber Radius vector AP die Gerade GG’ im Punkte ve Man 
arrichte auf GG’ in + eine Senkrechte; biefe ſchneidet auf der Senfrechten, 
welche in A auf AP errichtet wirb, bie Polerfubnormale An ab, Sieht 
man noch Pn und P’n, fo bat man die Normalen in ben Punkten P und 
P. Die Nichtigkeit diefer Conſtruetion zu beweiſen, lann dem Leſer uͤber⸗ 
laſſen bleiben. 


1. Wir nehmen die Polargleichung ber Lemniscate (. 62. G. 3) 
u? = aꝰ cos2t, 

woraus wir ’ W 
| ur == marsinzt, 
und fobann 





ableiten. Da nun die trigonometriſche Tangente des Winkets if, 


weichen die Normale mit dem Nabius vector bildet, fo folgt aus dem vo⸗ 

rigen Werthe dieſes Ausdrucks, daß biefer Winkel doppelt fo groß ift alg 

der Winkel, ben berfelbe Radius vector mit der Abfciffenachfe macht. Um 

daher in einem Punkte P der Lemniscate eine Normale zu errichten, braucht Fig. 43. 
man nur den Mittelpunkt C der Eurve mit diefem Punkte P zu verbinden 

unb an: CP einen Winkel anzulegen, ber doppelt fo groß iſt ald der Win⸗ 

tel, den CP mit der Achfe bilde. Der Sayentel jenes Winfels iſ alsdanmn 

bie Normale im Punkte P. | | 


Aufgabe [119]. Die Tangente an der Eydoide u und an der Epi⸗ 
cycloide und Bypocycloide zu conſtruiren. 


I. Uns der Gleichung der Cycloide ($. 66. ©. 4) ergiebt bqh bie 


Subnormale QM = „= za VAay—y?. Sig. 50. 


Diefe Binie ift alfo, wie man leicht einfehen wirb, bes Ordinate PR des erzeu⸗ 
22 * 
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Sig. Bl. 


Fig. 52. 
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genden Kreiſes gleich. Die Normale, welche i immer bie Hypotenuſe eines recht: 
winfligen Dreiecks ift, deſſen Satheten bie Ordinate an ber Eurve und bie 
Subnormale find, fällt alfo mit ber Sehne PM des Kreifes zufammen, auf 
welcher PT fenfrecht if. Demnach ift PT die Tangente ber Eycloide im 
Dunfte P. Hieraus ergiebt ſi ic) folgende Conſtruction der Normale und 
Tangente im Punkte P. 

Man ziehe in der Entfernung a eine ber Geraden IX’, auf welcher die 
MWälsung des Kreiſes gefchieht, parallele Linie GG, nehme baranf einen 
Punkt O fo an, daß OP = a, fälle OM ſenkrecht auf XX, nehme OT 
— OM = a und siehe PM u. PT, fo ift die erſte diefer Linien die Nors 
male und die zweite bie Tangente im Punkte P. 


Auf ähnliche: Weiſe laͤßt fich die Tangente in einem Punkte P ber ges 
behnten ober verfürzten Cycloide conftruiren. Denn da die GSubnormale 
QM = 3 = VEZ@—y? = PR, fo fällt die Normale mit. ber 
Geraden zufammen, welche von dem gunkte P’ nach dem Punkte M, in bem 
der erzeugende Kreis bie Abfciffenachfe berührt, gezogen iſt. 


II. Aus ber Gleichung der Epicycloide ($. 67. ©. 3) 


ı = — (or a)est— bett, 


y- (r-+a)sint — bein a 


ergiebt ſich durch Differentiation 





de r+a —— 
ds. =. ra —— 
de a a 


Die Sleichung der Normale in einem anf P der Curve, deſſen Coordi⸗ 
naten xi / Fr ſeyn mögen, in 


| gm + 2,5 =0. 
Henne man ben Winfel ‚ den ji Radius cm mit ber Abfeiffenachfe * 


tar und druͤckt, vermittelſt der vorigen Gleichungen, xı, Yır u dyı durch 


dt, 
ti aus, fo’ verwandelt ſich die ſo eben genannte Gleichung der Normale in 


— 3l,— 
facost, —b — m en 


+2,}: 


Nun ift leicht zu ſehen, baß dieſe Gleichung befriedigt wird, wenn man 
y=rsint, und x= Tcost, 

fegt. Die Normale im Punkte P geht alfo durch den Punkt, deffen Eoor: 

dinaten rsint, und rcost, find, db. 1. durch den Punkt M, «8 mag bie 





— fa sint, — 





Curve eine gemeine, gebehnte ober verkürzte Epicncloibe ober Hypocycloide 


ſeyn. Und hieraus ergiebt fich folgende Eonftruction der Tangente und Nor: 
male im Punfte P einer Epicycloide oder Hypocycloide. 

Man befchreibe mit dem Radius r-+a (mo a negativ zu nehmen ift, 
wenn die Curve eine Hypocycloide ift) einen dem feſten Grundfreife concen: 
teifchen Kreis und beſtimme darauf einen Punkt O fo, daß OP = a, ziehe 
die Gerade OC, welche den feften Kreis in M. fchneibet, ferner MP, und 
PS fenfredht auf MP; fo ift MP die Normale und PS bie Tangente im 
Punkte P. Auf ähnliche Weife können biefe Linien an der gebehnten ober 
verfürgten Epicpcloide und Hypocycloide conftruirt werben. 


$. 74. ; 
Aufgabe [120]. Auf der Peripherie eines gegebenen Kreifes iſt 
irgend ein Punkt A zum Anfangspunkte oder Pol der Polarcoordinaten 
angenommen. Es foll der Urt des Endpunktes der Polarſubtangente 
gefunden werden. 


Nehmen wir zunaͤchſt den durch den Punkt A gehenden Durchmeſſer 


des gegebenen Kreiſes, deſſen Radius r ſeyn mag, zur Abſciſſenachſe und die 
Tangente in A zur Ordinatenachſe, fo iſt die Gleichung des Freiſcs in recht⸗ 
winkligen Coordinaten 
— = —0, 
wenn wir nämlich die pofitive Seite der Abſciſſenachſe außerhalb bed Kreis 
ſes liegend annehmen. Aus dieſer Gleichung ergiebt fich die Polargleichung 
u-r2rcost = 0, Ä 


woraus 
du | 
—ã —O, 


und alſo 


6. 73 





Bezeichnen wir nun bie Polarfubtangente, die wir ald Radius vector der 
geſuchten Curve anzuſehen haben, durch u, fo iſt 
, Zrcos’t 
uU -_— 
sint 

und cbaeichnen wir den Winkel, welchen dieſe Polarſubtangente mit der Ab⸗ 
ſciſſenachſe macht, durch td, fo it! = t — r, alſo t — rin. Setzen 
wir dieſen Werth von t in den Ausdruck für w, fo kommt 

A⸗inꝰt _ BR 

u — — oder Wet = Mrsindt , 
cost 

und tansformiren wir dieſe Gleichung im rechtwinklige Koordinaten, fo er 


halten wir 
| xy’) Ay! m 0 
als Gleichung des gefuchten Ortes, der mithin eine Eiffoibe if ($. 59. G. 8). 
Aufgabe [121]. Es foH der Urt des Endpunktes der Polarfubs 
normale an der Eonchoide und an der Eardioide gefunden werden, uns 
ter der Vorausfezung, daß der Doppelpunkt diefer Eurven, der an der 


erftern auch ein conjugirter feyn kann, zum Pol der Coordinaten ange⸗ 
nommen iſt. 


1. Die Gleichung der Conchoide ($. 60. ©. 8) 


b 
u — ——-+a 
sınt 


3 





giebt 
du __ bcost 


dd — int 
Bezeichnen wir die Polarfubnormale, die wir ald Radius vector ber geſuch⸗ 
ten Eurve anzuſehen haben, durch. w, fo ift 


— bcost , 
u — Pr 3 
und bezeichnen wir den Winkel, welchen dieſe Polarſubnormale mit ber Ge⸗ 
raden macht, von welcher bie t an gezaͤhlt find, durch t, ſo iſt —=t-HIn, 
ale t = t!—ır. Geben wir dieſen Werth von t in ben Ausdruck von 
u, fo fommt | | 
ur — =0 oder wcost-Fbeint =0, 
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mb transformiren wir dieſe Gleichung in rechtwinklige Coordinaten, fo ers 
beiten wir 
+-by 20 
als Gleichung des geſuchten Ortes, der alſo eine Linie zweiten Grades und 
zwar eine Parabel iſt. Dieſe Parabel liegt gänzlich auf ber Seite der um 
gativen Drbinaten und bat den Doppelpunft der Conchoide zum Scheitel. 
D. Die Gleichung ber Eardioibe ($. 61. ©. 6) 
u — %(l-+0osst) 
giebt 
* — Dr sint „ 
Bezeichnen wir bie Polar ſubnormale durch u’ und ben Winkel, weiden fie 
mit ber Abfeiffenachfe macht, durch t, ſo daß et, alt= t'—ın, 
fo ergiebt fich 
u = ?reast' , 
oder, indem wir zu 3 vechtsintligen Eoorbinaten übergehen, 
y”?+r?—2rı = 0 
als Gleichung des gefuchten Ortes, der fomit ein Kreis ift. 


Hieraus ergiebt fich eine einfache Eonftruction dee Normale in einem 
Punfte P der Cardioide. Man ziehe nämlich den Radius vector AP, er: 
richte auf ihn in A eine Senfrechte, welche ben Kreis in einem Punkte N 
ſchneiden wird, verbinde N und P durch eine Gerade, fo ift Diefe die Nor; 
male der Earbioide im Punfte P. Mir wollen nicht unbemerkt laffen, daß 
diefe Conftruction auch aus berjenigen für bie Normale an der Epicycloide 
($. 73. Aufg. 119. II.) hätte hergeleitet werden Eönnen, indem die Car: 
bioide eine Epicycloide ift, in welcher ber erzengende 5 Kreis dem Erunbireit 
gleich iſt ($ 67. ©. 309.). 


Aufgabe [122]. Den. Urt des Endpunktes der Polsrfubnormale 
und Polarfubtangente an der archimedifchen, byperbolifhen und loga⸗ 
ritpmifchen Spirale und dem Kituus zu finden. 


Es ſey 
u= at 
bie Sleihung einer Spirale Alsdann iſt 
du — an! , 


dt 


87. 


Sig. 42. 
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5. 24. und wenn wir die Polarſubnormale durch u’, den Wintel aber, den ſie mit 
der Geraden, von welcher bie t angerechnet find, macht, t' nennen, fo daß 
t = !— is if; fo fommt 
; u' auct- In) | 
BE oder, wenn wir die t von einer Geraden am zählen ‚, die auf der vorher ges 
nannten fenfrecht ſteht, 


ın—l 


u' ant 
I. Fuͤr bie archimebifche Spirak in = 1; daher 
u = Aa, 
und alfo der Ort des Endpunftes der Polarfubnormale ein Kreis. 
II. Fuͤr die hyperboliſche Spirale it n = —1; daher 
V=—al,” oder Urra—0, 


und alfo Der Ort des Endpunftes der Polarfubnormale wieder eine Spirale, 
die wir aber noch nicht betrachtet haben. 


IH. Fuͤr den Lituus iſt n —2; daher 
u == at a oder ut? — = 3a? ' 
und der Drt des Endpunktes der Dolarfubnormale ebenfalls: eine Spirale, 
die wir auch noch nicht betrachtet haben. 


IV. Zür die logarithmifche Spirale ift ($. 68. G. 5) 


m 
u=re ; 
- folglich 
t 
du rm 
Am! 


und daraus ergiebt fi, wenn w und t' biefelben Bedeutungen wie oben 
haben, - 


Der Ort des Endpunfted der Polarfubnormale ift daher auch eine logarith⸗ 
miſche Spirale, und zwar iſt dieſe der gegebenen gleich, nur hat ſie eine an⸗ 
dere kage. Denn transformirt man bie gefundene Gleichung iudem man 
t'=t"+la+-mlgm feet fo kommt 











Tr Zm 
=-—e .e =re | 
m 


was mit der zu Grunde gelegten Gleichung übereinftimmt. 
Es fey wieder 


um at 


bie Gleichung einer Spirale, alfo 


du BR | 
und 
dt a 
u du — U} — 


Bezeichnen wir num die Polarſubtangente durch u’ und den Winkel, welchen 
fie mit der Geraden bilder, von welcher die t an gerechnet find, burch t', 
ſo iſt 

‘= —d+Hm, 


oder, wenn wir bie t von einer Geraden an zählen, die auf ber eben ge⸗ 
nannten ſenkrecht iſt, 


a 
u — perl U 
n 


V. Für die archimebifche Spirale iin =]; daher 
u at” 
der Ort be Endpunktes der Polat ſubt age ite alſo wieder eine Spike die 
wir noch nicht betrachtet haben. 
VI. &ür die hyperboliſche Spirale it n = —1; daher 
u' — —a, 
und ber Ort des Endpunktes des Polarſubtangente alſo ein Kreis. 
VO. Fuͤr den Lituus iſt — —; daher 
v—_ —Aal oe uꝰ 4aꝰt, 
und der Ort des Endpunktes der Polarſubtangente iſt alſo eine paraboliſche 
Spirale, die wir ſchon in $. 70. aus dem Lituus abgeleitet haben. 


VII. Fuͤr die Iogarithmifche Spirale ift 


u= re Pa 


4 74. 


und daraus 


Wir haben alfo ’ 
iu m 

u=mr e |, | 

und der Ort bed Endpunftes der Polarfubtangente iſt alſo wieder eine Io» 

garithmifche Spirale, die der gegebenen gleich ift und nur eine andere Lage 

bat, was fi) zeigt, wenn man die gefundene Gleichung dadurch transfor⸗ 

mirt, daß man €! = t’—In—mlogm ſetzt. 


%. 75. 

Aufgabe [123]. Die Gleichungen einer Curve und einer Beras 
den find gegeben. Milan fol die Gleichung derjenigen Tangente an der 
Eurve finden, weldye der gegebenen Geraden parallel ift. 

Es feyen 

y=pa) mb y=ax+b 
die gegebenen, auf baffelbe rechtwinklige ober ſchiefwinklige Coordinatenſyſtem 
bezogenen, Gleichungen der Curve und der Geraden. 

Waͤre der Beruͤhrungspunkt der geſuchten Tangente bekannt, ſo waͤre 
die Gleichung der Tangente, wenn wir die Coordinaten des Beruͤhrungs⸗ 
punktes durch x,, Yı bezeichnen, 


g-„)= = ——ã— (1) 
Da aber dieſe Tangente der gegebenen Seraben parallel feyn fo, fo muß 
erftlich 


u =zsa (2) 
feyn; und da ber Beruͤhrungspunkt auch auf ber gegebenen Curve liegt, 
muß ferner 

yı = y(x,) | (3) 


ſeyn. Bexichaen wie mun TEC) durch gi), fo iR SE = go), und al, 
in Solge von (2), 

, p(K,) =a. (4) 
Die beiden Gleichungen (3) und (4) reichen bin, die beiten bis jegt ums 
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bekannt geweſenen Größen x, und yı zu beſtimmen. Sest man nun, nach⸗ $. 75. 
dem dieſe Beſtimmung gefchehen ift, die gefundenen Werthe in die Gleichung 


(1), fo hat man bie verlangte Gleichung ber Tangente 


Beifpiel. Es ſey die gegebene Eurve eine Meilifche Parabel, deren 
Gleichung ($. 58. ©. 6) 
ky? = x’ 


iſt. Man foll die Gleichung ber Tangente finden, welche ber gegebenen 


Geraben 


parallel iſt. | 
Wir erhalten aus ber Seite der Curve durch Differentiation . 


— — 358, 


und alſo, weil Sy = a feyn fol, 
1 
2kay, = 81? . 


y= axr+b 


Da ferner die Coorbinaten x,, yı bie Gleichung der Curve befriedigen follen, 


rmx). 
Entwickeln wir aus dieſen beiben letzten Gleichungen x, und yı, fo erhal 
ten wir 
sm tak ,„ Yı — Sakı 
und daraus die Gleichung ber Tangente y—yı — alx—x,) ober 
y=a—dak. 
Man fieht hieraus, daß, welches auch die Lage ber gegebenen Geraden feyn 
mag, immer eine Zangente an der Neiliſchen Parabel gezogen werden kann, 
die dieſer Geraden parallel laͤuft. 


Ob und wie viele Tangenten an einer gegebenen Curve gezogen wer⸗ 
den koͤnnen, die einer gegebenen Geraden parallel ſind, dies haͤngt von der 
Geſtalt der Curve und von der reſpectiven Lage der Geraden ab. Iſt dieſe 
Curve eine Linie nten Grades, deren Gleichung wir durch 

| U=0 


begeichnen wollen, wo U eine rationale ganze Function von x u. y bedeu⸗ 


tet, fo haben wir in der Differentialgleichung 


Fr) = 


9.75. für x und y refpective x, u. yı, und fobann a für * zu ſetzen, wenn 
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wir die Gleichung der gegebenen Geraden unter y = ax B darſtellen. 
Wir haben alfo zur Beſtimmung von x, und yı bie beiden Gleichungen 
dU, dU, 
UV =0 ud —— )= = 0 ' 

von denen bie erfte, der jetzigen Vorausſetzung zufolge, vom nten, und bie 
zweite folglich vom (m—I)ten Grabe iſt. Hieraus ergiebt ſich, daß im 
Algemeinen n(n— 1) Tangenten an eine Linie nten Grades gelegt werden 
fönnen, bie einer gegebenen Geraden parallel find. In ben befondern Faͤl⸗ 
Ien, in welchen bie beiben fo eben aufgeftellten Gleichungen gleiche oder ima⸗ 
gindre Werthe für x, u. yı geben, find weniger als n(n—1) ober gar 
feine folche Tangenten an der Curve möglich. 





Aufgabe [124]. Die Gleichung einer Curve und die Coordinaten 
eines Punktes find gegeben. Man foll die Gleichung der, durch diefen 
Punft gebenden, Tangente der Curve finden. 

Es ſey U = 0 die gegebene Gleichung der Eurve, wo U irgenb eine 
algebraifche oder trangfcendente Sunction von x und y bebeutet, und es 
feyen @ , A die gegebenen Coordinaten irgend eined Punktes. Nennt man 
die noch unbefannten Eoorbinaten des Berührungspunftes der gefuchten Tans 
gente x,, Yır fo ift die Gleichung veehen 


y-yı = = Ta). (5) 


Da nun biefe Tangente durch ben gegebenen Punkt «Pf gehen fol, fo müfs 
fen dieſe Eoorbinaten die Gleichung befriedigen, fo daß man hat 


d 
P—Yı = . 
Aber in Solge der gegebenen Gleichung ift 


dÜ‘\dy (=) — 
dar 0; 


demnach verwandelt ſich jene Gleichung in 


En) + (2) =0, (6) 
indem die Eoorbinaten x; , yı bie Gleichung der Curve befriedigen muͤſſen, 
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was wir durch 
U =0 (7) 
ausdrücken. Die beiden Gleichungen (6) und (7) reichen hin, bie Größen 
x, und y, zu beftimmen, beren Werthe man in die Gleichung (5) zu fegen 


bat, um die verlangte Gleichung der Tangente zu erhalten. Da aber bie 


8. 75 


Gleichung diefer Tangente, weil fie durch den Punkt aß geht, auch die Form 


p= 0) (8) 


haben wird, fo braucht man nur bie aus (6) und (7) erhaltenen Werthe 


von x, und y, in ben Eoefficienten ber Gleichung (8) zu fubftituiren, was 
etwas einfacher iſt. | | 

Beifpiel. Es fey bie gegebene Curve wieder eine Neilifche Parabel, 
Deren Gleichung 
| = kyP?—ı’ = 0 
ift, und der gegebene Punkt liege in der Abfeiffenachfe, fo daß feine Eoor- 
Binaten ? = 0 und a = a feyen. | 

Da (37) = 2ky und () = — 31? ift, fo geben bie Gleichun⸗ 


gen (6) und (7) 
—* +3e—-ıı?=0 ; kyı-ı=0, 








woraus 
=. md y = —— oder 133 20 md y=0 , 
und fobann 
Dat u, en = 
alſo die gefuchte Gleichung der Tangente 
y= u ee a0); ober y=0. 


Es laſſen fich alſo durch jeden, auf der poſi tiven Seite der Abſciſſenachſe lies 


genden, Punkt drei Tangenten, durch einen auf der negativen Seite liegenden 
"aber nur eine Tangente an die Curve ziehen. Die Conftruction ber Tangenten 
durch einen, auf ber pofitiven Seite ber Achfe liegenden, Punkt ift fehr eins 
fach, da; wie aus ber obigen Rechnung fich ergiebt, für zwei diefer Tangen⸗ 
ten x, = 3a, und alfo die Subtangente = 2 tft, die dritte Tangente 
aber mit der Abfeiffenachfe zuſammen fällt. 
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4. 75. Ob und wie viele Tangenten durch einen gegebenen Punkt an eine ge⸗ 
gebene Curve gezogen werden koͤnnen, dies haͤngt von der Geſtalt der Curve 


und von ber reſpectiven Lage bed gegebenen Punktes ab. 
Iſt die Curve eine Linie nten Grabes, alfo U eine rationale ganze 


Function nen Grades von x u. y, fo find (2) und (= -) Zunctionen 


(n—Dten Grades. Die Functionen (Ti ) und (=) find nun zwar 
1 


ia der Gleichung (6) reſpective mit A—y, und & —x, multiplicirt, und 
biefe Gleichung fteigt daher auf den mten Grab, indeffen läßt fie füch immer 
vermittelft der Gleichung U, —= 0 (7) auf den (n—Liten Grab rebuci- 
ren. Denn -begeichnen wir das Aggregat der Glieder nter Dimenfion in ber 
Bleichung U = 0 durd) 

ay "bh sy Hay Hay u etc. j 


fo find die Aggregate ber Slider a— Uter Dimen ſion in 9 


und ) reſpective 


— etc; 
by, a1, Yayı"“ — u Shz?y, 3 nee 


Das Aggregat ber Glieder nter Dimenfion in ber Gleichung (6), welche, 
nachdem fi ie auf die Form 


nn) = —R 


gebracht iſt, —* in dem erſten Theile Ihe Bleichung enthalten iſt, 
heißt nun, wie man aus tem Gefagten findet, 


nay, +(n—1)bx,yı" ++(n—2)cx? Y + (n— 3) ty ”” + etc. 


+ by, + x’dy” 3i’y "+ etc, 
oder wenn man bie Glieder, welche — * Gore von x, u. y, enthals 
ten, addirt 


ndayı" +ky  +ay Hy + etc.} . 
Das Aggregat ber Glieder nter Dimenfion der Gleichung (6) if «lfo das 
nsfache des Aggregate ber Glieber nter Dimenfion in ber Gleichung (7), 
und daher kann man bad n>fache der Aggregate aller lieber ber folgenden 
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Dimenſionen dieſer Gleichung, mit umgekehrten Zeichen genommen, in bie g. 76 
Gleichung (6) ſubſtitniren, wodurch fie auf ben (n—1)ten Grab reducirt 

wird. Wenn dies gefchehen ift, fo hat man zur Beſtimmung von x, und 

yı zwei Gleichungen, die refpective vom (n— I)ten und nten Grabe find. 

Hierauf folgt nun, daß durch einen gegebenen Punft an eine gegebene Linie 

nten Grades nie mehr als n(n—1) Tangenten gelegt werden Können. 


. Aufgabe [125]. Pie Bleichungen zweier Curven find gegeben. 
Ks foll die Gleichung einer Geraden gefunden werden, welche diefe 
beiden Eurven beräbrt. 


Es ſeyen 
T=-0 m UV=0 
die auf diefelben rechtwinkligen ober fchiefreinkligen Achſen bezogenen Glei⸗ 
chungen der beiden Eurven, beren Eoorbinaten vefpective x, y und x, y 
heißen. Begeichnen wir die noch unbekannten Eoordinaten des Beruͤhrungs⸗ 
punkts der gemeinfchaftlichen Tangente mit der einen Curve durch x,, Yı 
und mit der andern durch x',, y’,, fo haben wir, weil biefe Enorbinaten 
bie gegebenen Gleichungen befriedigen müflen, erſtlich 
U=0 nd U=0. (9) 
Die Gleichung ber gefschten Geraden ift nun, weil fie beide Curven berüß- 


ten fol, ſowohl unter ber erfien als unter ber zweiten ber beiden folgenden 
Formen . 


(= Y-yJ)+ (6 =0; EUSTORDAN CZ) PER 20 


darzuſtellen. Durch das Identificiren dieſer beiden Gleichungen erhalten wir 
bie beiden folgenden 


—— 


„J.do 
a Hart) 


Die vier Gleichungen (9) u. (10) reichen hin, bie vier Größen x,, Yır 
x, und y’, gu befiimmen. Wenn auf biefe Weite x, und y, ober x’, und 
yı gefunden find, fo ergiebt fich bie verlangte Gleichung der gemeinfchaftli- _ 
chen Tangente durch Subftitution der Werthe biefer Größen in die allge: 
meine Gleichung ber Tangente an der einen ober ber andern Eurve. 

Wir dürfen nicht unbemerkt laſſen, daß fich bie zweite ber beiden Glei⸗ 
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$. 75. chungen (10) vermittelſt der erſten auf 
(yı-y dr ra (z)=0 od. (ar W (= 
reducirt. , 
Beifpiel. Es ſeyen 
| „’-x=0 m k’ır=0 
bie anf diefelben Achſen besogenen Gleichungen einer Parabel zweiten Gras 
des und einer Neilifchen Parabel, und es follen die Gleichungen ber, beiden 
Eurven gemeinfchaftlichen, Tangenten gefunden werben. Statt von ben Gleis 
chungen (9) und (10) Gebrauch zu machen, ift es bier viel einfacher, Die 
Aufgabe von vorn herein zu loͤſen. 
Die Auflöfung der beiden Gleichungen giebt 
‚=pfi md y-kiä—ıi. 








Daraus folgt 
di, %,t de, a ! 
und daher finds die Gleichungen der Tangente . 
5 3, 8 3 7 N — 
‚+ m y-— (— Ar rn 
welche identifch feyn follen. Daraus ergiebt * 
— — nd Pe (x)? 
7 Bus 2kt 2 0000 at! 
oder 
pk = Ir, und pr =—ı?, 
und wir erhalten demnach 
ik} ikt 
| _ „PR. tu pe 


Von biefen Werthen koͤnnen aber nur diejenigen mit dem obern Vorzeichen 
gennmmen werben, weil bie mit untern Vorzeichen, in die Gleichungen der. 
Tangente fubftituirt, imaginäre Eoefficienten hervorbringen. Führen wir Die 

paffende Subftitution aus, fo giebt die eine Form ber vorher ſchon aufge: 
ſtellten Gleichung ‚ber Tangente fowohl als bie andere | 


27 p. — EL, 
— — 
ya gr tt 5 





unb 
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und «8 find alfo, unter der Vorausfegung, daß p und k von demfelben Zei⸗ 8. 75. 
chen find, zwei gemeinfchaftliche Tangenten vorhanden. 


$. 76. 

Aufgabe [126]. Ein Winkel von gegebener Größe bewegt fich 
dergeftalt, daß von feinen beiden Schenkeln der eine fortwährend eine 
beftimmte Curve, und der andere fortwährend eine andere ebenfalls bes 
ſtimmte Eurve berührt. Dei diefer Bewegung befchreibt der Scheitel 
P des Winkels eine gewiffe Curve. Es foll eine Eonftruction der Tans 
gente in einem Punfte P des erzeugten Ortes gefunden werden, unter 
der Vorsusferzung, daß für diefen Punkt P die Ange der Schenkel des 
genannten Winkels und ibre Berübrungspunfte mit den feften Eurven, 
nicht aber diefe Eurven felbfi, beEannt feyen. 


Mir wollen die beiden feſten Eurven, welche von den Schenfeln des 
gegebenen Winkels berührt werden follen, und den Ort des Scheitel P auf 
diefelben rechtwinkligen Eoordinatenachfen besogen ung vorftellen. Die Coor: 
Dinaten jener beiden Eurven wollen wir durh «, A und a, A’, bie dee 
Drtes von P durch x, y und bie trigonometrifche Tangente bed gegebenen 
Winkels durch a bezeichnen. 

Wären bie beiden Gleichungen 

P = yle) und P’= ya) 
ber beiden feften Curven befannt, fo mwürben, in ben Gleichungen der Tan⸗ 
genten an dieſen Curven 


= we: A) und vn ea, (2) 


£ und 2 ı E' und SE Ef reſpective durch &, « ausdruͤcken laſſen; und 


follen Sie Zangenten bie Schenkel des gegebenen Winkels feyn, fo muß 
noch die Relation ($. 6. ©. 2°) 


d3 dA’ __ dß dB 
F Fra de (3) 
Statt finden, in welcher SP £ und — ebenfalls durch a und a ausgedrückt 


werben könnten. Die * zuletzt genannten Gleichungen wuͤrden alsdann, 

außer den veraͤnderlichen Groͤßen x, y, feine Unbekannten als « und a’ ent 

halten, die man eliminiren und auf biefe Weife eine Gleichung zwiſchen x 
23 
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5. 76. und y erhalten koͤnnte. Dieſe Gleichung wuͤrde den Ort des Durchſchnitts⸗ 
punktes der beiden den gegebenen Winkel einſchließenden Tangenten, d. i. den 
Ort des Punktes P, ausdruͤcken. 

Aus den eben erwaͤhnten drei Gleichungen koͤnnte man aber auch jede 
drei von den vier Veraͤnderlichen &, a’, x u. y durch bie vierte ausdruͤcken, 
und daraus folgt, daß jebe drei dieſer Größen als Functionen ber vierten 
angeſehen werden fönnen. Wählen wir x als biefe vierte und unabhängige 
Größe, fo find y, « und « als Zunctionen von x zu befrachten. - 


Eliminiren wir 2 und Eu zwifchen ben genannten brei Gleichungen, 
fo fommt 
aI-AI-P) Ha) P)a)--Ma-—e)=0,(4) 
und bifferentiiren wir biefe Gleichung, indem wir x als bie einzige Unab⸗ 
hängige betrachten, fo erhalten wir 


(Bay — a4) +d— 0} + {ar —aa+0)+B—8'} 
+!1y—P—aı— o)—[x—e-ra(y— P)]-— 2a =0.(5)} 


+26) +) 


Aber in Geige ber Gleichungen (1 u. 2) rebuciren fich bie — welche 
‚ de 


I und @ * ẽ multipliciren, auf 


J—— —— 


—(x — 7 —R — 
und find folglich, wie die Gleichung (3) zeigt, gleich Null. Die Gleichung 
(5) rebucirt fich alfo auf 


[Bay aß+ td} + {2x a(a+0)+4—} =0 , (6) 
fo daß wir 7, 6. i. Die trigenometrifche Tangente bed Winkels, welchen 


die gefuchte Beruͤhrungslinie mit der Abfeiffenachfe bildet, durch x, Y, a, A, 
«, 8’ ausbrücen können. "Da nun biefe Größen bie Eoorbinaten des 
Durchfchnittepunftes P der beiden gegebenen Schenfel unb der gegebenen Bes 
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ruͤhrungspunkte auf den feſten Curven find, fo wuͤrde ber ſich ergebende 6. 76. 
Ausdruck zu einer Eonftruction jenes Winkels führen. Die folgende Bes 
trachtung führt indeſſen fchneller zum Ziele. 
Wir bemerken zundchft, daß die Coordinaten x, y bed Punktes P die 

Gleichung (4) befriedigen, und daß folglich der Punkt P in einer Curve 
liegt, die durch die Gleichung (4) ausgebrüdt wird, wenn man a, f, « 
und #’ als conftante Größen anfieht. Diefe Eurve ift aber, weil nach dem 
Aufheben der Parenthefen y? und x? bdenfelben Eoefficienten haben, und der 
Eoefficient von xy gleich Null ift, ein Kreis, und biefer, ben Punkt xy ent- 

| haltende, Kreis geht durch die Berührungspunfte «d und «'P’, weil, wie 
leicht zu fehen, dieſe Coordinaten bie Gleichung befriedigen. Legen wir nun 
in dem Punfte P eine Berührungslinie an biefen Kreis, fo haben wir zur 
Beftimmung der trigonometrifchen Tangente des Winkels, welchen diefe Be 
rührungslinie mit der Abfeiffenachfe macht, bie Gleichung (4) nad) x zu 
bifferentüren, und dabei &, Pf, a, und 2’ als conflant zu betrachten. Das 
durch gelangen wir aber offenbar zu der Gleichung (6), und hieraus er: 
giebt fi), daß die Berübrungslinie im Punkte P an dem, durch die Bewe⸗ 
gung des Winfels erzeugten, Orte mit der Berührungslinie im Punfte P 
an bem, durch die drei Punkte P, «af und «’ß’ gelegten, Kreis zuſammen⸗ 
fällt. Die verlangte Eonftruction ift daher folgende. Man fuche den Mit 
telpunft desjenigen Kreiſes, welcher durch den Durchfchnittspunft P der ge 
gebenen Schenkel und durch ihre Berührungspunfte mit den feſten Curven 
geht, verbinde dieſen Mittelpunfe mit bem Punkte P; fo ift dieſe Verbin: 
Dungslinie die Normale, und die Senfrechte darauf die Tangente im Punkte 
P an der erzeugten Eurve. 

| Es iſt klar, daß biefelbe Eonftruction auch anwendbar ift, wenn bie 
Schenkel des gegebenen Winkeld nicht zwei verfchiebene, fondern eine und 
biefelbe Eurve berühren. Hierdurch ift aljo bie Eonftruction ber Tangente 
an ber, im $. 38. gefundenen Curve gegeben. 

| Wenn ber gegebene Winkel ein rechter ift, fo vereinfachte fich die Con⸗ 

| firuction dahin, daß man bie Verbindbungslinie der Berührungspunfte auf 
den feften Eurven nur zu halbiren und den Halbirungspunfe mit dem Punkte 
P gu verbinden braucht, um die Normale im Punkte P zu haben. Denn 
unter jener Vorausſetzung ift ber fo eben genannte Halbirungspunft der 
Mittelpunkt des vorher erwähnten Kreifes. 


Aufgabe [127]. In der Ebene zweier feſten Eurven bewegt ſich 
23 * . 


$. 76. 
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ein Punkte P fo, daß die Summe oder die Differenz der beiden Nor⸗ 
malen, welche von diefem Punkte P an die beiden Eurven gezogen wer: 
den Eönnen (die Längen der KTormalen vom Punkte P bis zu den Punk 
ten genommen, in weldhen fie die Eurven ſenkrecht fchneiden), eine ges 
gebene conftante Größe babe. Es foll eine Eonffruction der Tangente 
an der Eurve, welche der Urt des Punktes P ift, gefunden werden, uns 
ter der Vorausfezung, daß für diefe Tangente ein Punkt P diefes Gr: 
tes, und die Punkte, in weldhen die, durch diefen Punkt an die feſten 


Curven gezogenen, Normalen diefe fenkrecht fchneiden, bekannt feyen, 


daß aber diefe feſten Eurven nicht gegeben find. 


Wir bezeichnen die rechtwinfligen Coordinaten bes Ortes von P durch 
x, y, die der feften Eurven refpective durch &, A und «', A’, und benennen die 
Entfernungen des Punktes xy von den Punkten «? und «’P’ mit v und v”. 


Die Sleichungen der beiden Normalen find alsdann ($. 71. ©. 8) 


Ar )=0,n m Nr) = 0. (8) 


Serner haben mir 
v=(y—P’+6—e), (9) md "= ya, 1 
und außerdem . 
vwrV=0 oa v-vVm=6, 
wenn wir die gegebene Summe ober Differenz durch a oder S bezeichnen. 
Diefe beiden legten Gleichungen wollen wir in eine einzige zufammen faffen, 
und fie durch 
Fr, v)=0 (11) 

begeichnen. 

Wären die Gleichungen der beiden feſten Eurven, # = gy(a) und 


P' = Ya’) befannt, fo Fünnten Pf, - ap da! ß' und B, vermittelſt derſelben 


in d und « ausgedruͤckt werden, und bie fünf Gleichungen (7, 8, 9, 10 
u. 11) würden alsdann durch die Elimination von a, «', v und v’ zu ber 
Gleichung des Ortes von P in x und y führen. Es fünnen nun a, a‘, 
v, v und y als Functionen von x angefehen werden, es fönnen aber auch 
v und v’ als Functionen von x, y, @ u.’ und die drei legten biefer Groͤ⸗ 
Gen als Functionen von x betrachtet werben. Differentiiren wir bie Gleis 
chung (11) unter diefem Gefichtspunfte, indem wir für F(v ,v') ber Kürge 
wegen F fegen, fo fommt 
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Entwickeln wir aus den Gleichungen (9) und (10) die partiellen Differen- 


tialcoefficienten (£) und (2): fo finden wir 


V g' 
(z = 1-9. +&-0)} ; (Z) = 40-0) 46-0} , 


und ſehen alfo, daß dieſe Differentialcoefficienten, in Folge der Gleichungen 
(7) u. (8), fih auf Null rebuciren. Demnach rebucirt fi) die Gleichung 
(12) auf 


DH) = 


Sept fünnten wir 8 enfivebe tv oder v— v’, und fobann für dieſe 
Ausdrücke, fo wie für (2): , 2) und (@ =) ihre, aus den Glei⸗ 


ungen (9) und (10) — — in x, Yı &, P, « und 4 
ausgedrückt, fubftituiren, und alsdann eine Conftruction für den, aus der 


Sleihung (13) fich ergebenden Werth von I auffuchen. Wir gelangen 


aber durch die folgende Betrachtung fehneller zum Ziele. 

Stellen wir ung vor, daß a, P, «' und PB’ conftante Größen bedeu⸗ 
ten, und daß in die Gleichung (11) für v und v’ die Ausdrüde (9) u. 
(10) fubftituire find; fo enthält diefe Gleichung (11) nur zwei Deränder: 
liche nämlich x und y, und fie drückt, wie leicht einzufehen ift, diejenige 
Eurve aug, welche der Durchfchnittspunft zweier, fi) um bie feften Punfte 
aß und drehenden, Geraden befchreibt, wenn die Längen v und v’ die 
fer Geraden in der durch die Gleichung F(v , W) = 0 angegebenen Rela⸗ 
tion ſtehen. Um bie trigonometrifche Tangente des Winkels zu finden, welche 
Die Berährungslinie in einem Punkte P diefer Curve mit der Abfeiffenachfe 
macht, müßten wir die Gleichung F(v , v) — 0 nad) x differentüren, wo⸗ 
bei denn a, ß, « u. als Eonftanten diefer Gleichung ansufehen wären. 
Daburıh würden wir aber offenbar zu der Gleichung (13) gelangen, und 
Daraus ergiebt fich, daß die Beruhrungslinie in dem Punkte P an der eben 
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genannten Curve mit der Beruͤhrungslinie in demſelben Punkte P an dem, 


durch die Bewegung der Normalen erzeugten Orte zuſammen faͤllt. 


Wenn nun Fr, W)=vH+vV—o iſt, fo iſt fuͤr conſtante Werthe von 
&, A, a, PR’ die eben genannte Eurve eine Ellipſe, und wenn F(v,v') = 
v-v—ö if, fo iſt fie eine Hpperbel; in beiden Fällen find aber bie 
Punkte «&? und a’ß’ die Brennpunkte der Eurve ($. 33. Aufg. 51.). Da 
nun Die Tangente und Normale in einem Punkte einer Ellipſe oder Hyper⸗ 
bel die Winkel halbiren, welche die, von ben Brennpunkten nach biefem 
Punkte gezogenen Geraden einfchließen, fo ergiebt fich folgende einfache Con⸗ 
firuction. 

Man halbire die Winfel, welche die beiden, von dem Punfte P durch) 
die beiden gegebenen Punkte der feften Eurven gezogenen, Geraden bilden, 
durch zwei gerade Linien, fo ift Die eine derfelben die Tangente, und die ans 
dere Die Normale an dem Drte des Punftes P. 


Es bedarf jegt Feiner weitern Auseinanderfegung, wie die Conſtruction 
der Tangente oder Normale des Ortes von P gefunden werden fann, wenn 
die Längen der von P aus an den beiden feften Curven gesogenen Norma⸗ 
len in einer andern Relation fiehen, wenn z. 3. v v2 = 0? oder 
vꝛ v = Öd if. 


' . 77. 
Aufgabe [128]. Unter allen Punkten einer gegebenen Eurve dens 
jenigen zu finden, welcher einer gegebenen Beraden am naͤchſten liege 
oder von ihr am weiteften entfernt iſt. 


Wir nehmen bie gegebene Gerade zur Abfciffenachfe rechtwinfliger Coor⸗ 
dinaten. Stellen wir ung nun bie gegebene Curve auf dieſes Coorbinatens 
foftem besogen, und durch bie Gleichung 


y= 96) 


ausgedruͤckt vor, fo ift Die Ordinate eines Punftes die Entfernung beffelben 


von ber gegebenen Geraden. Es muß alfo, der Aufgabe gemäß, die Ordi⸗ 
nate des gefuchten Punktes ein Marimum ober Minimum feyn. Um das 
Marimum oder Minimum unter ben Ordinaten zu finden, bat man nun, 


nach der befannten Regel, =T = 0 zu feßen, und aus biefer Gleichung und 


der gegebenen y = (x), x und y zu beftimmen. Der Punkt, dem dieſe 
Coordinaten zugehören, wird dann der geraben Linie am nächften liegen, 


. 
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wenn biefelben Coordinaten dem zweiten Differentialcoefficienten = baffelbe 6. 77. 


Zeichen geben, welches y bat, und er wird am weiteſten von ihr entfernt 
feyn, wenn fie dieſem Differentialcoefficienten dag entgegengefegte Zeichen ge- 
ben. Denn unter ben Enbpunften ber poſitiven Ordinaten ift der Endpunft 
ber Fleinften der der Abſciſſenachſe am nächften liegende, und ber Endpunft 
der größten ber von ihr am weiteſten entfernte; unter den Endpunften der 
negativen Drbinaten ift aber der Endpunft der größten der der Abſciſſen⸗ 
achſe nächftgelegene und der Endpunft der Eleinften ber von ihr am weiteſten 
entfernte. Wird aber der zweite Differentialcoeffictent durch die Werthe ber 
Coordinaten jenes Punktes auf Null rebucirt, ohne daß dies mit dem drit⸗ 


ven ST, der Ball iſt, fo iſt jener Punkt weder ein mächfker noch entfern 


fefter. Ueberhaupt ift dieſer Punkt nur dann ein nächfter oder am weiteſten 
entfernter, wenn durch feine Coorbinaten der erfte, oder bie drei erften, oder 
die fünf erſten u. ſ. w. Differentialcoefficienten gleich, Null werden, der vor⸗ 
derfte unter den nicht verfchwindenden Coefficienten alfo von einer geraden 
Ordnung if. 

Hierbei ift noch zu bemerfen, daß durch dieſes Verfahren die Punfte, 
in welchen Die Eurve die gegebene Gerade (unfere Abfciffenachfe) fehneidet, 
nicht gefunden werden; nicht etwa deshalb, weil diefe Punfte gar feine Ent: 
fernung von dieſer Seraben haben, fondern weil ihre Ordinaten nicht als 
Minima ericheinen. Ferner werden durch diefed Verfahren diejenigen Punkte, 
welche Spisen ber Curve bilden, gewöhnlich nicht gefunden, wenn fie auch) 
der gegebenen Geraden am nächften liegen oder von ihr am weiteſten ent 
fernt find. Die Coordinaten folcher Punkte müffen beſonders aufgefucht 
werben, was wir uns bald zur Aufgabe flellen merben, und wenn fie 
gefunden, find, laͤßt fich leicht beurtheilen, ob fie entferntefte ober nächfte 
Punkte find. 


Da für alle der gegebenen Geraden | nächft gelegene oder von ihr am 
toeiteften „entfernte Punkte =T — 0 ift (wenn nämlich von den fo eben er: 


mähnten Durchſchnittspunkten und ausgezeichneten Punkten abgefehen wird), 
fo folgt, daß in dieſen Punkten bie Tangente an ber Eurve ber gegebenen 
Geraden parallel iſt. Dieſer Sag darf aber nicht umgekehrt werden; denn 
es kann in einem Punkte einer Eurve die Tangente einer gegebenen Geraden 
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parallel ſeyn, ohne daß dieſer Punkt ein naͤchſtgelegener oder am weiteſten 
entfernter iſt. 


Wenn die Polargleichung einer Curve eine einfachere Form hat, als 
ihre Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten, ſo kann man, um die der Ab⸗ 
ſciſſenachſe oder Ordinatenachſe naͤchſtgelegenen oder am weiteſten von ihr 
entfernten Punkte zu finden, ſich dieſer Polargleichung bedienen, indem man 
naͤmlich durch Differentiation des daraus ſich ergebenden Ausdrucks von 
usint (= y) oder von ucost (= x) unterſucht, für welche Werthe von 
t diefer Ausdruck ein Marimum oder Minimum terde. 


Beifpiel J. Es follen die Punkte der im $. 56. (Aufg. 90.) bes 
frachteten parabolifchen Linie gefunden werben, welche von der, zur Abfcif 
fenachfe genommenen, Geraden am weiteſten entfernt fi nd. 

‚Differentiiren wir die Gleichung 

20000y = x*— 2512? -+20170x? — 566400x-+-3888000 , 
fo fommt 


d 
= So — — {4x2 — 753x?-+-40340x — 566400% ; 
und wenn wir U — 0, alfo 


dı 

4x? — 7532? -4-40340x — 566400 = 0 
feßen, fo finden. wir für die Abfciffen der gefuchten Punkte, als Wurzeln 
dieſer Gleichung naͤherungsweiſe 

22,0060; -+61,03 ; -+105,15, 
und ſodann, aus der Gleichung. der Eurve, für die Werthe der dazu gehöris 
gen Ordinaten näherungsteife | 
—628 ; #632 ; —1162. 

Die Punkte, denen diefe Coordinaten zugehören, find nicht nächftgelegene, ſon⸗ 
dern am toeiteften von der Abfciffenachfe entfernte, was fich durch das Zei: 


chen ergiebt, welches ber zweite Differentialcoefficient T Ey I für jene Abſciſſen⸗ 
werthe erhält. 

Der erfte diefer drei Punkte M ift der entferntefte im Bogen SMS’, 
der zweite M' ift eg im Bogen SM’S”, und der dritte M” ift der entfern- 
tefte im Bogen S’M’S”. An den beiden übrigen Theilen der fich ind Uns 
endliche erfirecfenden Eurve giebt e8 feinen am weiteften entfernten Punkt. 
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II. Es ſollen die Punkte der Conchoide gefunden werben, welche von 6. 77. 
den in der Aufgabe 97. ($. 60.) zu Eoordinatenachfen genommenen Gera- 
den am entfernteften find, oder ihnen am nächften liegen. 
Wir nehmen die Polargleichung der Eonchoide ($. 60. ©. 8) 
u=a-+ sint 1 
als bie einfachere, und erhalten daraus erſtens 
y=usat = asint+b. 
Differentiiren wir nach N fo fommt 
dy __ dusint) 
2 dt 
und fegen wir dieſen Differentialcoefficienten gleich Null, fo erhalten wir 
cost = 0, alp t=!n oder t= rn, folglih sint = +1 ober 
sint = — 1, und fomit find 


t=0.. d t=n) 

u — a-+b un u — a—b 
die Polarcoordinaten zweier Punkte der Curve, welche der Abſciſſenachſe am 
naͤchſten liegen oder am weiteſten von ihr entfernt ſind. Wir erhalten aber 

durch eine nochmalige Differentiation 

dy _ d’(usint) 
Fer 
einen Ausdruck, der für t = In auf —a, und für t = Ir auf +a ſich 
rebucirt. Da nun, rt= un, x = 0 u. y — u und, ft =, 





== acost, 


= —asint, 


x=0uy= —u if, fo haben wir als zuſammen gehörige Werthe 
d d’ 

erfieng =; y Hr; Tea; Gm 

2 \ 

zweitens x—= 0 ; RE 


und es find alfo y und © I von entgegengefeßtem Zeichen, wenn x — 0 


u. y=a-+rb, un son. " Bemfeben oder von entgegengefegtenm Zeichen, 
wenn x=0 und y — b—a, je nahdem b>a oder b<a if. Der 
jenige Punft der Orbinatenachfe, deffen Orbinate glei) a-+-b, ift alfo der 
von der Abfciffenachfe am entfernteften liegende Punkt des einen Zweiges; 
und derjenige Punkt, deſſen Orbinate gleih b—a, iſt der dieſer Achfe 
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naͤchſtgelegene des andern Zweiges, wenn b>a, und der entfernteſte des 
auf der Seite der negativen Ordinaten liegenden Bogens dieſes andern Zwei⸗ 
ges, wenn b<a iſt. 

Wir erhalten zweitens aus der obigen Polargleichung 


x = ucost — acost be 


sint ! 
und durch Differen aren 





_ Ku cost) asin’t-+-b 
= de — sint 
und, wenn wir biefen Ausdruck gleich Null fegen, 
pt 
sint = — — , 
at 


Es wird alfo nur wem b<a iſt ein Marimum oder Minimum eriftiren 
fönnen, weil für b>a, sint>1, alfo t imagindr wird. Serner erhal 


ten wir 
d’x __d’(ueost) (2b—asint)eost 


dt? dt? sin’t ? 


® 4 — b s 
und wenn wir in y — x ucost; u=matr und in den 


1 
Ausdruͤcken von I 7 und J 7 sint den Werth — Eu und alfo auch 





GE F 

für cost den Werth = ſetzen ſo ergeben ſich als zuſammengehoͤ⸗ 
rige Werthe 
erſtens x +(a—biji ; = al); ; 

d d? 

T 0; Ta — — 33 bi} , 
zweitens x —(aAl-bi ; y=—bkal—bi); 

d d’ 3 24 

TI; Gatikdni. 


Die beiden Punkte, deren Coorbinaten hierdurch gegeben find, werben, wenn 
a>b, bie von der Drbinatenachfe entfernteften des zweiten Zweiges ber 
Eurve feyn, in demjenigen Theile beffelben, welcher eine Schleife bilder. - 
Wenn a = b if, fo fallen fie in ben Anfangspunft der Coordinaten, aber 


alsdamı ik = 0. 


IL Es follen die Punkte der Lemniscate gefunden werben, welche von 6. 77. 
ben in der Aufgabe 99. ($. 62.) zur Ubfeiffenachfe genommenen Geraben 
am entfernteften find. 
Mir nehmen bie Polargleihung der Lemniscate ($. 62. ©. 3) 
u= kacosi2t, 
woraus wir 
y= usiat = =acosi?tsint 
und 
| dy __ Kusint) _ Ha cos2t cost — sin?t sint 
| dt dd — " cosi2t " cost?t 
erhalten. Segen wir biefen Differentialcoefficienten gleich Null, ſo kommt 
cos3t —= 0, alfo 3t = An, ober Ir, ober Ir, oder in, oder etc.; folg 
ih 2t = In, ober zn, ober dr, ober In, ober etc. Es wird aber, in 
Folge der Sleichung der Curve, u für den 2ten, dten u. ſ. w. Werth von 
2t imagindr; daher fann man nur 2t = In, ober Ir, oder In, ober etc. 
fegen, und daraus findet man folgende vier Paar Coordinatenwerthe 


Kent) Heer 1 1 Keeten 1 ZU ae 


und die Punkte, welche biefe Coordinaten haben, find am entfernteften von 








der Abfciffenachfe, wovon man ſich durch Auffuchung des zweiten Differen- 

| tialcoefficienten überzeugen fonnte, wenn dies, nach der Unterfuchung ber 

| Gleichung in $. 62. (Aufg. 99.), noch nöthig wäre Mir bemerfen noch, Sig. 43. 
daß diefe vier Punfte in einem Kreife liegen, der ber Lemniscate concentrifch 
ift, und deſſen Radius die Länge aya hat (vergl. $. 62. Aufg. 101.). 


IV. Es ſoll der Punkt der Kettenlinie gefunden werden, welcher ber 
zur Abfeiffenachfe genommenen Geraden am nächften liegt, wenn die Gleis 
dung biefr Eurve ($. 64. ©. 5) bie Form 


y- 2 2( +e ) 
nm dy = = 20 J 
Es iſt 5 * ⸗ — e ); und wenn wir biefen Ausdruck gleich 
Null fegen, fo erhalten wir 


N 


hat. 
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$. 77. woraus ſich 120 ‚, und ſodann y = m ergiebte. Da, für dieſen Werth 
Ä ey _1/=, = 1 
von x; der Differentialcoefficient Sr = * +e ) fih auf te 
ducirt, und alfo mit dem Werthe von y baffelbe Zeichen hat, fo ift ber 
Punkt, deffen Coordinaten x = 0 und y = m find, der ber Abfeiffenachfe 
am nächften liegende. 
/ 
. 78. 

Aufgabe [129]. Unter allen Punkten einer gegebenen Eurve dies 
jenigen 3u finden, deren Entfernung von einem ebenfalls gegebenen 
Punkte ein Maximum oder Minimum if. 

Es ſey y = y(x) die Gleichung der gegebenen Eurve, und es feyen 
a; ß die Eoorbinaten des gegebenen Punktes in Beziehung auf ein recht: 
winkliges oder ‚fchiefwinfliged Coordinatenfpftem. Die Entfernung v eines 
Punktes xy der Curve von dem gegebenen Punkte «9 wird nun durch 


‚= VO — BY H+2W— P)a—e)eosd+(x—a)?} 
ausgedrückt, wo «' den Coordinatenwinkel bedeutet ($. 2. 5.4) Sol nun 
v ein Marimum oder Minimum feyn, fo muß 


dv [7 —M)+&— o)eond FT + (y—B)cose’ + —a) 


File - VG MU —P)(<— a)eosad’+(x—e)?} 
oder alfo 


[g—D+&— Joa} +(y—B)eosa’+x—e) =0 (]) 


feyn. Beſtimmt man aus diefer legten Gleichung und aus der Gleichung 
der Curve, y = px), die Werthe von x und y, fo hat man bie Coor⸗ 
Dinaten des Punktes, deffen Entfernung v von bem gegebenen Punfte «3 
ein Marimum oder Minimum ift, wenn nicht etwa für dieſe Coordinaten 
= oder überhaupt eine ungerade Anzahl nächft folgender Differential: 
Eoefficienten, gleih Null ift. 

Setzt man in ber Gleichung (7) ($. 71.) der Normale im Punfte 
x,yı für x und y bie Werthe & und 9, und läßt die Indiced von x, und 
yı tveg, fo erhält man bie fo eben gefundene Gleichung (1). Daraus folgt, 
daß bie Gerade, welche den gegebenen Punkte mit demjenigen Punfte ber 


u 
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Eurve verbindet; deſſen Entfernung von jenem ein Marimum ober Mini- 6. 78. 


mum iſt, eine Normale an der Curve fey. 


Zu demfelben Nefultate gelangt man noch leichter, wenn man bie Curve 
auf Polarcoordiuaten bezieht, deren Pol in dem gegebenen Punfte Tiegt. Es 
ift nämlich alsdann die Entfernung eines Punktes ber Curve von dem Pole 
ein Marimum oder Minimum, wenn der Radius vector u biefes Punktes 
ein Marimum oder Minimum if. Fuͤr den gefuchten Punkt muß daher 

Zr \ 
A090, 
alſo die Polarſubnormale gleich Null ſeyn, und folglich muß die Normale 
dieſes Punktes durch den Pol, d. i. durch den gegebenen Punkt, gehen. 


Aufgabe [130]. Es find zwei Curven gegeben; man ſoll diejeni⸗ 
gen Punfte derfelben finden, deren Entfernung ein Maximum oder 
Minimum ift. 

Es feyen die Gleichungen der beiden Curven auf baffelbe rechttwinflige 
Coorbinatenfpftem bezogen, und bie Eoordinaten der einen durch x, y, bie 
der andern aber burch x’, y’ bezeichnet. Die Entfernung v irgend zweier 
Punkte in beiden Eurven wird alsdann durch 

v=Vy— sy’ +a—x) 
ausgedrückt, und in diefem Ausdrucke find y und y’, in Folge der Glei⸗ 
chungen der gegebenen Curven als bekannte Functionen reſpective von x und 
von x’, dieſe letztern Größen, x und x’, aber als unabhängige Veraͤnderliche 
zu betrachten. Damit alfo v ein Marimum ober Minimum ſeyn koͤnne, 


muß nach ber befannten Megel (z z.) fowohl alg (5 =) gleih Null feyn. 


Entwickelt man diefe partiellen Differentialcoefficienten und fegt ihre Zähler 
gleih Null, fo ergiebt fich 


Narr D=0 ; G-NEre-N=0. 2) 


Diefe beiden Sleichungen in Verbindung mit Sen beiden Gleichungen ber 
gegebenen Curven reichen hin, die vier Größen x, x, y u. y’ zu beflimmen. 
Nachdem diefe Beftimmung gefchehen ift, muß nach ben befannten Regeln 
unterfucht werben, ob bie gefundenen Werthe Die Entfernung v wirklich zu 
einem Marimum oder Minimum machen. 

Wenn man in der erfien Gleichung (2) x u. y als conflante Größen, 
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x’ u. y’ aber als laufende Eoorbinaten anficht, fo drückt dieſe Gleichung bie 
Normale im Punkte xy der erfien Eurve aus ($. 71. ©. 8), und da fie 
von den zu fuchenden Werthen von x und y’ befriedigt werben muß, fo 
liegt der Punkt x’y’ in ber Normale des Punktes xy der erften Curve. Auf 
diefelbe Weiſe ergiebt fi) aus der zweiten Gleichung (2), daß der Punft 
xy in der Normale des Punktes xy’ ber zweiten Curve liege. Die gefuch 
ten Punkte liegen alfo in einer Basen, welche eine gemeinfchaftliche Nor 
male beider Eurven if. 

Es if einleuchtend, daß dieſelbe Beziehung zwiſchen den Punkten, de⸗ 
ren Entfernung ein Maximum oder Minimum iſt, auch Statt finden muß, 
wenn dieſe Punkte nicht in zwei verſchiedenen, ſondern in einer und derſelben 
Curve liegen. So iſt z. B. die groͤßte Sehne einer Ellipſe ihre groͤßere 
Achſe, welche zugleich die Normale in beiden Scheiteln der Curye iſt. 


Aufgabe [131]. Ks find zwei Eurven und die Richtung einer 
Beraden gegeben; man foll diejenigen Punkte derfelben finden, deren 
Verbindungslinie der gegebenen Richtung parallel, und deren Entfer⸗ 
nung ein Maximum oder Minimum iſt. 

Es ſeyen die Gleichungen der beiden gegebenen Curven auf daſſelbe 
rechtwinklige oder ſchiefwinklige Coordinatenſyſtem bezogen, deſſen Ordinaten⸗ 
achſe der gegebenen Richtung parallel ſey. Wir bezeichnen die Coordinaten 
der einen Curve durch x, y, die der andern durch x’, y. Da nun die ge 
fuchten Punfte in einer, der gegebenen Richtung parallelen, Geraden liegen 
ſollen, und die Orbinaten beider Eurven biefer Richtung parallel find, i 
müffen die beiden gefuchten Punkte dieſelbe Abfciffe haben, und ihre En 
nung v iſt dem Unterfchiebe ihrer beiden Orbinaten gleich. Wir haben * 

vn y—y und x x ! 
fo daß alfo von den beiten Sunctionalgrößen x und x’ mur eine als unab⸗ 
haͤngige Weränderlihe anzufehen ifl. Aus biefen beiden Gleichungen erhal 
ten wir nun ferner 


a_y_ yE 5 _% 
dx dı dx dx x! _ 
und, durch Elimination von n 
dv dy _dy 
dx dı dY’ 
folglich, für dad Maximum oder Minimum von v, T = = . Da nun 
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= und T die Neigungen der Tangenten in den Punkten xy und xy’ der 6. 78. 
beiden Kuren gegen die gemeinfchaftliche Abfeiffenachfe beftimmen, fo erhal: 
ten wir als Löfung der Aufgabe die Beziehung zwiſchen ben gefuchten Punk: 
ten, baß fie eine und diefelbe Abfeiffe und parallele Tangenten haben. 

Diefelbe Beziehung findet auch Statt, wenn beide Punfte in einer und 
derfelben Eurve li follen. So ift 3. B. die größte einer gegebenen Rich⸗ 
tung parallele Sehne in einer Ellipfe ber dieſer Richtung parallele Durch: 
meffer, und bie Tangenten in den Enbpunften dieſes Durchmeſſers ſind ſei⸗ 

nem conjugirten alſo auch einander parallel. 






Aufgabe [132]. Es find zwei Curven und irgend ein Punkt in 
ihrer gemeinfchaftlichen Ebene gegeben; man foll diejenigen Punkte dies 
fer Eurven finden, deren Derbindungslinie durch diefen Punkt gebt, und 
deren Entfernung. ein Maximum oder Minimum ift. 


Mir beziehen die beiden gegebenen Eurven auf daffelbe Polar» Coordi- 
naten⸗Syſtem, indem wir den gegebenen Punkt zum Pol annehmen, und 
bezeichnen ihre Coordinaten refpective durch t, u und durch t,wW. Da num 
die beiden gefuchten Punkte mit dem gegebenen in gerader Linie liegen fol- 
In, fo müflen die beiden Leitftrahlen in eine Richtung fallen, und bie Ent: 
fernung v biefer Punkte ift alsdann dem Unterfchiede ihrer Leitftrahlen gleich. 
Wir haben daher 

vu. m t=t, 
und erhalten daraus 
dv _du dd , dt 


ma aa > In 


folglich, durch Elimination von % | 
dv _.du _ du’ 
\ dd dt d° 


Da nun v ein Marimum oder Minimum feyn fol, fo muß = = (0, alfo 


| = = 2 ſeyn, d. i. es müffen die Polarfubnormalen der beiden Punkte 


einander gleich ſeyn. Da ferner die Leitfirahlen u und w in einer und der⸗ 
felben Richtung liegen, fo werden auch bie Polarfubnormalen in eine Rich 
tung fallen, deren Endpunfte alfo auf einander Tiegen werben. Wir können 
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die eben gefundene Beziehung der beiden Punkte, welche die Loͤſung der Aufgabe 
ausmacht, wie folgt ausdruͤcken. Die Punkte zweier gegebenen Curven, de⸗ 
ren durch einen gegebenen Punkt gehende Verbindungslinie ein Maximum oder 
Minimum iſt, ſind ſo gelegen, daß die Gerade, welche von dem gegebenen 
Punkte nach dem Durchſchnitte der Normalen in jenen Punkten der Curven 
gezogen wird, auf jener groͤßten oder kleinſten Verbindungslinie ſenkrecht ſteht. 
Wir haben oben gefagt, daß beide Leitſtrahlenen iner Richtung fal- 
Ien, und dies ift auch in dem Falle anzunehmen, in welchem ber gegebene 
Punkt zwiſchen ben. beiden gefuchten liegen müßte. Dann märe ber eine Ras 
dius Hector pofitiv und der andere negativ, und beide machten mit ber Gera⸗ 
den, von welcher die t und t angerechnet find, denfelben Winfel. Da indef 
fen der andere Radius vector auch pofitiv und ! = t+-r feyn koͤnnte, fo 
dürfte vieleicht ein Zweifel entſtehen, ob unfere Löfung allgemein gültig fey. 
Um biefem zu begegnen, tollen wir ben eben erwähnten Fall befonders be; 
trachten. Da die Leitſtrahlen jeßt nach entgegengefeßter Richtung liegen, fo 
ift nicht mehr v = u— u, fondern 
v=utrlV md t=t+n, 





woraus 
de _d, did 1* 
d dt did — 
alſo au au 
av u u 
a arg 
8.1. die 
Polarfubnormalen der gefuchten Punfte find einander gleich aber entgegenge- 
ſetzt. Bezeichnen wir den Winfel, der zu irgend einem Radius vector ges 
hört, durch 7, denjenigen aber, den die Polarfubnormale mit derfelben Achfe 
bildet, durch) 9, oder 9,, je nachdem biefe Polarfubnormale pofitiv oder 
negativ ift, fo haben wir, zufolge deſſen, was in $. 71. bemerkt worden, 
4, =Tt+in; 0, = r—ıin. Setzt man nun erſtens in 9, ben Werth 
t und in 9, den Werth ? für z, zweitens in 9, den Werth ! und in 9, 
den Werth t, fo kommt 
ef 9%, =t+ın ; =t—h, 
zweitens 9%, = t+ı ; =t—iıa, 
und wenn man überall, in Folge der obigen Gleichung, !-+7 für t ſub⸗ 
ftituirt 


und. für dad Marimum oder Minimum von v, - = 


er⸗ 
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ef mtr ; atom, 
mind %,=t+h ; =t+tin. 


Es machen baher die beiden Polarfubnormalen entweder einen Winkel gleich 


2rr ober gleich O; fie liegen alfo in jedem Falle auf einander. 
Wir wollen jet die Loͤſung ber Aufgabe an einem Beifpiele zeigen. 


Beifpiel. Es feyen zwei Serabe und ein Punft gegeben. Man fol 
diejenige Linie finden, welche durch den gegebenen Punkt geht und von ben 
gegebenen Linien fo gefchnitten wird, baß das zwiſchen ihnen enthaltene 
Stüf ein Minimum fey. 

Mir nehmen die gegebenen Geraden zu Coordinatenachfen und in Bes 
siehung auf dieſe feyen a, b bie Coordinaten bed gegebenen Punfted. Be 
zeichnen wir den Eoordinatenwinfel durch &« und bie Stücke, welche die ges 
fuchte Gerade auf den Achfen abfchneidet, durch x und y, fo ift die Länge v 
des zwiſchen den Achfen enthaltenen Stückes dieſer Geraden 


| — Vy?—%ycosctx:. 
Die Gleichung berfelben Geraden aber ift, wenn wir ihre Iaufenden Coordi⸗ 
naten durch x, y bezeichnen ($. 4. ©. 14), 


—— =1; 
| y x 
und da fie durch den Punkt ab geben fol, fo haben wir 
242 =1. 
y 


Setzen wir den Werth von y aus biefer Sleichung in ben Ausdruck von 
v, fo ergiebt fich 
v= V(x—a) — 2b(x—a)cos« +b?. — 


und wenn wir = = 0 feßen, fo kommt 


(«— a) — b(x— a)’ coso ab(x — a) cos c - ab? = 0. 

Aus diefer Gleichung hat man x zu beftimmen, deſſen Länge auf der zur 
Abdfeiffenachfe genommenen Geraden abgefchnitten werden muß. Verbindet 
man den Endpunkt dieſes Abſchnitts mit dem gegebenen Punkte, fo hat 
man die verlangte Gerade. 

Man kann aber auch folgendermaßen zu ber gefuchten Geraden ge 
langen. Der Ort des Endpunktes der Polarfubnormale einer Geraden ift 

24 





$. 78. 
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5. 78. eine Parabel, deren Scheitel in dem zum Pol genommenen Punfte liegt, des 
ren Achfe auf der Geraden fenfrecht fieht, und deren Parameter dem Ab; 
ftande des Pole von der Geraden gleich ift, mas ſich aus einer Rechnung 
ergiebt, die der in $ 74. (Aufg. 121.) für die Conchoide angeftellten, gleich 
if. Conftruiren wir alfo die beiden Parabeln, welche die Derter bes End- 
punftes ber Polarfubnormale an beiden Geraden find, indem wir ben geges 
benen Punkt als Bol annehmen, fo werden fie einen gemeinfhaftlichen 
Scheitel und außerdem noch drei ober einen Durchfchnittspunfe haben. Es 
erhellet nun aus dem, was in ber allgemeinen Löfung der Aufgabe fich ers 
geben hat, daß wir jegt von einem DurchichnittSpunfte ber Parabeln nur 
Senfrechte auf die gegebenen Geraden zu fällen brauchen, fo wird bie Ber; 
bindungslinie der Fußpunkte dieſer Senfrechten burch den gegebenen Punft 
gehen und die verlangte Fürzefte Linie feyn. 

Es ift faſt überflüffig, die Uebereinftimmung bed Reſultats biefer Con⸗ 
firuction mit dem vorher Gefundenen nachzumeifen. Für den Sal, ba bie 
gegebenen Geraden fich ſenkrecht fchneiben, kann dies inbdeffen fo leicht ge: 
ſchehen, daß mir dabei einen Augenblick verweilen wollen. Die Gleichun⸗ 
gen der beiden gu confiruirenden Parabeln find nämlich in biefem Falle, 
wenn die gegebenen Geraden zu Coorbinatenachfen genommen werben, 

(v—b)”? = aı—a) md (—a)? = b(y—b). 
Eliminirt man y, fo fommt 
«—-a)fx—a)—abt = 0, Ä 
eine Gleichung, deren zweiter Factor mit ber oben für x gefundenen Glei⸗ 
hung übereinftimmt, wenn man in dieſer « = in, alfo cos« —= 0 feßt, 
wodurch die Gleichheit der Nefultate für diefen Fall dargethan ift. 

Wir wollen noch bemerfen, daß in dem in Rede ftehenden Salle zweier 

auf einander fenfrechten Geraden 


x=alalHb) ; yblarıh, 
alfo die Größe des Minimums 
+0 = (a3+-bV)i 


$. 79. 

Aufgabe [133]. Es find drei Eurven gegeben; man foll in jeder 
von diefen Eurven einen Punkt finden, der fo liegt, daß Das durch die 
Verbindung der drei Punkte entſtehende Dreieck die größte oder kleinſte 
Summe der Seiten babe. 


iſt. 
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Wir besiehen die drei Eurven auf ein und baffelbe rechtwinklige Coor⸗ 6. 79. 
dinatenſyſtem und bezeichnen ihre Eoorbinaten refpective durch xy, xy’ und 
xy", die Summe der Seiten des genannten Dreiecks aber durch s. Als⸗ 
dann ift 
s — — YPHSZ-WHE—I . 
Differentüiren wir biefen Ausdruck nach x, x und x’, und fegen bie Diffe⸗ 
rentinleoefficienten gleich Null, fo kommt 


d 
G-NII-+&—x) „F= — — 
VE WW en, 
NIE HR-N) G-NIE+6—2) 
Do na — ma 3 + — — 2 = 0 ! 
Vy—-S’Hr@—x Vy—y”-+(a—x) 
nn „e- IL +@—r) 

Vi Hr@— 7 — + (X — 7 — 
Dieſe drei Gleichungen und diejenigen der gegebenen Curven reichen hin, die 
ſechs Coordinaten der geſuchten Punkte zu beſtimmen, und nachdem dieſe 
Beſtimmung erfolgt iſt, hat man nach den bekannten Regeln zu unterſuchen, 
ob die Summe der Seiten ein Maximum oder Minimum iſt, oder ob keins 
von beiden Statt findet. 


Bezeichnen wir die Winkel, welche die drei Seiten des Dreiecks mit 
der Abſciſſenachſe bilden, reſpective durch 7 u. 7”, fo haben wir 


—0, 








— y—y ‘ — y—y “ — y—y “ 

tangy — sy 3 tangy = Y_f >» tangy" = x? 
ferner 
y—y x—x 


ee 77 zur Dre ee mer erg, 
(—-y)’+ra—x) - -x) 
und ähnliche Ausdruͤcke für siny, siny", cosy und cosy”, wodurch wir 
die vorher aufgeftellten drei Gleichungen in 
dy 


, „d n 
Bu Er“ =0, 


einy SI, eo. + siny — + cosY = 0, 
siny I an + inc) = = 0 
24 * 
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4.79, umformen koͤnnen. Hieraus erhalten wir 








dy __ _eosy-teosy” _cot +7" 
de sinf+einy 32 
day _ __ eye _ _ ur 
dd  siny—einy 2  ! 
4" == __ cosy +cosy = ct tr 
de — eiay' 2 
Da nun IT, tr f tr offenbar diejenigen Winkel find, welche 


die Halbirungslinien der Winkel des Dreiecke mit ber Abfciffenachfe bilden, 
fo folgt, daß die Normalen in den gefuchten Punften xy, x'y’, x’y" ber 
drei Eurven die Winkel des Dreiecks halbiren, und fich alfo in einem Punkte 
ſchneiden. 

Aufgabe [134]. Es find drei Eurven gegeben; man ſoll in jeder 
derfelben einen Punkt finden, der fo liegt, Daß das durch die Verbins 
dung der drei Punkte entftebende Dreied die größte oder kleinſte Oua⸗ 
Oratfumme der Seiten babe. 

Wenn bie rechtwinkligen auf baffelbe Syſtem bezogenen Eoorbinaten 
der drei Curven durch xy, x'y’ und x’y” bezeichnet werben, unb bie Qua⸗ 
dratfumme der Seiten des Dreiecks S ift, fo haben wir 

8 HANSE HH -VWHA-TN', 
und zur Beflimmung ber Eoorbinaten der gefuchten Punkte, außer ben brei 
Gleichungen ber gegebenen Eurven, durch Differentiation des Ausdrucks von 
8, bie folgenden 


Byrne ++ =0, 
j2y—(y-+y YrZ + (+) = =0, 


12y"— + + — G+HY)=0. 
Nach diefer Beſtimmung ift zu unterfuchen, ob S für bie gefundenen Werthe 
der Eoorbinaten ein Marimum oder Minimum werde, ober ob ein folches 
überhaupt nicht eriftire. 
Bezeichnen wir bie laufenden Coorbinaten der Normale im Punkte xy 
durch x, 'y, fo ift ihre Gleichung 


(v-Y2 a3 +) = 0, 
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oder, wenn wir fie 57 „ feinen Werth aus der erften der drei Gleichungen fegen, 6. 79 


HIN Br HN =0, 

welche durch x = Kr-+x”) und 'y = Ky'-+y”) befriedigt wird. Die 
Normale im Punkte xy geht alfo durch den Halbirungspunft der Verbin, 
dungslinie der Punkte x’y’ und x’y". Aehnliche Refultate ergeben fich für 
die Normalen in den Punkten x’y’ und x’y", und daraus folgt, daß bie 
Normalen ber drei Eurven in ben Eckpunkten des gefuchten Dreiecks burch 
die Halbirungspunfte der gegenüberfichenden Seiten geben und fich alfo in _ 
einem Punkte fchneiben. 


Aufgabe [135]. Es find drei Curven gegeben; man foll in jeder 
derfelben einen Punkt finden, der fo liegt, Daß das durch die Verbin: 
Oungslinien der drei Punfte gebildete Dreied den größten oder Fleins 
. fien Slächeninbalt babe. 

Bei der in ben vorigen Aufgaben angenommenen Bezeichnung haben 
wir, wenn Q den Slächeninhalt des Dreiecks bedeutet ($. 10.), 


= Ey Hry+Hıy)— ıtyX+yX]} ı 
und zur Beſtimmung ber Eoorbinaten ber gefuchten Punkte, außer den Glei- 


chungen der gegebenen Eurven, durch Differentiation bes Ausdrucks von Q, 
die folgenden 


nn Y-Y)= 
TVo, 
LH -N=0; 


und nach erfolgter Beftimmung biefer Eoordinaten muß unterfücht werben, 
ob die gefundenen Werthe Q zu einem Marimum oder Minimum machen, 
ober ob dergleichen nicht eriftiren. 

Die trigonometrifchen Tangenten ber Winfel, welche die Normalen in 
den gefuchten Punkten ni der Abfeiffenachfe machen, find refpective durch 
— z f -55 und — --—; 27 ausgebrüdt. Die Tangenten ber Winfel aber, 
welche bie dieſen Punkten gegenüberftchenden Seiten des Dreiecks mit der: 


felben Abſciſſenachſe bilden, find seid 7 YZ * — = — und — =y 7) oder, 








_ m — 


6.79. in Folge ber vorigen Gleichungen, gäeich SI , , um I. Hieraus 





ergiebt fich, daß bie Normalen in den gefuchten —* * drei Curven, 
die dieſen Punkten gegenuͤberliegenden Seiten des Dreiecks ſenkrecht und ſich 
alſo in einem Punkte ſchneiden. 


Man ſieht leicht ein, daß die Aufgabe, in welcher gefordert wird, daß 
bie Eckpunkte bed Dreieds in einer und kerfelben Curve liegen follen, eben 
fo zu behandeln if. Dabei kann es fi) dann aber. ereignen, baß bie brei 
Differentialgleichungen, die wir aufgeftelle haben, nicht von einander unabs 
bängig find, fondern daß eine berfelben eine Folge der übrigen iſt. Alsdann 
find die drei als unabhängig betrachteten Größen x, x’, x" durch tiefe drei 
Gleihungen nicht beflimmt, fonbern es ergeben fi nur zwei Relationen 
stoifchen biefen drei Größen, und man kann baber eine von ihnen beliebig 
annehmen. Aber in biefem alle exiftiren Feine abfolute Marima ober Mis 
nima, und es fünnen bie Werthe, welche Q für irgend einen beliebigen 
Werth x, von x und für die, in Folge der beiden Relationen fich ergeben: 
den, Werthe x,’ und x," von x’ und x’ erhält, nur relative Marima oder 
Minima feyn, d. h. bie Werthe von Q für x,, x, und x," koͤnnen nur bie 
größten oder Fleinften unter denjenigen fegn, welche Q für benfelben Werth 
x, bon x und andere, die beiden genannten Relationen nicht befriebigende, 
Werthe xy, x, von x und x” erhält. 

Die Werthe, welche Q für andere beliebige Werthe x. von x und bie 
fen, in Folge der beiden Relationen, entiprechende Werthe x’. und x’. von 
x und x” erhält, find ſaͤmmtlich einander gleih. Dies laͤßt fich folgender: 
maßen leicht ermeifen. Betrachten wir Q, indem wir für y, y’ und y” 
ihre Werthe in x, x und x” ung fubftituirt denfen, als Sunctionen nur 
von x, x und x", fo haben wir, dba x’ und x”, in Folge ber, bei bem in 
Mede ftehenden Falle Statt findenden, beiben Relationen, ihrerfeitd wieder 
Sunctionen von x find, 

dQ _ (dQ de’ /dQ\de . (dQ 
di ds"/dy + \E+(®) " 


Nun find aber die drei partiellen Differenfialcoefficienten (23 Ir” 2), (22 2) 


und (Se) nichts anders ale bie erſten Theile der aufgeſtellten drei Slei— 
chungen, welche, der jegigen Vorausſetzung zufolge, von jebem beliebigen 
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Werthe von x und ben entſprechenden Werthen von x und x’ befriedigt 6. 79, 
werben; baber ft z = ‚ für jeben beliebigen Werth von x, gleich Null. 


Wenn aber der erfte Dfereickioft cient einer Sunction, für jeden Werth 
der Veränderlichen, gleich Null ift, fo ift dieſe Sunction einer Conſtanten 
gleich, was zu geigen tar. 

Der genannte Sal tritt 5. B. bei der folgenden Aufgabe ein, bie nur 
eine Particularifatton ber vorigen ift. 


Aufgabe [136]. In einer gegebenen Ellipſe das größte oder: 
kleinſte Dreied zu beffimmen. 


Es fy a’y?-+-b’r? = Fi die Gleichung der Ellipſe in Beziehung 
auf ihre Achſen. Dann in 2 = — re und bie drei Gleichungen in der 


vorigen Aufgabe nehmen die Formen 

b’?(sxX —ıX’)+a(yy—yy)=0, 

b’(xr’—ır) Ha(yy—yy)=0, 

Bi" — x’) Hay” —yy))—=0. 
an, von welchen die legte durch Addition ber beiben erftern hergeleitet wer; 
den kann. Es giebt demnach Fein abfolut größtes ober Fleinftes Dreieck in 
der Ellipſe. 

Nehmen wir jetzt einen beliebigen Punkte auf ber Ellipfe, z. B. einen 
Endpunft der größern Achfe, als Scheitel eines eingefchriebenen Dreiecks an, 
fo haben wir zur Beſtimmung bed größten oder kleinſten Dreiecks unter des 
nen, welche benfelben Scheitel haben, in bie „drei erhaltenen Zleichungen 


s=+auny= 0, für y und y” abe ya und ya — 


zu ſetzen, woraus ſich 
!—" =0 3 X PRHENERY nur v?—ı"” =0, 


und fomit 


ı _ı — — 3a / 
und alsdann y = 2" und y- = + ergeben. Die Werthe von 


y und y’, mit gleichen Zeichen genommen, geben gar Fein Dreieck; mit 
entgegengefeßten Zeichen genommen, beftimmen fie ein Dreieck, beffen Schei- 
tel nun in bem einen Endpunkte ber größern Achfe liegt, und deſſen Grund» 
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5.79. linie, gleich by3, ſenkrecht auf berfelben Achfe ſteht und von jenem Schei⸗ 
tel die Entfernung 3a hat. Der Inhalt dieſes Dreiecks ift demnach PT, . 

Hätten wir einen andern Punkt auf der Ellipfe zum Scheitel bes 
Dreiecks angenommen, fo würben wir zufolge desjenigen, was wir vorher 
über ben Werth von Q bemerft haben, benfelben Slächeninhale gefunden bas 
ben. Um für biefen Scheitel die Lage der Srunblinie zu finden, ift es niche 
nöthig, die Rechnung von Neuem anzufangen; denn diefer Scheitel kann 
immer ald Endpunkt eines Durchmeſſers angefehen werden, und besicehen 
wir bie Gleichung der Ellipfe auf biefen Durchmeffer und feinen conjugirten, 
fo ändert fich die Gleichung der Curve nicht, wenn wir jeßt unter 2a und 
2b die Längen biefer Durchmeffer verfichen. Die drei Bebingungsgleichun« 
gen für das Marimum oder Minimum bleiben ebenfalls unverändert, weil 
der Ausdruck Q des Dreiecks nur mit einer conftanten Größe, dem Sinus 
des neuen Soorbinatenmwinfeld nämlich, gu multipliciren ift ($. 10). Dem: 
nach werden x’, x’, y u. y' auf biefelbe Weiſe von a und b abhangen 
als vorher; d. h. die Grundlinie des Dreiecks wird dem conjugirten Durch 
meſſer parallel feyn, und ihr Durchfchnittspunft mit dem durch ben Schei⸗ 
tel des Dreiecks gehenden Durchmefler wird die Hälfte deſſelben balbiren. 
Daß übrigens biefe Dreiecke feine Minima, fondern relative Marima find, 
ift von felbft Elar. 

Wir dürfen nicht unbemerft Iaffen, daß fich biefelben Nefultate, vers 
mittelft der Affinität, aus der Beſchaffenheit des größten, in einem Kreife 
eingefchriebenen Dreiecks ohne alle Rechnung herleiten laffen. 

Wollte man dag größte oder Fleinfte Dreieck in einer Hyperbel auffu- 

chen, fo wuͤrde die Rechnung biefelbe feyn, nur wäre bY—1 für b zu 
fegen, woraus fich denn, für x = a und y= 0, y fowohl ad y' = 


* —* 3 ergeben wuͤrde. Demnach giebt es hier kein groͤßtes Dreieck. 





| . 80. 

Eine gerade Linie, welcher fich eine Curve immer mehr und mehr näs 
bert, ohne fie je zu erreichen, und bergeftalt, daß der Abftand der Eurve 
von dieſer Geraden Fleiner wird als jede gegebene Größe, heiße Afympeote 
der Curve. Aus dieſer Erklärung folgt, daß nur folche Eurven, welche fich 
ind Unendliche erſtrecken, Afymptoten haben können; ferner, daß bie Gerade, 


— — — — 
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welche eine Aſymptote eines Zweiges iſt, wohl andere Zweige derſelben Curve, $. 80. 


nicht aber dieſen Zweig ſchneiden kann, und daß ſie als eine Tangente an⸗ 
zuſehen iſt, deren Beruͤhrungspunkt in unendlicher Entfernung von irgend 
einem, zum Anfangspunkte der Coordinaten angenommenen, Punkte liegt. 


Aufgabe [137]. Es iſt eine ſich ins Unendliche erſtreckende Curve 
gegeben. Man ſoll finden, ob ſie Aſymptoten hat, und welches ihre 
Rage iſt. 

Wir nehmen an, die Polargleichung der Curve ſey bekannt. In dieſer 
Gleichung ſetzen wir den Radius vector u gleich o , und entwickeln 
daraus den Werth t' des dazu gehörenden Winkels t. Dieſen Werth ſetzen 


wir in den Ausdruck der Polarſubtangente * . Bezeichnen wir nun das 


Reſultat diefer letzten Subftitution durch p, fo ift p bie Länge de8 vom 
Anfangspunfte ber Koordinaten auf die Afymptote herabgelaffenen Perpen⸗ 
dikels, t aber der Winkel, welchen die Aſymptote mit der Geraben macht, 
von welcher die t an gesähle find. Wenn p = © , oder wern p image - 
när ift, hat die Curve feine Afymptote. 

Die Nichtigkeit diefed Verfahrens leuchtet ein, wenn man erwägt, daß 
in dem rechtwinkligen Dreiecke, twelcyes von dem Radius vector, der Tangente 
in feinem Endpunfte und ber Polarfubtangente dieſes Endpunftes gebildet 
wird, für den Sal, baß bie Tangente fi) in eine Afymptote verwandelt, 
der Radius vector gleih  , und alfo nicht nur der Winkel, den die Po⸗ 
larfubtangente mit diefem Leitftrahle, fondern auch derjenige, welchen fie mit 
der Afpmptote madıt, ein rechter iſt. 


Beifpiel I. Es fol nad) ber angegebenen Art unterfücht werben, 
welche von den Linien zweiten Grades Afymptoten haben. 

Mir nehmen die Polargleihung (l—mcost)u = r, welche ($. 33. 
G. 16) alle Linien zweiten Grades umfaßt, und fegen darin u = z. Das 


durch erhalten wir L—mcost =0, alfo cost = — und fomit sint = 


Vm—ı dt r r' 
2 ——— , Da nun u HT Dat! fo haben wir p = + 


Diefer Ausdruck ſowohl als der von ⸗int' iſt imaginaͤr, wenn m<Il, d. i. 
wenn bie Curve eine Ellipſe ift; er ift o, wenn m — I, d. i. wenn bie 
Eurve eine Parabel iſt. Die Ellipſe und Parabel haben baher Feine Aſymp⸗ 


/ 
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Sig. 31. 


Sig. 36 


Sig. 37. 


Sig. 47. 
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toten. Wenn m>L1 ift, haben sint' und p zwei gleiche und entgegenge 
fegte reelle Werthe; Die Hyperbel bat alfo zwei Aſymptoten. 

I. Es fol die Afymptote ber, im $. 57. betrachteten und daſelbſt 
durch die Gleichung (3) sin(p-H-t)ru = absin2t außgebrücdten ‚, Curve 
gefunden werben. 

Wir fegen u , und erhalten dadurch —9 oder *—9. 


dt ab sin? 2t 
2__ — 
Da nun u’, du” r "Bsin(p-+-t)cos2t— sin2tcos( pt) iſt, fo haben 


wirp = Fr ein2p. Das doppelte Vorzeichen dieſes Ausdrucks bezieht 


ſich auf die beiden Werthe von 1’; da aber diefe beiden Winfel fich zu zwei 
rechten ergänzen, fo eriftirt nur eine Aſymptote. Fuͤr bie der Fig. 31. zu 
ab 


Grunde gelegten Werthe -=172 und * 15°, haben wir p 
= 866. | 

III. Es fol bie Afpmptote der Eiffoide gefunden werden. 

Wir transformiren die Gleichung x(y?-+x?)—cy? = 0 ($. 59. ©. 8) 
in Polarcoortinaten, und erhalten ucost = csin?t. Segen wir nunu=j, 
fo fommt cos! —=0, dlpi=ih bet —in. Da feme 

Bl csin? t 

"= Test it, fo haben wir p===c. Die Afymptote fteht alſo 
auf der Abfeiffenachfe fenkrecht in einer Entfernung p = c vom Anfangs⸗ 
punfte ber Koordinaten. 


IV. Es fol die Afymptote der Conchoide, deren Polargleichung ($. 60. 
©. 8) 
usint = b-Fasint oder u= 44 
sınt 
ift, gefunden werben. 
Sen wir u=!, fo fommt sint! = 0, dp !—=0 oder t=m. 
Da ferner u = _ Gtasing! ift, fo haben wr p—= Fb. & 


bcost 


ift daher bie Berabe GG in $ig. 37. bie Afymptote der Curve. 


V. Es follen bie Afymptoten der Duabratriz des Dinoſtratus gefuns 
den werben. 
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Die Gleichung dieſer Curve in rechtwinfligen Coordinaten ($. 65. ©. 1) 


giebt, wenn wir Z — tangt und x = ucost feßen, die Polargleichung 


- tangt = tang 2 — Zu cost) f 
oder 





Segen wir ut, fo kommt != — In; oder Ein; oder 23 su.fm 
dt (1 u =) 
Da nun wW’— u” TA iſt, ſo haben wir, der Reihe 
X — —R 2cost 
— gt 

nach, p = 2a; oder ah ober tel u. fe w. Die Eurve hat 
alfo unendlich viele Afpmptoten, welche fenfrecht auf der Abfeiffenachfe fies 
ben unb welche bie, von ben verfchiebenen Zweigen der Curve auf biefer 
Achſe abgefchnittenen, Stuͤcke halbiren ($. 65. Aufg. 103.). 

VI. Es ſoll die Aſymptote der hyperboliſchen Spirale, deren Glei⸗ 
hung ($-. 68. ©. 3) ut = re iſt, gefunden werben. 


Wir fen u — Jund erhalten ! = 0. Da nım u — —ıa 


if, fo erhalten wir p = — re, und demnach hat die Eurve eine Aſymp⸗ 
tote, welche der Achfe ber t in ber Entfenung ra patallel if. (Ber 
gleiche $. 68.) 

VII. Es fol die Aſymptote des Lituus gefunden werben, deſſen Glei⸗ 
chung ut — ra iſt ($. 68. G. 4). 

Bir ſeten =} und abalm !=0. Da ferner wi = 


+-2rVot if, fo erhalten wir p = 0. Demnach ift die Gerade, von wel: 
her an bie t gezählt find, eine Aſymptote ber Curve. 


5 50. 


Sig. 34. 


Fig. 55. 





Bon den Berührungen höherer Ordnungen. 
4§. 81. 


Es ſey 
y=_oß (1) 
die Gleichung einer gegebenen Eurve und x,, yı feyen bie Eoorbinaten eis 
nes beflimmten Punftes berfelben. Es fey ferner 


y=wı,a,b,c...) 2) 


die gegebene, auf diefelben vechtwinfligen oder fchieftwinfligen Coordinaten⸗ 


achſen bezogene, Gleichung einer andern Curve. Sieht man bie in ber Gleis 
hung (2) enthaltenen n Eonftanten als noch unbeflimmte Größen an, fo 
druͤckt fie nicht eine individuelle Curve, ſondern ungählig viele Eurven aus, 
die ſowohl der Lage als der Geftalt nad) verfchieben find, je nachdem bies 
fen Eonftanten verfchiebene Werthe beigelegt werben. 

Wir beftimmen nun bie n Eonftanten a, b, c, etc. fü, daß bie Coor⸗ 
dinaten x), Yı, welche, der Vorausſetzung zufolge, bie Gleichung (1) bes 
friedigen, auch ber Gleichung (2) genug thun, und daß ferner für dieſelben 
MWerthe x, und y, von x und y bie erſten (n—1) Differentialcoefficienten 
der Function (2) denen der Sunction (1) gleich werden, bergeftalt, daß wenn 





. d 
wir, der Kürze wegen, plz) durch Yı, Yaı ra, b...) duch) Yır 2 
für den Werth x, von x durch Se, u. ſ. f. begeichnen, 

. I 
dp, _dyvı , By, -_ Ay 'y _ Ey 








pmYı 5 dh, dd,’ dd? di 3 Tr! re 


ſey. Erhalten nun die n Eonftanten aus diefen n Gleichungen reelle Wertbe, 
fo geht die, durch die Gleichung (2) ausgebrückte, Curve durch den Punft 
x,yı und fchließt fih der Curve (1) fo an, daß jede Eurve, welche, bei 
einer andern Beflimmung der Conftanten a; b, c, etc., durch die Gleichung 
(2) ausgedrückt wird, wenn fie auch durch den Punkt xy, gebt, in ber 
Nähe dieſes Punktes zwifchen der Curve (1) und jener angegebenermaßen 
beftimmten Curve nicht liegen Fann. 

Denn ed ſeyen x, +-h und y’ die Eoorbinaten eined von x,y, ders 
fhiedenen Punktes der Eurve (1), fo iſt 
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a, TE m 
yaptz at tar .3..n 
und zu herfelben Abfeiffe x. h gehört eine Ordinate y” einer der Curven 
(2), welche durch 


+... 





43. Ey, h Ey MOÄAdu m 
y’= =yıtz ur ru +. “+7 nr 


ansgehrädt ik Die Differenz beider Orbinaten ift, wenn dee Punft x,yı 
beiden Eurven gemein, wenn alfo 9, = Yı if, 

_ (dp, dy, eg _"yı h\ 
y-y- (- —R +5 — — ds, — a); 3.. aD 
Ip _ dJ Fr 








33 + 





und biefe Differenz reducirt fich, wenn bie — * angegeben be⸗ 
ſtimmt ſind, auf 
—W d Fe J a Yı h" 
y-"'= nt 

indem wir bie zur —* x,+h gehörige Drbdinate der in Rebe ftehenden 
Eurve durch y” bezeichnen. Nun kann aber h immer fo Flein angenommen 
werden, daß für diefen Werth von hund für jeden abfolut genommen klei⸗ 
nern Werth die Summe der erfin (n—1) Glieder der Reihe für ’—y”, 
abfolut genommen größer werde als die Summe aller übrigen Glieder, daß 
alfo auch „—y">y—y”; und ber Endbpunft der Ordinate y” kann da⸗ 
ber nicht zwiſchen ben Enbpunften der Orbinaten y’ und y“ liegen, wenn h 
gehörig Klein angenommen wirbd. 

Veberhaupt, wenn zwei burch bie auf baffelbe ante oder ſchief⸗ 
winklige Coordinatenſyſtem bezogenen Gleichungen 

2 96) 5 J=Y%a) . (3) 
ausgedruͤckte Eurven einen Punkt x,y, gemein haben, und wenn für diefen 
Punkt irgend eine Anzahl m vorberfter Differentialcoefficienten einander gleich 
find, fo daß alfo 
— . dd _dyv, ,. dp _Py. d’yp, __ dv, 

9%, =Yı > d, di > dx? TE du (4) 


ift; fo kann feine andere Curve, welches auch ihre Gleichung 
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y=ıa 
feyn mag, durch bdenfelben Punkt x,yı und zwiſchen ben zuerſt genannten 
Eurven durchgehen, wenn nicht auch 
_n: m_y . An _ Ip, In _Fp 

Aı = fı 3 dx, A 5] dx? — di, — — du,” 
if. 

Zwei Eurven, welche einen Punft gemein haben, und an welchen bie 
erfin m Differentialcoefficienten der Orbinaten für dieſen Punkt einander 
gleih find, haben eine Berührung oder einen Contact der mten 


. Ordnung. 


Zwei Eurven, welche einen Eontact ber mten Ordnung haben, koͤnnen 
außer dem Berührungspunfte P noch andere Punkte mit einander gemein 
haben, in welchen fie fich entweder fchneiden oder wieder berühren. Sin je 
dem Salle aber ift ber Berührungspunft P fo anzufehen, ale wären in ihm 
(m-+1) Durchfchnittgpunfte vereinigte. Denn wenn man, um bie Durch 
fehnittspunfte ber beiden Curven aufzufuchen, welche burch bie Gleichungen 
(3) ausgedrückt feyn mögen, y eliminirt, fo kommt 

pP) = ya) ı (5) 
und der Werth x, von x befriedigt nicht nur biefe Gleichung, fondern aud) 
ihre erften m Ableitungen nach x, was durch bie Gleichungen (4) ausge 
fprochen if. Es hat folglich die Gleichung (5), nach einem befannten 
Sage, (m-+1) gleiche Wurzeln, wodurch die Behauptung erwieſen iſt. Auch) 
haben umgekehrt zwei Eurven, von welchen (m--1) Durchfchnittspunfte in 
einen Punkt zufammenfallen, einen Contact der mten Ordnung. 


Zwei Eurven, die einen Contact erſter ober höherer Ordnung haben, 
haben in ihrem Berübrungspunfte biefelbe Tangente, und umgekehrt, zwei 
Eurven, die einen Punkt gemein und in demfelben eine gemeinfchaftliche Tan 
gente haben, haben in biefem Punkte einen Contact, ber wenigſtens von der 
erften Ordnung if. Denn wenn bie Eurven im Bunfte x,y, einen Contact 


erfter ober höherer Ordnung haben, fo ift * von demſelben Werthe, es 
mag aus der Gleichung der einen oder der andern Curve abgeleitet ſeyn; die 
Gleichung y—yı = 2% —x,) wird alfo für beide Curven biefelbe ſeyn. 
Und umgekehrt, wenn bie Tangenten in dem gemeinfchaftlichen Punkte xy 
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an beiden Curven zuſammen fallen, fo ſind ihre Gleichungen identiſch, folgs 5. sı. 
lich sy von bemfelben Werthe. 


. : 82. 

Die fo eben gemachten Bemerkungen laffen mancherlei Anwendungen 
zu, von denen wir einige kurz angubeuten nicht unterlaffen wollen. 

Zufolge des $. 63. entfpricht einer gleichfeitigen Hyperbel, beren Achfe 
gleich 2a ift, nach der daſelbſt erwähnten Verwandtfchaft, eine Lemniscate, 
deren Gleichung 

GH)? — 2) = 0 
if. Nehmen wir auf der Hyperbel irgend einen Punkt zw an, ziehen nach 
den beiden Brennpunften @, 9 zwei Gerade und halbiren die Winkel, welche 
fie einfchließen, durch zwei Linien A, A, fo ift von dieſen Halbirungslinien 
bie eine bie Tangente und bie andere bie Normale der Hnperbel im Punkte 
p ($. 37.) Dem Punkte zu der Hpperbel entfpriche nun ein Punkt M ber 
Lemniscate, ben Brennpunften. ꝙ und ꝙ der Hpperbel, deren Eoorbinaten 
-+ay2,0 und —ay2,0 find, entfprechen zwei Punkte F, F', melde, 
zufolge der Gleichungen (3) des $. 63., auf ber Achſe der Lemniscate zu 


beiden Seiten des Mittelpunftes C in den Entfernungen gleich 75 von ihm 


liegen. Den beiben Geraden up, up’ entfprechen zwei Kreife MFC, MFC, 
welche durch den Mittelpunft C, ben Earbinalpunft des Syſtems xy, durch 
den Punkt M und refpective durch die Punkte F u. F’ gehen. Den beiben 
Geraden A, A entfprechen zwei Kreife L, L’, melche durch den Mittelpunft 
C und durch den Punft M gehen, und die vorher genannten beiden Kreife 
fo fehneiden, daß fie die Winkel halbiren, unter welchen dieſe Kreife fich 
ſchneiden. Da nun in ber einen von ben beiben Geraden A, A’ zwei ihrer 
Durchfchnittspunfte mit der Hpperbel im Punfte u vereinigt find, fo find 
auch in bem einen ber beiden Kreife L, L’ zwei feiner Durchfchnittspunfte 
mit ber Lemniscate im Punkte M vereinigt. Daher hat biefer Kreis mit 
der Lemniscate im Punkte M einen Eontact, der wenigſtens von ber erften 
Orbnung ift, und feine Tangente im Punkte M ift zugleich die Tangente ber 
Lemniscate in dieſem Punkte; deshalb ift nun auch die Tangente an dem 
andern ber beiden Kreife L, L’, twelcher ben erften rechtwinklig fchneibet, die 
Normale der Lemniscate im Punkte M. Da aber die Kreife L, L’ bie 
Winkel halbiren, unter welchen fich die SKreife MFC, MFC fchneiden, fo 
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6. 82. halbiren auch dieſe Tangente und Normale dieſelben Winkel, ober, was daſ⸗ 
ſelbe iſt, dieſe Geraden halbiren die Winkel, welche die beiden Radien der 
Kreiſe MFC, MFC bilden. Weil nun bie Kreiſe MFC, MEF’C durch die 
Punkte C u. F, C u. F’ gehen, fo liegen ihre Mittelpunfte in den Senf: 
rechten D, D' welche in ben Halbirungspunften K, K’ auf ber Achſe ber 
Eurve errichtet find, und da biefe Kreife auch durch M gehen, fo liegen bie 
Mittelpunfte auch auf ber im NHalbirungspunfte ber Geraben .CM auf die 
fer fenfrecht fiehenden Linie E. Hieraus ergiebt fich folgende, von der im 
$. 73. angeführten verfchiedene, Eonftruction der Tangente und Normale in 
einem gegebenen Punfte M der Lemniscate. Man errichte in den beiben 
Punkten K u. K', deren Entfernungen CK u. CK’ vom Mittelpunfte gleich 
ay! find, zwei Senkrechte D, D’ auf ber Achfe der Eurve, ferner errichte 
man im Halbirungepunfte der Verbinbungslinie CM auf biefer eine Senk⸗ 
rechte E; die Durchfchnittspunfte von E mit D und D’, verbinde man mit 
M, und halbire bie beiden dadurch bei M entflandenen Winkel, fo ift von 
biefen Halbirungslinien die eine die Tangente und bie andere die Normale 

an ber Lemniscate im Punfte M. 


Aehnliche Betrachtungen führen zur Eonftruction der Tangente an ber 
‚Eiffoide und Cardioide. Wir können bie Auffuchung biefer Eonftruerionen 
dem Nachdenken des Leſers überlaffen. 


Es fen irgend eine Linie dritten Grades und ein Punkt P auf Bere 
ben gegeben. Die folgende Eonftruction der Tangente in biefem Punkte, 
welche Herr Boncelet zuerft befannt gemacht hat *), beruht zum Theil 
auf ben zu Ende des vorigen $. gemachten Bemerfungen. 

Man verbinde den Punkte P mit zwei beliebigen Punkten a, a’ ber 
Eurve, fo werben biefe Berbindungslinien die Curve im Allgemeinen in noch 
zwei Punkten b, b’ fchneiden, denn jede Gerade, welche eine Linie dritten 
Grades in zwei Punkten fchneidet, hat noch einen dritten Punkt mit ihr ges 
mein (was unmittelbar daraus folgt, daß einer Gleichung britten Grades, 
bie zwei reelle Wurzeln hat, noch eine dritte reelle Wurzel zufommt). Man 
ziehe aa’, fo wird biefe Gerade noch einen Durchfchnittspunft a” mit ber 
Curve geben; durch a” und einen beliebigen Punkt b” der Eurve ziehe man 
wieder eine Gerade, welche bie Eure noch in einem Punfte c” fohneiben 
wird. Conſtruirt man nun bie Tangente, im Punkte P derjenigen Linie 
— — | zwei⸗ 
*) Journal f. d. reine u. angewandte Mathematik. Bd. VII 
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zweiten Grades, welche durch die fuͤnf Punkte P, b, b', b" u. c” beſtimmt 6. 82. 
iſt — eine Conſtruction, welche weder die Verzeichnung der Linie zweiten 
Grades, noch die Anwendung anderer als gerader Linien erheiſcht, wenn man 

fie nad). der 73ten Aufgabe ($. 41.) bewerkſtelligt — fo iſt dieſe Berühs 
rungslinie die Tangente der Linie dritten Grades im Punkte P. 


Um bie Richtigkeit biefer Loͤſung zu erteilen, bemerfen wir zunaͤchſt, 
ba, wenn man auf einer Linie dritten Grades drei in gerader Linie liegende 
Punkte a, a’, a” annimmt, und durch diefe Punkte drei Gerade 1, Y, 1” sieht, 
das Syſtem biefer drei Geraden auch als eine Linie britten Grades angefe- 
ben werden fann, und. baß, zufolge bes Lehrfaßes (39) in $. 53., von den 
neun Durchfchnittspunften biefer Geraden mit jener erften Linie dritten Gra⸗ 
bes, bie ſechs übrigen Durchfchnittspunfte, welche wir Durch b, b’, b”, c, 
c, c” bezeichnen wollen, auf einer Linie zweiten Grades liegen, weil eben 
bie erfigenannten drei Durchfchnittöpunfte a, a’, a’ in einer Linie erſten 
Grades enthalten find. Stellt man fi) nun vor, daß zwei von den ſechs 
Durchſchnitten ber Linien gmeiten und britten Grades, naͤmlich c und c, in 
einen Punkt P zufammen fallen, fo wird die durch die fünf Punkte b, b’, 

", €" u. P beftimmte Linie zweiten Grades bie Linie dritten Grades nicht 
mehr in den Punften c u. c’ fehneiden, fondern im Punfte P berühren, 
und beide Eurven werben alfo in P eine gemeinfchaftliche Tangente haben, 
was gu zeigen war. . 


4 88. 

Ein Kreis, welcher mit einer Eurve in einem Punkte P berfelben einen 

Contact zweiter Ordnung hat, heißt der Dsculationgfreig ober Krüm- 

mungsfreis, fein Mittelpunfe Krümmungsmittelpunft und fein 
Halbmefir Krümmungsrabiug des Punktes P. 


Aufgabe [138]. Die Gleichung einer Eurve in rechtwinkligen 
oder in Polarcoordinaten ift gegeben. Man foll die Länge des Kruͤm⸗ 
mungsradius und die Coordinaten des Rrüämmungsmittelpunftes von 
einem gegebenen Punkte der Eurve finden. 

I. Es ſey | 
| G,)=0 | (1) 
die Gleichung ber gegebenen Eurve in rechtwinkligen Eoorbinaten, und es 
ſeyen x,, yı die Eoorbinaten eines gegebenen Punktes berfelben. Begeichnen 
wir Die noch unbefannsen Eoorbinaten des Kruͤmmungsmittelpunktes burch 

| 25 
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6.83. a, A und den noch unbekannten Krümmungsradius durch o, ſo iſt bie auf 
daſſelbe Coordinatenſyſtem bezogene Gleichung des Kruͤmmungskreiſes 
GP’ - | (2) 
Damit num diefer Kreis mit der gegebenen Eurve im Punfte P wirflich eis 


nen Contact zweiter Ordnung habe, ift erforderlich, daß feine Gleichung von 
den Eoorbinaten x,, Yı et werde, und daß die erfien beiden Diffe 
rentialcoefficienten 7 und 93 53 welche bie Gleichung (1) giebt, denſelben 
Differentialcoefficienten, wenn man fle aus ber Gleichung (2) ableitet, für 
x = x, md y — y,, gleich) feyen. Bezeichnen wir die Werthe ber zuerſt 


genannten durch Ti ı * die der zuletzt genannten durch Pı & Gyr 
1 
ſo haben wir alſo 





4 a 
Pa; ana 


Nun giebt die Gleichung (2), wenn fie Bifferentlice wird, 





Nr) =0, 6) 

— IH =0. 64) 

Und wenn wir in (2), (3) und (4) x, u. yı fuͤr x u. y, und fodann 
En - * - für p, u. qꝛ ſetzen, erhalten wer nn 

PH eo)’ = e I (5) 

—— —66) 

2 ar — -9, (7) 


drei Gleichungen, welche zur Seftimmung von &; 2 und g hinreichen, und 
von melchen die zweite (6) (wenn man a,  barin ald laufende Coordina⸗ 
ten anfieht) ausdrückt, daß der Punkt «A, d. i. der Krümmungsmittelpunft, 
auf der Normale ded Punktes x,y, an ber Eurve (1) liege, was damit 
übereinftimmt, daß ber Krümmungsfreis und bie Eure (1) im Punfte 
x,yı eine gemeinfchaftliche Tangente haben. 

+ Entwickeln wie aus dieſen Gleichungen bie unbefannten Größen, fo 


fommt 
{ 











1.47 (14-87 dyı 
— dr dx? /dx 
P= J, + d’y, », = Im ey, > (8) 
dx, . ds? 
2 
(1432) 
= ı_—_ 1, 9 
= 77, | (9) 
dx, 


Das doppelte Vorzeichen des legten Ausdrucks rührt davon her, daß 
bie Lage des Kruͤmmungsradius unbeſtimmt ift, indem ein jeder Halbmeffer 
des Krümmungsfreifes als. Kruͤmmungsradius zu betrachten if. Wird in 
Diefer Beziehung etwas fefigefeßt, z. B. daß der Kruͤmmungsradius bie Lage 
der Geraden haben fol, welche den Krüummungsmittelpunft «AP mit dem 
Punkte x,y, verbindet, fo fält auch die Zweideutigkeit in dem Vorzeichen 
weg. Unter der eben erwähnten Vorausſetzung fällt der Kruͤmmungsradius 
mit dem, vom Punkte «$ auf die Tangente im Punkte xy, gefaͤllten Per⸗ 
pendikel zuſammen, und iſt alſo pofitiv oder negativ, je nachdem der Punkt 
aß, von diefer Tangente an gerechnet nad) der Seite der pofitiven oder ne 
gativen Ordinaten hin liegt ($. 7. Aufg. 12.); ober, was offenbar daſſelbe 
ift, je nachdem A—yı pofitiv oder negativ if. Es ift aber, in Folge 
von (8) 





und, da ber Zihler dieſcs Ausbruch immer poftio it, wenn GT Zi 2 deli 





fo ut P—yı das zeichen von * Unter der erwähnten Boransfegung 





3 


Xi 
Fer 


(10) 


zu feßen haben. 
25 * 
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Wir bemerken noch, daß, wenn der Punkt x,y, zum Anfangspunkte 


der Coordinaten, bie Tangente der Curve in dieſem Punkte zur Abſciſſen⸗ 
achfe und alfo bie Normale zur Drbinatenache genommen wird, fo daß 


nel,y=om * — O iſt, die Ausbräce (8 u. 10) ſich in 








1 1 
p= a, ° «a=0 ; e = Ey, 
dı | dr, 


verwandelt. \ 

1. Es ſeyen Fiu,t) = 0 bie Polar» Gleichung der gegebenen Eurve 
und t,, u, die Polarcoorbinaten eine gegebenen Punktes derfelben. 

Bezeichnen wir bie Polarcoorbinaten bed Krümmungsmittelpunftes durch 
v und ö, fo haben wir | 

=usint ; xs=ucot ; P=Ösiny 5; a = Öcasy. 








Daraus folgt 
* = Print-Hucost 3 * R 
— an: EL 
a6 mtr? cost—usint 3 de” cost Zi Aint—ucost N 
dy du int -Hucost 
alſo dy — dt — dt _ 
dx dx du t int k 
| di Fehde 
Ey d«__d’x dy u, du 
ss _ @a aa rar 
de .dx® —e — 
E72 —cost—usin 
Durch Subftitution dieſer Ausdruͤcke in (8) ergiebt fich 
d „d’ . du „Au, 
ke u ug tt arte ent 
Ööst — — ——— ——— —— 
du? du ' 
—— ur] Fr 
| du? dur =) . 
Bon (ur Fr u cost, — ds +u, di, sınt, 
| m d’u, ‚ 


du? 


— 39. — 
und, wenn man quabeirt und abbirt, 

du? du,\., du, /du? \? 

„u Cu), du (du 
za _\a un) +3 (20 +ui) 
a Free > am 


(rn 


ferner, wenn man dividirt, 


— Li " 
tangy — du? du, _ (12) 


tangt, tang o 
1L—tangt,tang vd, 


yztıtdı- (14) 


du2\3 
—8 2: ) 


lang y = = tang(tı HU), 


alſo 


Ferner ergiebt ſich aus (9) 





(15) 


UI. Der Ausdruck bed Kruͤmmungsradius in ‚einem Punkte einer 
Curve, deren Gleichung in fchiefteinkligen Coordinaten gegeben ift, kann eben 
fo wie der Ausdruck in I. hergeleitet werben. Man findet auf dieſe Weile, 
wenn a den Coordinatenwinkel bebeutet, 


x 
en; (16) 


5. 88. 
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6. 83. und wenn ber Punkt xy, zum Anfangspunkte, bie Tangente in biefem 
Punkte aber zur Abfeiffenachfe genommen wird, - 


45 


$. 84.. 
Aufgabe [139]. Die Gleichungen der Ellipſe, Syperbel und Pas 
rabel und die Coordinaten eines Punktes diefer Eurven: find gegeben. 
Mean foll den Ausdrud für den Krüämmungsradius des eben genannten 
Punktes finden. - u 


L Es ſey 

a?y? +-b?x? = a°b? 
die gegebene Gleichung der Ellipſe, und x,, yı ſeyen bie gegebenen Eoordis 
noten. Durch Differentiation ergiebt fich 


, 


ya +bix = —0O, 


2 2 
—— ++ —0, 

woraus 
, „de _ayıbe , dy__baiy’+bi) 
di day? di 32y ı nn aty? 
oder, zufolge der gegebenen Gleichung, 

ey __ h* | x 

di | aiys 


Segt man nun x = x, und y = yı, ſo etgiebt ſich aus ber For. 
mel (10) des vorigen $. 
. _ (a'y 2+-b'x; a1ä at — er 23 
I — eu (a) 
I. Es 1 
| ay?—b?r? = — 2. 
die gegebene Gleichung der Hyperbel. Da diefe Gleichung aus der der Effipfe 
hervorgeht, wenn man bV—I für b feßt, fo brauchen wir die Rechnung 


nicht von Neuem anzufangen, fondern nur in CL) diefelbe Subftitution zu 
machen. Dies giebt 


— 31 — 
_ @yt+bii! _ (ei — af 


a‘h* — Ta (2) 6. A 
OL Es fey 

„”’=px 

bie gegebene Gleichung der Parabel: Durch Differentiation ergiebt fich 
ad? d 

ye=p 3 Vor m0; 
alfo E 
E; 1 _Atr _ dx+p, Ey _ ___» 
ky’ ray tape 
Demnach, ift \ 

dx, + ® 
o— u tPX > .. (3) 


Führt man in biefe Ausbrücke bie Länge der Normale des punktes 
xY, ein, bie wir durch mn bezeichnen wollen, und nennt den Parameter der 
Ellipſe oder Hyperbel ($. 33.) p, fo ergiebt fich, vernfictelft der in $. 36. 
aufgeftellten Ausdrücke, für alle drei genannten Eurven 

. An? 
Zu (4) 

Aufgabe [140]. Es follen Ausdrüde für die Krämmungsradien 
an den nachbenannten Eurven gefunden werden. 


J. An der Eiffoide. 
Wir haben ($. 59. ©. 8), wenn c = 2r, in rechtwinkligen Coordi⸗ 
naten 
— x 
IT Gr 
3r—x)r Ir? 
—— Fi — ; und demnach 
__ r(8r— Ix,)2x,8 , 
—  3@r—x) | (9) 
1. An der Conchoide. 
Wir haben in Polarcoordinaten ($. 60. ©. 8) 


b-Fasint 
sint " 


Daraus I- 


u = 
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du bcost Pu b(1-F cost 
$. 84 Daraus Fre rer Ute), und demnach 
_ (b?-+- 2ab sin st + a?sin*t,)? (6) 

= (a’sin’t,-+-3absin?t, —2ab)sint, 


II. An der Lemniscate. Ä 
Wir haben in Polarcoorbinaten ($. 62. ©. 3) 


uw? — a?cos?t. 


2 
du dt; u A _ gar eostt: ‚und bennach 


a aꝰ 
— ——. 7 
— 3Vcos2t, FU | 7) 


IV. Un der logarichmifchen Linie. 
Wir haben in rechtwinkligen Eoorbinaten ($. 64. G. 4) 


' “ y = me . 
Daraus = = e"; = = Lern ; und demnach 
ax; „ 
_ nllhe” yi _ ty) y 
Kal my; (8) 


e 


V. Un der Kettenlinie. 
/ Wir haben in rechtwinkligen Soorbinaten ( $. 64. ©. 5) 


dy — Rn d? 1 zT | m 
Daraus T = {e — ) * = e re ;s und 
demnach 
en 3 2 
0 = m( 3 ) 2, (9) 


VI Un der Cycloide. 
Wir Haben in rechtwinkligen Eoorbinaten ($. 66. ©. 4) 


+ 























9 = gar 2 


IK. An ber byperbolifchen Spirale. 
Wir haben in Polarcvorbinaten- ($. 68. © 3). - 


— 13 — 
xa arc( cos = I) 
dy _Va-y.dy_ —a dy 
Daraus —A —— dt Va —y dx = und demnach 
0 20 (10) 
VII. An der epiczeloide oder Hppöcyeloibe 
Wir haben ($. 67. G. 1° u. 2) 
ra 
x (ebayostzpacn ER. t 
y= (rba)sint—asin 2 t 
Daraus, wie in $. 72. (Aufg. 116. IX.), zunaͤchſt 
dy _ rt+2 
di * =! 5) t; 
und 
dt _ 5*1 
A — 
di 2(r==a)sin_—.t cos ie .t 
ferner 
ey r-+2a dt _ r-t+-2a . 
di ‚rt de + E22  .r,?’ 
2a cos I. et. Aalr=&=a)cos® 3a t sinz—.t 
und demnach kat) 
da(r==a 
= ra sinz-t al) 
Ay ber ‚archimebifchen Spirale. 
"ie haben in Polartoorbinaten ($. 68. ©. 1) 
= rt ® 
Daraus 7 * 273; a — 0; demnach 
ru AH, (12) 


$. 84. 
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ut = Ta. 
du re d’u 2r 
Daraus — = — a 3 Zr = und demnach 


— ,„ AH _ wlu4re 


| — * rꝰꝰ (13) 
X. An der Iogarithmifchen Spirale. 
Mir haben in Volarcoordinaten ($. 68. ©. 5) 
. 8 
u — re*. 
r = u du - 
7 rm 
Daraus —- m'® —- ı’mön®t =) und dennach 





. 85. 

- Um den Krüämmüngsmittelpunft eines gegebenen Punktes einer Curve 
geometrifch zu beftimmen, Fann man die Ausdruͤcke für feine Eoordinaten 
($. 83.) conftruiren, oder die Länge bes Kruͤmmungsradius fuchen, und fie 
dann auf der Normale de gegebenen Punktes, von diefem an, abfchneiben. 
In vielen Fällen bieten fich aber noch einfachere Mittel zur geometrifchen 
Beftimmung des Krümmungsmittelpunfts bat tie Died z. ©. bei den fols 
genden Aufgaben Statt finder. 


Aufgabe [141]. Den Krömmangsmittelpunt der Linien Zweiten 
Grades zu finden. 

1. Es fey bie gegebene Eurve eine Parabel und ihre Gleichung in 
rechtwinkligen Coordinaten 

’y=p». 
Die Gleichung der Normale in einem Punkte x,y, ber Curve iſt 
V0—- Yıp+2&—xı)Yı =0, 
und Die ber Beitlinie ($. 33.) 
«+p=0. 

Bezeichnet man bie Coorbdinaten des Durchfchnittd ber Heiden eben. genann⸗ 
ten Geraden durch x., Ya, fü findet man aus deren Gleichungen x, = —ı1n; 


— 5 — 
Yın 


de s—x, = ıp+rn, und Yy-yı= ——— Daraus ergiebt §. 85. 


ſich fuͤr die Ränge des Stüdes der Normale, welches von ber £eitfinie und 
der Curve begrenzt wird, 


oder, w wenn man n fir L feinen Berg = ſetzt, 


P-+4 —* 

Ap 
Dies Enid. iſt alfo Halb:fo groß als der eingebe im Punfte 
x,yı ($. 84... 3); woraus ſich denn ergiebt, daß man, um den Krüms 
mungsmittelpunft zu beftimmen, nur das Stüdf ber Normale, welches: zwi⸗ 
ſchen Der Parabel und ihrer ‚Leitlinie liegt, doppelt genommen auf der an⸗ 
dern Seite der Normale abzuſchneiden braucht. 


I. Es ſey die gegebene Curve eine Ellipſe. Nehmen wir bie Tangente 
in einem Punkte zur Abfeiffenachfe und den durch biefen Punft gehenden 
Durchmeffer zur Orbinatenachfe; fo ift die Gleichung der Curve, wenn wir 
dieſen Durchmeſſer durch 2a’ und feinen conjugirten durch 2b’ bezeichnen, 

. ya’ —2b?ray 0; 
und daraus erhalten wir. 


— 4 a’ =0 ; Bat 3* +.” *03 





alſo, fr = 0O und y = 0, E= - 5. Bejeichnen 


wir nun ben Coordinatenwinkel, d. i. den von ben nannten Durchmeffern 
eingefihloffenen Minkel, burd) a, fo ift (& 83. 8. 17.) 





01 Bw 
— asina " 


dx? 


Es ift aber a'sina offenbar die Entfernung des in Rede fichenden Punktes 
von dem feiner Tangente parallelen Durchmeffer 2b’, und daher ift ber 
Krümmungsrabiug go bie dritte Proportionale gu diefer Entfernung und der 
Hälfte des Durchmeſſers 2b’, wonach fich. denn dieſer Krümmungsrabiug 
leicht conſtruiren, und alfo der Kruͤmmungsmittelpunkt leicht beſtimmen läßt. 
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Fuͤr die Hyperbel ergiebt ſich eine aͤhnliche Conſtruction. 


III. Eine Conſtruction des Kruͤmmungskreiſes in irgend einem Punkte 
P einer Linie zweiten Grades laͤßt ſich ohne Rechnung auf folgende Weiſe 
herleiten. 
Ale Kreiſe, welche durch dieſelben zwei, auf einer Linie zweiten Grades 


liegende, Punkte gehen, koͤnnen dieſe Curve außer in dieſen Punkten nur 


noch ſo ſchneiden, daß die Verbindungslinien von je zwei neuen Dukchſchnit⸗ 
ten eines und deſſelben Kreiſes einander parallel find ($. 47. Lehrſ. 27.). 
Diefer Parallelismus findet offenbar auch dann Statt, wenn jene Kreife bie 
Linie zweiten Grades in einem und demfelben Punkte P berühren. Unter 
diefen, bie Curve in einem Punkte P berührenten, Kreifen ift nun ber Kruͤm⸗ 
mungskreis derjenige, für ‚weichen, von ben beiden andern Durchfchnittes 
punften, wenigſtens einer mit dem Berübrungspunfte zuſammenfaͤllt, ba ber 


Krümmungsfreis mit der Eurve einen Contact zweiter Ordnung bat und 


der Beruͤhrungspunkt alfo als ber Vereinigungspunft von brei Durchfchnits 
ten anzufehen ift ($. 81.); bie genannte Verbindungslinie geht alfo für den 
Krümmungsfreis durch den Berührungspunft; und hieraus erhellet die Mich 
tigfeit der folgenden Conftruction. 

Man nehme auf der gegebenen ‚Linie zweiten Grades einen Punkt p’ 
beliebig an. Lege durch ihn und durch den Punkt P einen Kreis, welcher 
bie Tangente in P berührt. Diefer Kreis wird Die Eurve in einem zweiten 
Punkte p” fchneiden. Durch P ziehe man eine der Geraben p'p" Parallele. 
Schneidet diefe Parallele die Eurve in einem zweiten Punkte Q, fo lege 
man durch P und Q einen Kreis, welcher die Tangente in P berührt. Dies 
fer Kreis ift der Krümmungsfreis im Punkte P der Eurve *). Wenn bie 
durch P der p’p” parallel gezogene Gerade mit ber Tangente in P sufammen 
fallen follte, fo mürbe Fein Durchfchnittspunfe Q weiter Statt finden, d. h. 
der Punkt Q würde mit P zufammenfallen. Dann kann dieſe Conſtruction 
nicht angewendet werben, und dies ift namentlich aber auch einzig und allein 
dann der Fall, wenn der Punkt P ein Scheitel ber Eurve ift, weil in einem 
Scheitel der Kruͤmmungskreis nicht nur einen Contact imeie, fondern auch 
dritter Ordnung bat. 


Aufgabe [142]. Den Brümmungsfreis an den machbenannten 
Curven 3u conſtruiren. 


*) Dieſe Conſtruetion hat Hr. Poncelet zuerſt gegeben. 


IL An:de Eiffoide . 

Zufolge des Lehrſatzes (44) in 6. 68. had jeber Kreis C,, weh 
cer durch den Doppelpunkt p, der Curve und durch diejenigen beiden Punkte 
der Curve gelegt wird, in welchen ein durch irgend zwei feſte Punkte der 
Curve gehender Kreis dieſe nochmals ſchneidet, ſie in zwei Punkten fo, daß ber 
Kreis, welcher durch dieſe letzten Punkte und durch den Doppelpunkt p, ge 
legt wird, im Punkte p, eine Tangente hat, bie einer beftimmten Richtung 
paraliel iſt. Diefer Parallelismus findet aud) noch Statt, wenn die beiden 
feften Punkte und einer ber Beiden andern Durchfchnitte in einem Punfte P 
ber Eiffoide zuſammenfallen, “in welchem alle ‚ber durch dieſe Punkte gehende 
Kreid zum Kruͤmmungskreis im Punkte P wird. Hieraus ergiebt fich fol- 
gende Eonftruction. 


Es fen P der gegebene Punkt der Eiffoibe, in welchem ber Keimmungd- 


freis conſtruirt werben fol. Man nehme auf der Eurve einen Punkt p’ bes 
liebig an, und lege durch ihn -einen Kreis C,, welcher die Tangente in P 
beruͤhrt. Diefer Kreis C, wird die Curve in einem zweiten Punkte p” 
ſchneiden. Durch dit Punkte -p’,;-p” und durch den Doppelpunfe p,. der 
Eurve lege man einen zweiten Kreis C,, und durch den gegebenen Punkt P 
“ einen dritten Cs, welcher ben Kreis C, in pı "berührt, fo wird biefer Kreis 
C. die Curve noch in einem Punkte Q ſchneiden. Legt man nun. durch Q 
einen Kreis C,, welcher den Kreis C, in P, oßer, was baffelbe if, bie 
Tangente in pP beruͤhrt, ſo iſt dieſer Kreis C. der Kruͤmmungskreis in P. 


I. Yn der Lemniscate ober an der Cardioide. 

"Die Conſtruction kann wie an der Eiffoide gemacht werden. Sir die 
Lemniscate Fann'man auch’ Ben Ausdruck für den Kruͤmmungsradius ($. 84. 
F. 7.) benugen, indem man biefe Länge conſtruirt und ſie auf der Normale 
abſchneidet. Fuͤr die Cardioide, welche eine Epicycloide iſt ($.. 67.), kann 
auch die Conſtruction, welche wir in VI. geben werben, angewendet werden. 


III. An ber logarithmiſchen einie 
Es fey P ein Punkt diefer Curve, PT die Tangente, PN die Normale 
und PO) die Ordinate, fo it QT = m ($. 72. Aufg. 116.), alfo PT = 
Vm’+-y3. Faͤllt man von Q auf PN die Senfrechte QM, fo ift PM 
Vm’+y2)’ 
= ra und da o = —— ſeyn muß ($. 84.), fo ergiebt 


fih folgende Ennfiruction.. Man * vom Fußpunkte Q der Orbinate PQ 





$. 8% 


Sig. 45. 
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bie Senkrechte OM auf die Normale. Man verbinde ben Endpimft.T ber 


- Tangente PT mit M und errichte: in T auf TM eine Senkrechte, fo wird 


dieſe die Normale in dem Kruͤmmungsmittelpunkt R des matt. p frnaben. 


[ DL 2 1 EEE Zu 


"An der Kettenlinie. 
* der Gleichung ($. 64 ©. 5) 


m 2 
236 N) 


folge 97 = = j(e"- _e *) und Daher iſt Nn. 8. 12) 


x X; 


—22 
bie Normale = „V ı+ 3% = Bm | = r . 

Die Normale ift alfo dem Srimmmungerabine gleich ($. 84. 5, 9. ); ; baher 

braucht man nur die Länge ber Normale in entgegengefeßtent Sinne auf 

ihrer Richtung abzuſchneiden, um den Zrmonaarttnpunti u baben. 


v. An der CEycloide. u 
Wir haben, wie in ($. 84. Yufg. 140. XF FF — —— und darand 


bie Normale = = „Vır 2ayı » 


Der Kruͤmmungsradius iſt alfo doppelt ſo — als dieſe Normale (&. 84. 
F. 10.), woraus ſich die Conſtruction des Frümmungsfreife leicht ergiebt. 


"VE An der Epicyelvide und Hypocycloide. 

Es ſey C der Mittelpunkt des feſten, O derjenige des rollenden Rech, 
fe8 und P ein Punkt der ergeugten Curve, M aber ber Beruͤhrungspunkt 
beider Kreiſe. Man ziehe den Halbmeſſer CM, der (verlaͤngert) durch O 
geht und den rollenden Kreis noch einmal in V fehneidet; mache VW 
gleich CM; .ziehe PW und diefer durch C bie Parallele CQ; endlich ziehe 
man MP; fo ift dee Durchfchnitt R der Geraden cQ und MP der Krums 
mungsmittelpunft. 

Wenn nämlid) A derjenige Punkt des feften Kreifes ift, auf welchen 
P im Unfange der Bewegung lag, und der Winfel ACM durch t, bezeich⸗ 
net wird, wenn ferne CM == r und OM == a; fo iſt bie Sehne MP 


— 99 — 
= Pasing. ty, ferner CW = &rte, MW=r#+2. Da nun, 
wegen bei Gets von PW und CR, PR = mm, fo if 


—— "Malrta) 

FR — md ° einz, zutı 1 
alfo PR der Lruͤmmungsradius ($. 84. g. 11. ) und R ber Krümmung: 
mittelpunft. 


VII. An de achimebifchen Spirale. 


Es fen P ber Punft, an welchem der Kruͤmmungskreis conftruirt wer⸗ 


den fol. Wir. fegen bie Figur, welche wir zu Ende bes $. 07. erklärt ha⸗ 
ben, als confiruirt voraus, und ziehen DP; errichten anf DP in D eine 
Senfrechte, welche die verlängerte PS imQ fchneibet, und ziehen OQ, fo ifl 
der Durchſchnitt R ber Geraden DP um OQ der Krämmungsmistelpunkt 
vom Punkte P. 

Bezeichnen wir OP- durch u,, fo it auch DS = u,; ferner iſt OD 


u? 
==.PS =.r.mmd, wegen ber rechten. Winkel bei D. und S, SQ = =, 


a 2 2 -u2 
alo PO = ri _ tur und tangPOQ = = _ 1 iu, 
r T ru, 


Nun ift aber, weil POD ein rechter Winfel und OD. = Tr, zufolge der 
Aufgabe (117; IE.) €$ 722), OD die .Polarfabnormale des Punktes P, 
alfo PD die Richtung ber Normale dieſes Punktes. Ferner haben wir 
r u 2 = 0, alfo, nah $ 83. 8.18, tangd, = u 
Solglih ift tangPOQ = tangd,, demnach Winfel POQO = 9,, und 
fomis der Durchfchnitt R von OQ und der Normale PD der Kruͤmmungs⸗ 
mittelpunft. 


VII. An ber logarithmifchen Spirale. 
Der Endpunft der Polarfubnormale it ber Krümmungsmittelpunft. 


Da nämlich die Bolarfubnormale gleich — - ($. 72.) if, fo ift in dem recht 
winkligen Dreiecke, beffen Eatheten der Kabine beetot und die Polarſubnor⸗ 


male fi ind, die Hypotenuſe gleich V ur: + = „Y ı+4 und 
folglich dem Kruͤmmungsradius gleich ($. 84. 5 14.). | 








$. 85. 


Sig. 53. 


® 
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In $ 78. haben wir gefehen, daß bie kleinſte ober größte Linie, melde 
von einem gegebenen Punkte an eine gegebene Curve gezogen werben kann, 
im Allgemeinen bie durch biefen Punkt an bie Eurve gelegte Normale fey. 
Es giebt aber auf ber Normale eines jeben- Punktes P einer Curve ei 
beftimmten Punkt A, ber fo liegt, daß bie Entfernung AP im Allgemeinen 
weber ein Maximum noch cin Minimum ifl. 

Aufgabe [143]. Es foll derjenige Punft einer Vormale gefun⸗ 
den werden, welcher auf derſelben eine Länge beftunms, die weder ein 
Maximum noch ein Minimum fey. 

Wir. kellen uns eine Eure auf vehtwinffige Achſen bezogen vor, be 
zeichnen Sie Eoorbinaten eine® beftimmten Punktes derfelden burch x,, Yı 
und biejenigen des, auf ber durch den Punkt x,y, gehenden Normale liegen 
den, gefuchtn Punktes buch a, 2; die Entfernung ber beiben Punfte Xıyı 
und aß aber bezeichnen wir durch v,. Alsdann iſt 

ven—M Hua), (1) 
und weil der Punkt .0ß auf der durch ven Punkt ar. gehenden" Normale 


7 Art, 0000) 


alſo & — 0. Es wäte ſomit v3 ein Marimum ober Binnen, V 


es de die Entfernung eines jeben Punktes «B ber Normale von ihrem 
Enbdpunfte x,yı größer ober. Hleiner als bie Entferitung-ded Punktes af von 
einen dem Punkte Xıyı nahe gelegenen Punkte xy der Curve, wenn nicht 





Zr = = 0. Sol alfo ‚Sein Mapimum und Minimum bie Statt . 
den, fo muß a =0,bi 
YGı— BR 1=0 (3) 


ſeyn. Es müffen alfo die Coordinaten @, 4 des gefuchten Punktes ſolche 
Werthe Haben, baß fie bie Gleichungen (2) und (3) befriedigen. Dieſe 
Gleichungen flimmen aber mit den Sleihungen (6) und (7) des $. 83. übers 
ein, und die Eosrdinaten.«, 4 find alfo diejenigen des Krümmungemitie® 

punts 


— 
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punktes. Demnach iſt der Kruͤmmungsmittelpunkt des Punktes xy, der 6.86. 
geſuchte Punkt, wenn nicht etwa, was nur in beſondern Faͤllen Statt fin⸗ 


den kann, Fr TE} i. QGı + = 0 if. 











% 87. 

Die Krümmungsmittelpunfte aller Punkte einer Curve C bilden in 
ihrer Eontinuität eine Eurve E, welche die Evolute ber Curve C genannt 
wird, während die Eurve C die Evolvente der Curve E heißt. (Den Grund 
biefee Benennungen werben wir fpäter angeben.) 


Aufgabe [144]. Die Bleichung einer Curve ift gegeben; man foll 
die Bleichung ihrer Evolute finden. 

1. Es ſey 

F,)) =0 (1) 

die gegebene Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten. Bezeichnen wir die 
auf daſſelbe Coordinatenſyſtem bezogenen Coordinaten des Kruͤmmungsmittel⸗ 
punktes eines Punktes xy ber gegebenen Curve durd) a, P, fo haben wir, 
in Folge der Gleichungen (6 u. 7) in $. 83., 


V-M +) =0,. | (2) 
6- -AI+EH =. (8) 

Die Gleichung (1) giebt aber durch Differentiation 
ar) @ 
Dre © 


= und @ da I, fo ergiebt fih eine Slachuns in a und 4, welche de die der 


Evolute if. . 
Ale. e⸗ ſey 


E und nn man zwiſchen dieſen fünf &leichungen die vier Größen x; 'yı 


9 22 4. e 
. nn, ’ . 0 


| "re E | . (6) 
| bie: —8R er  gesedenen em, ums y,‚og fen bie Polen 
26 
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$. 87. binaten dei, einem Punkte tu ber Curve zugehoͤrigen, Krummungmittel. 


punktes. 
Wir haben alsdann, zufolge $. 83. (G. 11, 13 u. 14) 


du du 2_ du? d’u du? du? 
ae) .ö? = (Tr 1) + de (+ Sr): (7) 
du? du du? 

(ge 1) tes = ner) | (8) 

yatıd, | (9) 

und wenn wir zwifchen den vier Gleichungen (6, 7, 8 u. 9) unb den bei- 

ben Diffeentilgleichungen ber Gleichung (6) bie fünf Größen t, u, * 

2,5 f * eliminiren; ſo erhalten wir eine Gleichung in und oͤ, wide 
bie Polargleihung der Evolute iſt. | 


Ehe wir zu Beifpielen übergeben, wollen wir noch Folgendes bemerfen. 
Die vier Größen z, y, @ und 4 hängen, in Folge der Gleichungen (1 big 
5) fo von einander ab, daß wenn einer derfelben ein beftimmter Werth bei- 
gelegt wird, die andern drei ebenfalls beſtimmte Werthe befommen. Es 
find daher je drei diefer Größen Functionen ber vierten, welche als unabs 
bängige Beränderliche anzufehen if. Wählt man « zu diefer Unabhängigen, 
und bifferentiirt Die Gleichung (2). aus diefem Gefichtepunfte, fo fommt 


d? d d 
[r- Pa ar de? 7 +1) = =0, 
eine Gleichung, welche fi, in. Folge von * Br 
da dy —9 
«tr — 


vebucirt. Eliminiren wir nun = zwiſchen biefer legten Gleichung und ber 
Bio (2), ſo femme 
u. . IB EIER | Aw) 


Da aber die Gleichung (2), wenn a und /4 ale laufende Eoordinaten as, 
gefehen werben, bie Normale der Curve (1) im Punkte xy augdrüct, die 
‚ Gleichung (10) Bingegen, wenn x und y als laufende Eoorbinaten betrachtet 
werden, die Tangente der Evolute im Punkte «A bedeutet; fo folgt, daß 
jede Normale der Edoldente eine. Tangente der Evolute, und daß ber. Kruͤm⸗ 
mungsmittelpuntt an ber erftern ber Berührungspunft an der legten ſey. 
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$. 88. 
Aufgabe [145]. Die Evolute der Parabel, gellipfe und yperbel 
zu finden. 


L & ſey 
y’=pı 
die Gleichung der Parabel, woraus wir 
’ 2 
2722 =p ; + =0, 
folglich dy — 2 m 2 = — pP erhalten. GSubftituiren wir dieſe 
dx 2y dx? 4y° 


Ausdruͤcke in die Gleichungen (2 u. 3) des vorigen $., fo fommt 
PI-M+&K—ey=0 ; IW’rpf=0. 
Eliminiren wir zwiſchen biefen Gleichungen und der Gleichung der Parabel 
bie Groͤßen x und y, fü erhalten wir 
| 27p = 16(a—}p) (1) 
als Sleichung der Evolute. 

Verlegen wir den Anfangspunft der Coordinaten nach einem Punkte 
ber Abfeiffenachfe, deffen Entfernung vom Scheitel der Barabel ihrem halben 
Parameter gleich if, indem wir bie neuen Eoorbinaten durch a’, bejzeich⸗ 
nen, und alfo A = Pf’, «a = «’-Hip feßen, fo nimme die gefundene Gleis 
hung die Form 

pr = — 160° (1) 
an. Die Evolute der Parabel iſt alſo eine Neiliſche Parabel ($. 58. ©. 6). 


1 Es ſey 
a?y? —+b’x? — a?b? 1. 
x 


Die Gleichung der Elipfe, aus welcher wir I = a und N - 


6 erhalten. Die Subſtitution dieſer Ausdruͤcke in die Sleichungen 


(2 4. 9 des vorigen $. giebt 
bꝛ(—-M)xC a’ı—o)y, 
a’b*{(y— A) = (b’ix’--atyy , 
und die legte dieſer beiden Gleichungen verwandelt fih, wenn, man 1 für x? 
feinen Werth aus der Gleichung ber Ellipfe fest, in’ " 
26 * 
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= ep, 


woraus y— 5 b ur .83 folgt. Eliminirt man aber zwiſchen ben 
beiden Gleichungen (y— P), fo erhält man 

a'b?(x— ca) = (b!x?-Fa'y?)r , 
woraus, nachdem I y? fein Werth aus ber Gleichung der Ellipfe gefeßt 


iſt, fx = Gm „ad ergiebt. Die für y und x gefundenen And 
drücke in die Gleichung ber Ellipſe ſubſtituirt, geben 


eꝰ ei 
als Gleichung der Evolute, wo e? für a —b? gefeßt if. Wird diefe Gleis 
hung rational gemacht, fo fommt 

RAR —e? 20. (3) 

Im. Es ſey | 
aꝰyꝰ — h?x? = — 33h? 

die Gleichung der Hyperbel. Um die Gleichung ber Evolute zu erhalten 
braucht man nur in der Gleichung der Evolute ber Ellipſe, b mit bV —1 


zu vertaufchen. Dies giebt 


| 
Bd (4) 

e c) 
bR— ARE +20, ° 6) 


wo e® —= a?+b? if. 
Aufgabe [146]. Die Evoluten nachbenannter Eurven zu finden. 


I. Die Evolute ber Eiffoide. 
Setzt man die ‚bereits in $. 84. (Aufg. 140. I.) angegebenen Aus⸗ 


druͤcke für y, = und 3 in die Gleichungen (2 u. 3) des vorigen $, 


und eliminirt ſodann x; fo kommt 
086 A = 0 (6) 
als bie Gleichung der Evolute. 
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1. Die Evolute ber Lemniscate. 
Wir nehmen bie Polargleichung biefer Eurve, als bie einfachere ($. 62. 
©. 3), 
u? = a?cos?t, 
und differentliren fie, woburch wir 


du _ _asntt , du __ al-Heos”2t) 
dd Yo | eo 
erhalten. Daraus ergiebt ſich 
du? du 22? : du? a? du? d’u 3a? 


— U uU— 2 m 2 


art RETTET RR 
und, wenn toir dieſe Ausdrücke in bie Gleichungen (11) und (13) dee 
$. 83. fubftituiren, 

32 — a?(1-+3cos’2t) _ sin 2t 


9 cos 2t ; tn — cos2t 
Segen wir biefen Ausdrud von kang 0 in die Gleichung (14) des $. 8. 
naͤmlich in 





_ tangt-Hiangd 
87 — T-tangt.tangd ' 
indem wir noch tangt in — mi 5 verwandeln, ſo haben wir 


_ Bein trat ( Konedt)eindt __ (cos2t— 1) sin2t 
tangy = Al-rcos2t)cos2t+sin2?t  (codt+1) 


und daraus ergiebt fich, wenn wir quabriren und für sin’t alsdann 


(L— cos2t)(1l-+-cos2t) 
ſeeen, 1 2t 1 2t 
— 608 — (08 

= oder tangiy = I 0 
Hieraus finden wir 
1—tang?y __ecosiy—sinly 
I+tangy  cosiy+einly 
und, wenn wir biefen Ausdruck in denjenigen von 02 fubflituiren und die 
Nenner fortfchaffen, 

98°(cosiy—sinty) = = 4a’(costy— costy.sinty-+sint,) , (7) 


welches die Polargleichung ber geſuchten Evolute if. Setzen wir 5? = 


cos?t —= 


5. 88 
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a? 
6.88 Area? (= 3 und einty = a fo lommt 


KH = RM (6) 
als Gleichung berfelden Evolute in rechtwinkligen Coordinaten, und wenn 
man fie rational mad, 

$422-+99°4- 90179 Hat {1280° _ SRH ey }arß? 
+ [42 999} = 0. (9) 
II. Die Evolute der Iogarithmifchen einie 


d = 
Setzen wir in bie Gleichungen (8) bes 83. y=me", 2 = e 
und I = =.” , fo fommt 
B= m@e +1) os == s-n(e” +1) . 
e* 
Aus der erſten dieſer Gleichungen erhalten wir 
= +V#_— 8m? VRR —-Sm? 
e = far, alfo Ze, 
und wenn wir diefe Werthe in bie zweite Gleichung fubflituiren 
9? _ 8m? 24 — Sm? 
a=m ner — En! — —— — (10) 
als Gleichung der Evolute. 
IV. Die Evolute der Kettenlinie. 2 
Verfaͤhrt man hier wie vorher, ſo ergiebt ſich 
a = ml Am _ NÖ — Im ‚u) 
2m . 4m 
als Gleichung der Evolute. 
V. Die Evolute der Eycloide. 
Wir feßen in die Gleichungen (8) des $. 83. = -7 , 


my und erhalten dadurch = —y;a = —— 


— 40 — 
oder, in Zolge der Gleichung ber Cycloidhe | 5. 88, 
ß = —y > ae = a.arc| cos — I) ; 


| und wenn wir y eliminiren, | 
am a.arc(cos = SH VRR 


als die Gleichung der Evolute. Diefe Evolute der Cycloide ift felbft eine 
Cycloide; fie hat mit der Evolvente einen gleichen erzeugenden Kreis, wel⸗ 
her auf einer ber Abfciffenachfe in der Entfernung 2a paralleln Geraden 
rollt; ihre Lage iſt in Fig. 50. angegeben. Verlegt man nämlich bie Ab- Fig 50. 
feiffenachfe, indem man # = #’—2a fest, und bie Ordinatenachſe, indem 
man «x = na— ea nimmt, fo verwandelt fich die gefundene Gleichung in 


‘= 2.17 are[cos = VRR f 
oder, was daffelbe ift, in 


';. a 
«a — 2a.0rCc| cos — 





RR 
welche Gleichung mit (4) in $. 66. übereinftimmt. 


| VI Die Evolute der Epicycloide oder Hypocycloide. 
| Wir fegen in die Gleichungen (8) des $. 83. die in ber Aufgabe (140) 
bed $. 84. angegebenen Ausbrücke, nämlich 


dy — 4 rt+2a ,dy _ r24 

















— * t -> = — um. — 
di 2a de 4alr&a) co teinz- .t 
und erhalten, nach einer leichten Reduction, 
Aafrka)eoe —n. tein- 
" I = a, ra) Dr Fiint} , 
Pay r+2a r722 ar 
‚rt2a,,.r 
Ef. 
| r+-2a r-2a a 


Setzen wir, in Solge der Gleichung der Eurve ($. 67.8. 1 u. 2), 
ra fü 
2 .. IXxXj | 





| (ra) cost=F.acos 
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(ra)sint— asin a 


und rebuciren, fo fommt 


p= 





.tfüry, 


+ 
+5; f(r=Ea)sint-+H-asin —— 








1 


= —. (rHa)eosttace it " 
— Et u — a 


ein Syſtem von zwei Gleichungen, welches die geſuchte Evolute ausdruͤckt. 
Dieſe Evolute iſt ſelbſt eine Epichcloide oder Hypocycloide. Um ben gefun⸗ 
denen Gleichungen bie Form ber Gleichungen (1 u. 2) des 6. 67. zu ge⸗ 
ben, verwandeln wir ſie zunaͤchſt in 

2)! N) 


p= | Een nein ra 


a 
4 
am — 5; [et nenstzrnen( — ter) . 
Mir nehmen nun diejenige Gerade, welche durch den Anfangspunft der Eoor: 
Binaten geht und mit der Abfciffenachfe den Winkel + bildet, zur neuen 


Abfeiffenachfe und die neuen Eoordinaten a’, A’ rechtwinklig, fo daß ($ 3. 
F. 8. ) 











„ar ar art 
= — ß' cos a’ sin— ; oe = cos Pf sin” j 
und alfo 
P.= P co Fasin— ı ed = ac Eßsin— 


if. Setzen wir hierin bie obigen Ausdruͤcke von 4 und =, fo ergiebe fich, 
nach einer leichten Reduction, 
FF} 


= Eee) —acin| (7 a) 


PER RAR BERGER AR 19 


oder, wenn wir —— = ft feßen, 








’ r . ‚,r: , 
ß = Erste ta)sint — ai —t } N 


— I — 


I‘ 


a = 


+. 
ra 

ra cost’ Fa co· rt. 
g( ) a $ 





r 
r2a 


Aus-diefen Gleichungen fieht man, daß die Evolute der Epicycloide als eine 
Epicncloide und die ber Hypocycloide als eine Hypocycloide betrachtet werben 
fann. Begeichnen wir den Radius bes Grunbfreifes biefer Evolute durch 
r' und den des rollenden durch a’, fo haben wir burch Dergleichung der ge 
fundenen Ausbrüde von 2’ und @’ mit denen von y und x ($. 67. ©. 1 
und 2) 


Yo r? a ar 
rn — ra 


Die Radien r’ und a’ fliehen alfo in demfelben DBerhältniffe wie Be Radien 
r und a, woraus wir fchließen, baß die Evolute der Evolvente aͤhnlich ift. 

Nehmen wir 5. B. an, daß a = r iſt, daß alfo die Evolvente eine 
Cardioide ift ($. 67.), fo haben wir ! = ar und a = jr, und dem: 
nach iſt die Evolute ebenfalls eine Carbioibe, in twelcher der Radius des 
Grundfreifes dem britten Theile des Radius bes Grundkreiſes der Evolvente 


gleich iſt. 
VI Die Evolute der lozarichniſcher Spirale 


= du r u d r - 
m u m u 
Br haben a ee 
und fegen wir diefe Ausdrücke in bie Gleichungen (11 u. 13) deg $. 83, 


fo fommt 
u r * 


I=—=ce" 3; tangꝰ — o 
eo I = In, und fomit y = t-Fin, daher t = 7— In, woraus 
y—ın 
j r.e m 
o — 





als Gleichung der Evolute ſich ergiebt. Dieſe Evolute iſt alſo wieder eine 
logarithmiſche Spirale, und zwar faͤllt ſie mit dem Orte der Polarſubnor⸗ 
male ber. Evolvente zuſammen ($. 74. Aufg. 122. IV.). Dieſe Beſchaffen⸗ 
heit der Evolute haͤtte auch daraus hergeleitet werden koͤnnen, daß die Po⸗ 


larſubnormale = — ($. 72. Yufg. 117. V.) und der Kruͤmmungsradius 








$. 88. 


Sig. 59. 
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3 
oe = % + ($. 84. Yufg. 140. X.) if; daß aljo der Kruͤmmungs⸗ 


radius die Hypotenuſe des rechtwinkligen Dreiecks ſeyn muß, deſſen Cathe⸗ 
ten der Radius vector und die Polarſubnormale ſind, ſo daß der Endpunkt 
dieſer Polarſubnormale mit dem Kruͤmmungsmittelpunkte zuſammen faͤllt. 


Von den ausgezeichneten Punkten der Curven. 


4. 89. 

Die Tangente in einem Punkte einer Curve, der Bogen der Curve in 
der Naͤhe dieſes Punktes und eine beliebige Gerade, die wir, der Einfachheit 
wegen, zur Abſciſſenachſe nehmen wollen, koͤnnen, im Allgemeinen, dreierlei 
Lagen gegen einander haben. Es koͤnnen naͤmlich 1) die Ordinaten der 
Tangente in der Naͤhe des Beruͤhrungspunktes vor und nach demſelben, ab⸗ 
ſolut genommen, groͤßer ſeyn als die zu denſelben Abſciſſen gehoͤrenden Or⸗ 
dinaten der Curve, wie bei A, wo ab>ab und ab’>«b'; alsdann iſt 
die Eurve im Punkte A concav gegen bie Abfeiffenachle; oder es koͤnnen 
2) bie Drbinaten der Tangente in der Nähe des Berührungspunftes vor 


* "und nach bemfelben, abfolut genommen, Fleiner feyn als Die der Eurve, wie 


in E, wo ef<ef und ef’<ef’; alsdann ift die Eurve im Punfte E con; 
ver gegen die Abfeiffenachle; ober e8 können 3) die Orbinaten ber Tans 
gente in ber Nähe des Berührungspunftes, abfolut genommen, vor bemfel; 


. ben größer (ober Eleiner), nach demſelben aber kleiner (oder größer)- als bie 


zu denfelben Abfeiffen gehörenden Ordinaten ber Eurve feyn, wie bei C, wo 
cd>yd hingegen Cd’ <yd'; alsdann heißt der Punkt C Inflerions; 
punkt oder Wendungspunft. 

Wenn die Gleichung einer Eurve in rechtwinkligen oder ſchiefwinkligen 
Coordinaten gegeben ift, fo laßt fih aus dem Werthe, welchen ber zweite 
Differentialcoefficient = 2 für einen beflimmten Punkt x,yı diefer Curve ers 

1 
hält, beurtheilen, ob die Curve in dieſem Punkte xy, gegen bie Abfciffen: 
achfe concav oder convex ſey. Die Gleichung ber Tangente im Punkte xıyı 


ft y-ı = ax) , und wenn wir bie zur Abfciffe x,4-h gehd- 





| 
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rende Orbinate biefer Geraden durch y’ bezeichnen, fo iſt, in Folge dieſer 5. 80. 


Gleichung, ’—Jı = Da t+h—n) oder 
d 
y=jyı Han. 
Zu berfelben Abſciſſe xı-4-h gehört aber eine Ordinate y der Curve, welche; 
zufolge des Taplor’fchen Theorems, durch) 
d d’y, DM , d’y, h? 
y- tz tar staeas 
ausgedrückt werden kann. Es ift baber 
— za h? _ d’y, b _ diy, _h | 
y- tut at es 
and nimmt man h P "klein, daß, file dieſen Wenb von hund für alle klei⸗ 
nern Werthe, abfolut genommen, 
at 2,3. — — * 
ſey, ſo iſt auch, abſolut genommen, 
J 
- y>y, wenn yund * von gleichen Zeichen, 
y<y, wen y’ und I = von entgegengefeßten Zeichen 
k 
find, wo man noch yı für y’ fegen kann, weil ber Unterſchied, ’—yı = 
In, durch ein gehörig Fleined h, Eleiner gemacht werben kann, als irgend 
1 
eine gegebene Größe. Die Curve iſt alſo im Punkte x,yı gegen die Abſciſ⸗ 
- conber, wenn yı und Es dir 


d'y, 4 


ar TEE ee 





— 























und concap, wenn yı 


und 7 * entgegengeſetzte Vorzeichen haben. Wenn y. 0 iſt, fo geht die 


aſci durch den Punkt x,y,, und alsdann iſt die Curve in dieſem 
Punkte gegen die Abſciſſenachſe weder conver noch concav. 


Sof ber Punkt x,y, ein Inflexionspunkt der Curve fenn, fo muß bie 
zur Abfeiffe (x, — h) gehörende Ordinate y’ ber Tangente größer (ober klei⸗ 
ner) als bie zu berfelben Abfciffe gehörende Ordinate y der Eurve fen, 
wenn h gehörig Flein genommen wird, während es fich mit ber zur Abſciſſe 
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6.89. (x,-+h) gehörenden Ordinate y’ und y umgekehrt verhalten muß. Es 


muß alfo für einen folchen Punkt x,y, zu gleicher Zeit 
dyı y > m dy, " dy, h 











ud rat SR 1 baue Frl ui 7= Dakar = 5 Fer a 
dyı , < ar. d’y, h  d’y, 4 
a tataegateeı 


ober, was baffelbe ift, 
> Ih _dyn h ,dy bo _ 
00) tage 
* d’y, h’ d’y, 4 dy, MM 
ort rast 
Da nun aber, für ein gehörig kleines hund für jedes Eleinere, das Zeichen 
biefer beiden Reihen von dem ihres erften Gliedes abhängt, dieſes erſte Glied 
aber in beiden Reiben daffelbe ift; fo kann der Punkt x,y, nur bann ein 
Inflexionspunkt feyn, wenn * —=0 und 2 - zZ 0 (oder allgemeiner, 
wenn ber zweite und eine gerabe Anzahl —— Differentialcoefficien⸗ 
ten für x, und yı gleich Null werden, der erſte unter ben nicht verſchwin⸗ 
denden Differentialcoefficienten aber von ungeraber Orbnung ift), oder wenn 








Hieraus ergiebt ſich unmittelbar, daß ber Kruͤmmungsrabius o eines 
Anflerionspunftes entiweber gleich O ober E ift ($. 83. 5. 16.). 


Die Differntialrechnung bietet auch ein Mittel dar, bie vielfachen und 

conjugirten Punkte einer Curve aufzufinden. Es fey 
Fix,y) = 0 

die Gleichung einer Curve in rechtwinfligen ober fchieftwinfligen Coordinaten, 
toelche vielfache oder conjugirte Punkte hat. Da ein folcher Punkt der 
Durchfchnittspunft ober der Vereinigungspunft mehrerer Zweige ober Züge 
ber Eurve iſt, fo fchneibet jebe Gerade, bie durch ihn gezogen wird, die 
Eurve in dieſem Punkte zwei ober mehrere Male ($. 568.). Die Orbinate 
dieſes Punktes iſt alfo als die Drbinate zweier ober mehrerer zufammenfals 
Ienben Punkte zu betrachten, und deshalb müflen zu der Abfciffe x eines 
folchen Punktes zwei ober mehrere gleiche Werthe von y gehören. Wäre alfo 
Die Ahſciſſe x eines folchen Punktes bekannt und in bie Gleichung F(x,y) = 0 
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fubftitwirt, fo würde fie eine Gleichung mit einer unbekannten Größe y ſeyn, 6. 89. 


welche zwei ober mehrere gleiche Wurzeln Bat, und deren erſte Ableitung 
nach y daher gleich Null ſeyn müßte Hieraus folgt fir ben in Rebe fies 
henden Punkt 

(27) — 0 . 


Verwechſeln wir die Abſciſſen- und Orbinatenachfe, fo folgt aus ähnlichen 
Gründen, (€ 


dF\d 
Da mm (7 dy —* 4 7) — 0 die Differentialgleichung ber Curve iſt, 
aus wel 
cher (ee) 
dy _ 
dı — dF ! 
(7 
fo iſt für den vielfachen ober conjugirten Punkt 
) dy mn 0 
dx? 


Die vielfachen, conjugirten und Inflexionspunkte werben unter der ge 
meinfchaftlichen Benennung ausgezeichnete Punkte sufammengefaßt. Bei 
den vielfachen Punkten unterfcheidet man diejenigen, in welchen fich die Zweige 
der Curve fehneiben von denjenigen, in welchen fie fich berühren, und unter 
den legtern diejenige, über twelche hinaus fich die Eurve weiter erſtreckt von 
denjenigen, in welchen fie eine Spitze bilden, die man Ruͤckkehrpunkte 
nennt, enblich werden bie Ruͤckkehrpunkte in zwei Arten. eingetheilt, je nach 
dem die Zweige ber Curve auf verfchiebenen Seiten oder auf berfelben Seite 
ihrer im Ruͤckkehrpunkte gemeinſchaftlichen Tangente liegen. 


$. 90. 


Um die ausgezeichneten Punkte einer Curve aufzufinden, wird man auf | 
folgende Weife verfahren Können. Man bifferentlire bie auf rechtwinklige 


ober fchiefwinflige Achlen besogene Gleichung ber Eurve. 


Man fee erfiens den Differentialcoefficienten I — 5, Hieraus er: 


x 





| — 416 — 
5. 90. und durch Differentiation alsdann 
Tel4nt ; Vote, 


Es Tann der Ausdruck von 7 unter biefer Form nicht 3 werben, und es 


läßt ſich alfo aus ihm nicht Beartbeien, ob die Eurve vielfache Punkte habe. 
Differentiiren wir aber die Gleichung, ohne. fie aufzulöfen, fo kommt 


Se. æ bx* ; 

_. Ky—x—ı’)(l+2x)-+-5x' 
alſo = A rr. 
Segen wir Zähler und Nenner biefes Ausdrucks gleih Null, fo haben wir 

(y—ı- IH) + =0 5) ya—t=0; 

woraus fih x—= 0 und y= 0 giebt. Diefe Werthe befeiebigen bie 
Gleichung ber Eurve; der Anfangspunkt der Coordinaten fann daher ein 
vielfacher oder ein conjugirte Punkt ſeyn. Da aber in ber Gleichung ber 
Eurve y, für jeden Werth von x zwilchen D und mw, zwei reelle Werthe 
exhaͤlt, fo gehört biefer Anfangspunkt zur: fetigen Folge der Punkte ber 
Eurve, und iſt Daher Fein conjugirtr. Der wahre Werth ‚von =, fiir 


x0 iſt gleich 1, was fih aus der erſten Form des Ausdrucks dieſes 
Differentialcoefficienten unmittelbar ergiebt, wenn man darin x O ſetzt. 
Die gi Ziveige der Curve berühren fich demnach in. diefem Punkte. Da 


fernee 53 —I, für x = 0, ſich auf +2 rebucirt, fo liegen beibe Zweige in 


ber * des Anfangspunktes auf derſelben Seite der durch dieſen Punkt 
gehenden Tangente; und ba beide Werthe von y für jeben negativen Barth 
von x imagindr werben, fo iſt biefer Anfangspunft der Eoorbinaten ein 
Ruͤckkehrpunkt der zweiten Art. 

Was den Inflexionspunkt betrifft, ſo bemerken. wir, daß. für den Zweig, 


welcher durch y = 132 xdausgebruͤckt wird, = — 24-18; für 


den Zweig aber, welchen y — xx2 — x ausdruͤckt, N = 2— Ui if. 


Da der erfte Ausdruck niemald Null werden fan, fp hat der erfie Zweig 
keinen Inflexionspunkt. Der zweite Ausbruc wird gleich Nu, wenn 


xt — 
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3 — #%, alfo wenn x — 3%; und für biefen Werth von x in SI = 
—Iıi= —%. Der Punkt des zweiten Zweiges, deſſen * ei 


.o. 


34 if, if alfo ein Snflerionspunft. Die Curve ift in Fig. 60. abgebilber; Sig. 60 


bei A ift der Ruͤckkehrpunkt, und bei 1 der Inflexionspunkt. 


11. Der Eiffoide, deren Gleichung in rechtwinfligen Eoorbinaten 
($. 59. ©. 8) 
(x—2r)y’+xı° = 0 
fl. Nehmen wir bie in $. 84. (Aufg. 140. I.) angegebenen Differential: 
coefficienten 


(Ir — ji . dy_____3r . 
= — &r—ı) °’ de “4 (2r—x)ixt 
fo ergiebt fich, indem wir 2 z ſetzen, Fein ausgezeichneter Punkt. Dif— 
ferentiiren wir aber die Gleichung unmittelbar, ſo kommt 


2 2 
Ur — —=0, al 7 = 
woraus wir die Gleichungen 
„+3? =0 m 2—-5) = 0 

bilden, welche nur bie reellen Wertbe x = 0 und y = 0 geben. Diefe 
Werthe befriedigen auch die Gleichung der Eurve; ber Ünfangspunft der 
Coordinaten könnte daher ein vielfacher oder conjugirter Punft feyn. Da 
aber bie Eurve fi) nur auf ber Seite ber pofitiven Abfciffen befintet, fo 
ift er ein Nückkehrpunft, und zwar der erfien Art, weil der wahre Werth 


von = für x = 0, mie man aus ber zuerſt angegebenen Form dieſes 


Differentialeseficienten fieht, gleich Null ift, die Tangente alfo mit der Ab- 
feiffenachfe sufammenfällt, unb die Curve auf beiden Seiten biefer Geras 
ben liegt. 


Einen Sinflerionspunft hat bie Curve nicht, weil =T für feinen endli⸗ 
hen Werth von x gleich Null wird, und weil für x = 2r, für welchen 
Werth = unendlich wird, auch y unendlich ifl. 


IV. Der Lemniscate, deren Gleichung in rechtwinfligen Coorbinaten 
27 . 





» 


6.'90. 


— us — 
HR NP Art —0. 
Durch Differentiation erhalten wir 
Behr, 


My) Het fo +20} 7 Bey 42y "+6 =0, 


$2(y42°)-t@?}y le nr 12 —E PEENER 0. 
Segen wir nun = =, alſo | 
PH HT=0 m HMO, 
fo haben wir, da Ay?-+-x?) ra? für reelle Werthe von x und y nicht 
Nul werden fann, die beiden Gleichungs⸗Syſteme 


y-! . fr>=° 
27’ +2 —ı = 08 ’ AIx=0f' 
Daß erfie giebt y—= O und x — — welche Werthe aber die Glei⸗ 
chung ber Curve nicht‘ befriedigen. Das zweite Syſtem druͤckt den Anfangs⸗ 
punft der Coordinaten ober ben Mittelpunft der Curve aus. wi kann 
daher ein ausgezeichneter Punkt ſeyn. Um den wahren Werth von 3 2 für 
x=0 ud y=0 zu finden, fegen wir dieſe Werthe in die cite 


Differentialgleihung, in welcher nun der Coefficient von I verfchtwinbet, 


2 
und die ſich auf —* — a? — 0 reducirt. Wir erhalten ſomit * = 


+1, und bie Curve bat alfo im Anfangspunfte der Coordinaten zwei ver: 


fchiebene Tangenten, von welchen die eine mit ber Abfeiffenachfe einen Win: 
fel — In, die andere aber einen Winfel — Ir bilde. Die Eurve ſchnei⸗ 
det fich alfo in ihrem Mittelpunfte —* 


Setzen wir, um den Werth von * zu finden, in der dritten Diffe⸗ 
rentialgleichung x = 0, y 0 und 9 re =1,f fommt I 53 — 0, 
und da, wie man leicht finden wird, der dritte Differentialcoefficient nicht 
verſchwindet, fo iſt der Mittelpunft auch ein Inflexionspunkt beider Züge 
ber. Eure. 
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V. Der Quadratrix des Dinoſtratus, deren Gleichung in rechts S. 90. 
winfligen Eoordinaten ($. 65. ©. 1) 


y „= xtang(in— 5) . 
Differentiiren wir diefe Gleichung, fo kommt 


ie — ta (ie u 2) u 2a cos? — 5 =) ’ 
d’y a 5 ein (ir — — cos (17 — a 


Bringen wir ben Ausbrucd für den erſten Differentiälcoefficienten auf bie 
Form 


0x . JIX 
2asın jr— 7” )cos IT — =) _m asın 12) m 
—— m ı ——_—j 
__ a ı 2) 
2a co⸗ \ 5) 2a cos ( 52 


fo ergiebt fich, daß 2 I nur fuͤr — 0 af! gebracht wird. Differentii⸗ 


ren wir Zaͤhler und — des zuletzt angegebenen Ausdrucks, um ſeinen 
wahren Werth zu finden, fo erhalten wir 


— cos —T. — cos — 
7) lı =) — 77 ax\ ! 


welcher Ausdruck für x = 0 auf Null rebucirt mird. Der erfie Differen- 
tialcoeffieient = bat alfo für x = 0 nur einen Werth, und ber Punft ber 


Curve ‚, dem uͤbrigens bie Ordinate y = = sugehört ($. 65.), iſt weder 


ein vielfacher noch ein conjugirter Punkt, da- fi) in ihm nicht mehrere 
Zweige vereinigen und bie Eurve durch ihn hindurch geht. 

Um bie AInflerionspunfte zu finden, fegen wir ben oben angegebenen 
Ausdruck von ZI gleich Null. Daraus ergiebt fich tang(} -2,) = 2a. 


scX 
27 * 
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— dd — 
und, wenn wir dieſen Werth der Tangente in bie Gleichung ber Curve ſub⸗ 
flituiren, y = =, Die Berabe, welche der Abfeiffenachfe in ber Entfer⸗ 


nung = parallel Läuft, ſchneidet die Eurve in unendlich vielen Punkten und 


. ale biefe Punkte find Inflegionspunfte, indem für die Abfeiffen diefer Punkte 


Fig. 47. 


Sig. 48. 


= — 0, und, wie man leicht finden wird, ST nicht Null wird. Der 
Punkt, in welchen Bil Gerabe die Curve berührt, und deſſen —— 
xl y — = find, ift fein Inflerionspunft; für ihn in I ze =$, 
defien wahrer Werth lach — — ir gefunden wird. 

VI De QDuabratrir des Tſchitubauſen, deren Gleichung 


( 65. ©. 2) 
StX 
y- asinz- . 
Durch Differentiation erhalten wir 
dy _ m. —7— _ m ,n , dy — — 
dx acoæ; a’ MT?’ dan 


Da = nicht 5 werden kann, fo hat bie Eure Feine vielfachen ober conju⸗ 
girten Punkte. Kür alle Werthe von x, welche y gleich Null "machen, d. i. 
( 65.) ferx = 0; oder 2a; oder SAa; u. ſ. w., ‚wird auch = ‚ 


nicht aber ZI gleich Null. Die Durchſchaittspunkte der Curve und ber 
Abfeiffenachfe find demnach Inflexionspunkte. 
VI. Der Evolute der Ellipſe, deren Gleichung ($. 88. ©. 3) 
b’R-paia? — er}? -27a0h2efa — 
Die Differentiation giebt 
dB __ a?(b?4?-> a?a? — e!)?a + Ya?b?e!A?a 
da — — at — et)? 9arbre‘de I 


und daraus erhalten wir, wenn wir * 3 = 8 feben, 


- — — no 


— 11 — 


(HA)? 4 7b’? — 2areta’ + eta — 0, 
{6’9 + ara)? — 2bte!? + 7ateta’ + e'}/ — 19] ; 
und aus diefen Gleichungen folgende Spfteme von Werthen: 


«—=0 ae = 0 a— +— 
P=0 = +“ 320 
e? 3 


Die beiden legten Syſteme geben feinen reellen Punft, und das erfie Sy⸗ 
ſtem befriedigt die Sleichung der Eurve nicht. Das zweite und britte Sy; 
ftem befriedigt aber allerdings dieſe Gleichung. Giebt man ihr, vermittelft 
ber Gleichung (2) des $. 88., die Formen | 

ß — * (e$— a3a})? so= +4) (e — b343)° R 


2 2 
fo erhellet, daß 4 nur fo lange reell iſt, als = zwiſchen — — und + — f 


2 2 
und daß «= nur reell ift, wenn 4 zwiſchen — T und +7 liegt. Die 


durch das zweite und dritte Syſtem ausgebrücten Punkte find alfo Rück 
fehrpunfte. Diefe Nückfehrpunfte find übrigens, wie man aus $. 84. leicht 
finden fan, die Krümmungsmittelpunfte der Scheitel der Ellipfe. Die 
Eurve ift in Sig. 61. vergeichnet; a, a’, b und b’ find die Rückfehrpunfte, 
weldye den Scheiteln A, A’, Bund B ber Eliipfe als Kruͤmmungsmittel⸗ 
punkte zugehoͤren. 


VIII. Der Evolute der Hyperbel. 

Es laſſen ſich die Doppelpunkte dieſer Curve aus den in VII. gefun⸗ 
denen Reſultaten beſtimmen. Man darf naͤmlich in den fuͤnf Gleichungs⸗ 
ſyſtemen nur b—i für b ſetzen. Die beiden letzten Syſteme geben hier 


3 
ebenfalls Feine reellen Punkte, wiewohl fie reſpective A — + und f = 


FR — +®y-i Hey 
*5* machen, weil & ** ludo= + 1 if. Das 


$. 9. 


Fig. 61. 


— 2 — 
befriedigt die Gleichung der Curve auch jetzt nicht; und das 
m giebt bier Feine reellen Punkte, weil ß = +eyZ1 wird. 
Syſtem aber gehört zu zwei reellen Punkten, welche Rückkehr: 
zugleich die Krüämmungsmittelpunfte der beiden Scheitel ber Hy: 
vorute der Parabel f oder bie Neilifche Parabel hat mur einen 
t. 


er Evolute der Ciſſoide, deren Gleichung ($. 88. ©. 6) 
=" 4096r°«-+115277 9°? +27 = 0, 
eine parabolifche Linte ifl. Sie hat, wie jede parabolifie Li⸗ 


vielfachen Punkt. Da der zweite Differentialcoefficient TE Fr 


1 für feinen‘ reellen und endlichen Werth von 4 gleih 0 
den Tann, fo hat bie Eurve auch feinen Inflexionspunkt. 
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die Gleichung einer Curve in Polarcoordinaten gegeben iſt, ſo 
ie vielfachen Punkte derſelben nicht auf dieſelbe Art wie vorher 
Denn wenn auch dieſe Gleichung rational iſt und die Curve voll⸗ 
ruͤckt, ſo kann es ſich doch ereignen, daß ſie nur ein Factor 
olargleichung iſt, welche ſich aus der auf rechtwinkligen Achſen 
eichung unmittelbar ergiebt, wie dies bei der Polargleichung der 
n Grades, in welchen ein Brennpunkt zum Pol angenommen 
.) bei der Conchoide ($. 60.) und bei vielen andern Curven ber 
n doppelter Punkt kann alsdann, als ein Punft des einen Zwei⸗ 
9%, t, und u,, und, als ein Punkt des andern Zweiges, t, +r 
ı Coordinaten haben, fo daß die Polargleichung der Eurve, für 
neswegs zwei gleiche Wurzeln zu haben braucht. Man fann 
unbedingt fchließen, daß, wenn F(t,u) die Polargleichung ber 


E): für einen doppelten Punkt, gleich Null feyn muͤſſe. Als 


eines folchen Falles nehmen wir die Gleichung (1) dee $. 61. 
(u — a)? —2b(u—a)cost+b—r? —=0, 
urve ($. 61. ©. 3) vollſtaͤndig ausdruͤckt. Sehen wir barin 
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tr für t und —u für u, fo kommt | $. 9t. 
(u a) —2b(u+ra)ceost+b’—r? = 0, 
und abdiren und fubtrahiren wir, fo ergiebt fich 
uꝰ — Mucost Haꝰ - = 0 ; Zu—2beost = 0, 
und daraus | 
u= Var mb ot rer, 


welches bie Polarcoordinaten der doppelten Punkte find, die die Eurve, außer 

dem Anfangspunkte der Coorbinaten, hat, und beren rechtwinklige Coordina⸗ 

ten wir bereits in $. 61. aufgefunden haben. 

Es ſey P ber Inflexionspunkt einer Eurve, deſſen Radius vector u, Fig 62. 

und der zugehörige Winkel t,; ferner feyen ı—h und t,-+-h zwei wenig 

von t, verfhiebene Winfel, zu welchen refpective Die Leitftrahlen u’ und u 

der Curve und U’ und U” der Berührungslinie im Punkte P gehören. Aus 

der Bolargleichung diefer Tangente ($. 71. ©. 13) Ä 


fein —E — cost tu, FU-tu? — 0 f 

1 

in welcher U ben veraͤnderlichen Radius vector dieſer Geraden bedeutet, er: 
balten wir 

fein esta} GE + foot U +-sin(t—t Ju U = 0; 


—R — co (t— A | 
+2feot 1) Hin} — fine 7 — cos (t—t,)a, FU =0. 

Segen wir nunt — t, und beseichnen ben, Siefem Winkel entfprechenden, 

Werth von U durch U,, fo haben wir aus biefen Gleichungen 

du? . 





_ıi 3 
oc. ., U _ du, au _ ar 
1——, du dd ’ di u, j 
Da nun ferner 
d’U, h?’ 
U= Ur. h-+—-—- mat etc. | 
Ü" = U— au, .h * __ eic. N 


di, di: 2 


$. gl. j u = ut ran J 
n d du 
"—=u, Fr + et, 
fo haben wir auch 
dur, 
UL d’u, Zt te, d’u, )z 
u—-U= er — A etc. 33+r f 
* +u} 
m nu du, di? u F du, _ » 
u (Ge u Jan kehaatrn 


Wenn aber P ein Inflexionspunkt ift, fo muß, wenn WU’ if, U" <U”, 
oder wenn W<U’ ift, "> U” feyn; es müffen alfo u' — U’ und u" — U” 
entgegengefeßte Zeichen haben, was für ein gehörig kleines h nur Statt fin⸗ 


d’u at . 
den kann, wenn dia _ — gleich O0 oder gleich co, ober, was 
daffelbe ift, wenn 
du? Fu 
——— Urs 
n -0t der =» (1) 
1 


iſt *). 


4 ufgabe [148]. Die Inflerionspunfte der Eonchoide und des 
Lituus zu finden. 


*) Man kann daſſelbe Reſultat aus der Bedingung * gleich © oder gleich e 
herleiten. Denn es if, wie wir fchon in der Aufgabe 138. ($. 83.) gefunden haben, 


du, Fu, 

2 — 

d'yı _ U +2 In j 

FE 7 FE N us 
u cost, —u sint, ) 


Der Nenner diefes Ausdrucks aber, gleih Null oder gleich co geſetzt, giebt Feine Indi⸗ 
cation eines Anflerionspunftes, weil mir dies nicht in der obigen Herleitung gefunden 
haben. Wenn er verfchwindet oder unendlich wird, fo ift dadurch nur angezeigt, daß die 
Tangente im Punkte tu, auf der Geraden, von melcker an die t gesähle find, ſenkrecht 
fteht, oder daß fie diefer Geraden parallel if. 


— 5 — 
L Wir haben, wie im $. 84. (Aufg. 140.), für die Eonchoide 
_ b+asnt , du _ best du _bil-teos) , 
rt RI RT ne? 
und durch Subftitution dieſer Werthe in den vorher angegebenen Ausdruck 
(1) erhalten wir 
a(a ainꝰt 4 3b sin’t — 2b) 
(b-+ asint) ainꝰt 


Diefer Ausdrudt nun -wirb ©, wenn b-Fasint —= 0, oder went int—0 


ift. Im erften Falle ift u = 0; ber dadurch ausgebdrückte Anfangspunkt 
der Eoordinaten ift aber Fein Sinflerionspunft, fondern ein conjugirter, ober 
ein Doppelpunft oder ein Ruͤckkehrpunkt, was ſich aus dem im $. 60. Ge: 


„fagten fchon ergiebt. Im zweiten Sale ft u= ©. Derfelbe Ausdruck 


wird gleich Null, wenn . 

asin’t-+-3b sint— 2b —= 0 
if. Um zu finden, wann biefe Gleichung drei, und wann fie nur eine reelle 
Wurzel hat, fegen wir sint = 2; alsdann kommt 2bz? —3bz —a =0. 
Diefe Gleichung hat befanntermaßen brei reelle Wurzeln, wenn 2b? > a?, 
aber nur eine reelle Wurzel, wenn 2b? < a?; und baffelbe gilt folglich auch) 


von ber Gleichung, durch welche sint beftimme if. Damit aber t reell ſey, 


muß nicht nur sint reell, fonbern auch Fleiner als 41 und größer als —1 
ſeyn. Segen wir, um hierüber Aufichluß zu erhalten, sint = 0 und 
sint = +1, fo wird ber erfte Theil ber Gleichung nicht auf Null, fon; 
dern refpective auf — 2b und a-+b rebucirt. Es liegt .alfo in jedem Falle 
eine reelle Wurzel ber Gleichung zwifchen O und I. Geben wir ferner 
sint = v—1, fo fommt | 
av’-+3(b— a)v?-+3(a— 2b)v--(b—a) = 0; 
und nun find zwei Fälle zu unterfcheiben. Iſt nämlich erſtens b> a, in 
welchem Falle auch b’>a?, und um fo mehr 2b’>a?, bie Gleichung alfo 
drei reelle Wurzeln hat, fo ift bie Succeffion ber Zeichen ber Gleichung in v 
++-+. 

Diefe Gleichung hat alfo, wenn b> a, zwei pofitive unb eine negative 
Wurzel und für biefen negativen Werth von v iſt int <—1, alfo t ima⸗ 
ginaͤr. Daffelbe Reſultat ergiebt fih auch, wenn man in bie erfte Glei⸗ 
Hung für sint nach einander +1, 0, —1, u. — O ſetzt, wodurch der 


$. 91 
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$. 91. erſte Theil verfelden ab, —b, b-au —o , de #, —ı + — 
wird, woraus folgt, daß bie drei Wurzeln biefer Gleichung refpective zwi⸗ 
fhen 41 und 0, O und —1, —1 und — a liegen. Alfo, wennb— a 
ift, find zwei Werthe von t reell und einer ift imagindr. Iſt nun zweitens 
b <a, fo find entweder zwei Werthe von sint imagindr und dann ift nur 
ein Werth von t reell, oder es find alle drei Werthe von sint reell; aber 
alsdann ift dennoch nur ein Werth von t reel. Denn wenn bie drei Wur⸗ 
geln reell find, fo ift, wie oben bemerft worden, 2b? > a? ober — a’, und 
da in dem jegigen Falle a — b, fo ift auch 2ab > a? alfo 2b > a; dem⸗ 
nach find b—a und a— 2b negative Größen; bie Succeſſion ber Zeichen 
in der Gleichung in v iſt daher 
+—-—--. 

Diefe Gleichung hat alfo zwei negative Wurzeln, und demnach find zwei 
Werthe von sint < —1, d. i. zwei Werthe von t imagindr. Alſo, wenn 
b<.a if, find zwei Werthe von t imagindr und einer ift reeil. 

Da nun zu jedem Werthe von sint zwei Werthe von t, nämlich t 
und c—t, gehören, fo hat die Eonchoite, wenn b> a, vier Inflexions⸗ 
'punfte, und, wenn b <a ift, zwei Snfleriongpunftee Wenn b —= a if, . 
find nur zwei Sinflerionspunfte vorhanden und die Curve bildet alsdann im 
Anfangspunfte der Coorbinaten eine Spiße. 


II. si ben Lituus haben wir ($. 68. ©. 4) 


du - rad Tu 3rad 


Der Ausdrud (1) if alfo im gegenwärtigen Sale 
 rel4e—1) , 
el 
er wird co wenn t—= 0, und gleih Nul wenn t = wo oder wenn 
— 34. Aber fuͤrt — O iſt u — o, daher giebt t — O feinen In⸗ 
flexionspunkt an; für = wo iſt zwar u == O, aber dieſer Anfangspunkt 
wird von der Spirale niemals erreiht. Für t=! if u = Eri2a und 
der daburdy angegebene Punkt ift allerdings ein Inflexionspunkt. In ber 
Big. 55. Fig. 55. iſt er durch I begeichnet. 


— MN — 


Bon parallelen Eurven. 


I) 


. 9. $. 92. 

Einer Eurve BED ift eine andere Curve B'C’D’ parallel, wenn bieje- Sig. 63. 
nigen Stüde, BB’, CC’, DD’ u. ſ. w., ber an jener Curve gezogenen Nor; 
malen, welche zwiſchen beiden Eurven liegen, fämmtlich einander gleich find. 
Die conftante Länge diefer Stücke ſoll bie e Entfernung ber beiden Eurven 
beißen. 

Aufgabe [149] Die Oleichung einer Curve, F(x, y) = O, in 
rechtwinkligen Coordinaten iſt gegeben; man ſoll die Gleichung der ihr 
in der gegebenen Entfernung c parallelen Eurve finden. ' 

Es feyen x, y’ die auf biefelben Achſen begogenen Eoorbinaten ber ges 
ſuchten Eurve. Die Sleihung der Normale in einem Punkte xıyı ber ge 
gebenen Curve ift ($. 71. ©. 2 


Li 


3 tra) = 0. 


Weil nun ein Punkt —X ver gefuchten Curve auf biefer Normale und 
zwar in der Entfernung c vom Punkte x,yı liegen ſot, ſo hat man zu glei⸗ 
cher Zeit 
(y Dr Han) = =0—, 
BR FREE =cd; 
und weil biefe Relationen gwifchen je zwei correfponbirenden Punkten beider 
Enrven Statt finden müffen, 
VI) =0, (1) 
Y-W’ra—V=d. (2) 
Eliminirt man zwiſchen der gegebenen Gleichung 


F&,y) =0, ihrer Differentinlgleichung HE + = 


dx =0, 


und den Gleichungen (1) u. (2) bie drei Größen x, y, ST ; fo erhält 
man eine Gleichung zwiſchen x’ und y’, welche die ber gefuchten Curve | iſt. 


6. 92. 


gis 63 
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Entwickelt man aus den Gleichungen (1) u. (2) y’ und x’, fo kommt 
| a 
=): —— ; er Te: (3) 
y 


ft die gegebene Curve durdy ein Syſtem zweier Gleichungen zwifchen x, y 
unb einer dritten Deränbderlichen t gegeben, fo hat man 


dt 
= —— 5; 1 = 117 — —— (4 
5 y dy ar 3 7 — En (4) 
) ae ar ae” ae 

Lehrſatz [48]. Wenn einer Eurve BCD eine Curve BCD’ pas 
rallel iſt, fo ift auch die erſte Curve BCD der zweiten B’C'D’ parallel. 

Um biefen Satz zu beweiſen, ift nur nöthig zu zeigen, daß bie Nor⸗ 
malen ber Eurve BCD auch zugleich Normalen der Eurve BCD find, oder 
mit andern Worten, baß die Tangenten in zwei au honkienben Punkten xy 
und x’y’ einander parallel, daß alfo =! =ı I if. 

Zu dem Ende bemerfen wir zunächft, daß in Folge der Gleichungen 
(1), (2) und F(x,y) = 0 je drei von den Größen x, y, x, y Func⸗ 
tionen der vierten Unabhängigen find. Wählen wir x’ zu dieſer Unabhäns 
gigen, und bifferentiiren bie Gleichung (2) aus biefem Gefichtspunfte, fo 
erhalten wir 


(y—_ „5 T +07 — _y3 reg 


Da aber, in Solge der Gleichung (1), der * „, multiplicirende Sactor —= 0 


ift, fo reducirt fich die fo eben gefundene —* auf 
dy 
) 0, 
und wenn man, zwiſchen dieſer Gleichung und (1), (x —x') eliminirt, fo 
fommt 
dy __dy = 

j Wi’ (9 

was gezeigt werben follte. 
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Aufgabe [150]. Der Rrümmungsradias e eines Punktes B einer 6. 92. 
Eurve BCD und die Entfernung c einer ihr parallelen Curve BCD iſt 8ig. 63. 


gegeben. Ian foll den Brüämmungsradius g' des dem Punkte B cor: 
refpondirenden Punftes B’ durdy g und c ausdräden. 


Die Löfung dieſer Aufgabe läßt ſich zwar aus ber Betrachtung ber 
Evolute der Eurve BED leicht auffinden; wir wollen indeſſen ben analytis 
fchen Weg einfchlagen. 

Der Kruͤmmungsradius o' ift, wenn x, y’ bie Eoorbinaten von B’ find 


($. 83. F. 10.), y 
dy”\3 
u (1 em) ( 6 
eo = d’y oe ) 
dx” 
Nun ift (5) = Zi und wenn wir biefe Gleichung aus dem im vo⸗ 
rigen Satze —58 Geſichtspunkte differentiiren, 
ey __d’ydı m 
ds? di di ' 


Differentiiren wir aber eben fo bie Gleichung (1), fo kommt 
d d dy d 
e-nz | -(# H)la+z ar | 


und fegen wir in dieſe Gleichung den Werth (3) für y' und SI für SV, 
in Solge von.(5), fo erhalten wir 


[#053 (HE) lit = 
alfo m 
| ey_ 
dx _ (13 (8) 
⸗ di (1 = Km 
dx? dr 
Eliminiren wir nun zwifchen den Gleichungen (5, 6, 7 u. 8), = f ei 


und 9 jet (o kommt 
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I.) 
"HR 
, e = d’y >t / 
—* 
282 
(1455) 
und, ba —— *0 iſt, 
dx? 

e=o>rc, (9) 


welches ber verlangte Ausdruck ift. 

Die Differenz der Kruͤmmungsradien (0’—o) correfpondirender Punkte 
zweier parallelen Curven ift alfo eine conftante Größe und der Entfernung 
diefer Eurven gleich. 


§. 93. 

Da die Normalen der correfpondirenden Punkte zweier parallelen Eur; 

ven auf einander fallen und die Differenz ber Krummungsrabien ber Entfer; 

nung biefer Punfte gleich ift, fo folgt, daß auch die Krümmungsmittelpunfte 

der correfpondirenden Punkte auf einander fallen; woraus ſich unmittelbar 
ergiebt, daß zwei parallele Eurven eine und biefelbe Evolute haben. 


Aufgebe [151]. Die Eurve zu finden, welche einem gegebenen 
Breife in einer gegebenen Entfernung parallel ifl. 





Es ſey 
y? +1? — r? 
die Gleichung bes gegebenen Kreifes und c bie gegebene Entfernung. Als— 
nad _ x V dv”? Io. _T 
dann if — = 7 und 1455 = Iy’+r => Die 


Gleichungen (3) des vor. $. find daher für den jeßigen Fall 
y = (1#2) X = (12) R 


moraug 





⸗ 7 N (= TE," 
Diefe Ausdrücke, in die Gleichung des gegebenen Kreifes fubftituirt, geben 
y„?’+x? = (rto0) 


— 41 — - 
als Gleichung der gefuchten Curve. Diefe beſteht alfo aus zweien dem ge $. 93. 
| gebenen concentrifchen Kreifen, deren Radien refpective r4-c und 7— 0 find, 


was wir leicht hätten vorausſehen koͤnnen. 


Wenn bie Curve, welche einer gegebenen in einer beftimmten Entfernung 
ec parallel ift, nicht aus zwei Linien zufammen geſetzt ift, fo befteht fie we: 
nigftend aus zwei Zügen, die unter fich in der Entfernung 2c parallel find. 
Dies folgt daraus, daß zu jedem Punkte xy der gegebenen Eurge, tvegen 
der doppelten Vorzeichen in ben Gleichungen (3 ob. 4), welche man ale zu 
ce gehörig anfehen kann, zwei correſpondirende Punkte xy’ der parallelen 
Eurve gehören. 

Was die Geftalt einer parallelen Curve betrifft, fo ift Diefe im Allge⸗ 
meinen nicht nur von ber Seftalt der gegebenen, fondern auch von der Größe 
der Entfernung c abhängig. Wir wollen annehmen, eine gegebene Curve 
M, telcher eine andere Eurve M’ in ber Entfernung c parallel ift, habe . 
feinen ausgezeichneten Punkt, aber der Kruͤmmungsradius o der Curve M 
fey zwiſchen zwei beftimmten Grenzen 7_ und y’ enthalten, fo daß er nicht 
£leiner als y und nicht größer ald y feyn, aber jeden zwiſchen diefen Gren- 
zen liegenden Merth haben koͤnne. — Die Ellipſe kann als Beifpiel einer 
foldyen Eurve dienen. Wenn 2a und 2b ihre Achfen find, fo fann ihr 


2 2 
Kruͤmmungsradius nicht kleiner als w und nicht groͤßer als — ſeyn, was 


fih aus (1) in 6. 84. leicht ergiebt. — Nun find zwei Falle, möglich, 
entweder c liegt innerhalb berfelben Grenzen 7 und 7 ohne einer berfelben 
gleich zu fenn, ober dies findet nicht Statt. In dem erftien alle muß es 
in der Surve M einen Punft x,y, geben, für welchen S c if. Da nun 
von den beiden correfpondirenden Punkten x,y, u. X,y. der Kruͤmmungsra⸗ 
dius des einen 0, = 1 —c if, fo if od, = 0. Eind die Kruͤmmungs⸗ 
rabien der dem Punkte xy, nahe liegenden Punkte xy vor demſelben Heiner 
und nach demfelben größer ald c, fo find die Krümmungsrabien der Punkte 
xy, welche dem Punkte x’, y’, nahe liegen, da immer 0 = o—c, ne 
gativ und pofitiv. Es findet alfo in dem Punkte xy’, ein Wechfel ber 
Eoncavität und Converität Statt, und biefer Punkt der Eurve M’ ift fo: . 
mit ein ausgezeichneter. In dem zweiten Falle, wenn nämlich c <y oder 
c>r if, findet ein Wechſel der Concavitaͤt und Converität in der Curve 
M nidyt Statt. . 

Wenn ber Kruͤmmungsradius o ber Curve M von O big «o wachfen 
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5. 93. kann, fo bat jede parallele Curve M’ einen ausgezeichneten Punkt, wie auch 
c angenommen toerden mag. 


Mas die Verzeichnung der Eurve betrifft, welche einer gegebenen pa⸗ 
rallel ift, fo dürfte es in der Regel am gerathenften feyn, eine Anzahl Nor: 
malen ber gegebenen zu conftruiren und auf benfelben gleiche Stuͤcke abzu⸗ 
fhneiden; und was ihren analytifchen Ausdruck anbelangt, fo ift befler, fie 
durch das Syſtem zweier Gleichungen auszudruͤcken, al vermittelft befchwer; 
licher Eliminationen eine einzige Gleichung, die gewöhnlich fehr complicirt ift, 
aufzufuchen. 

Aufgabe [152]. Die Curve, weldhe einer gegebenen Kllipfe, und 


zweitens diejenige, welche einer gegebenen Eycloide parallel ift, zu 
finden. | 
I. Es ſey Ay?’ +b’r? = a?b? bie Gleichung ber gegebenen Ellipſe. 
Wir fuͤhren eine dritte Veraͤnderliche t ein, indem wir 
y=bsint und x= acost 
fegen. Subftituiren wir nämlich diefe Ausdrücke in die Gleichung der El: 
Iipfe, fo kommt, nach ber Divifion durch a?b?, sint-+-cos’t = 1, eine 
Gleichung, twelche von jedem Werth von t befriedigt wird; toir önnen das 
ber t als die einzige Unabhängige betrachten. Nun haben wir = — beost 


unb = = —asint; und die Subftitution dieſer Ausdrücke in bie Gleichun- 
gen (4) des vorigen $. giebt 


[ — Ne it 
Va?sin’t-+-b?cos’t 
x— JıHt ar een 
| Va? sin’t + b? cos’t 
Das Syſtem dieſer beiden Gleichungen drückt bie ber Ellipfe parallele Eurve 
aus. In Fig. 64. und 65. iſt dieſe abgebildet; für die erfiere iſt — ., 
Sie. 64. für die zweite c — 1}, während a — 1 und b = } if; jene hat feinen 
ausgezeichneten Punkt; biefe hat vier Rückehrpunfte und außerbem zwei 
Doppelpunfte. 


1. Es fey die Cycloide durch das Syſtem ber beiden Gleichungen 


= 
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{ y= all—.cost) 


x = alt — sint) 


($. 66. &. 3) gegeben. Dann haben wir I = asint ; di — = a(l—cost), 


dt ’ dt 
und alfo, zufolge ber Gleichungen (4) des vor. $., 
u t4 > at— t— csint 
y—aTaco Mao)’ —asin "VAI—cost) 


ober, wenn man at = V feßt, 


= S2asindEc}. sind’ 
{7 x’ = 2a9— ſ2a ain ct .cosd } 

Das Syſtem biefer beiden Gleichungen drückt bie ber Cycloide parallele 

Eurve aus. 


Bon den einhüllenden oder Orenz-Curven. 


4 

‚Wenn man eine Reihe von Eurven betrachte, die nach irgend einem 
Geſetze continuirlich auf einander folgen, fo find drei Fälle gebenkbar. Die 
Eurven der Neihe berühren entweder fämmtlid) eine und dieſelbe Eurve 
(welche letztere aud) aus mehreren einzelnen Curven beftehen ober in einen 
oder mehrere Punkte degeneriren kann) und zwar in immer anderen und ans 
deren Punkten, ober jene Eurven fehneiben oder berühren ſich alle in benfels 
ben Punkten, ober endlich jene Eurven liegen fo in ober neben einander, daß 
die beiden erften Fälle nicht Statt finden. Als ein Beifpiel für den erſten 
Fall fann- eine Reihe gleicher Kreife dienen, deren Mittelpunfte auf der Pe: 
ripherie eines andern Kreifes liegen; alle Kreife ber Reihe berühren zwei, 
dem zulegt genannten concentrifche, Kreife, von welchen ber Fleinere in einen 
Punkt degenerirt, wenn der gemeinfchaftliche Radius aller Kreife der Reihe 
dem Radius bed Kreifes gleich ift, auf welchem die Mittelpunfte liegen. 
Als ein Beifpiel für den zweiten Fall dient eine Reihe von Kreifen, welche 
eine gemeinfchaftliche Sehne haben, ober welche fich ſaͤmmtlich in einem und 
demfelben Punkte berühren; und als Beifpiel für den dritten Fall eine Reihe 
concentrifcher Kreiſe. of 


$. 94. 
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Wenn der erfte Sall Statt findet, fo heißt die Curve, welche ſaͤmmt⸗ 
liche Eurven der Neihe berührt, die einhüllende oder Grenz⸗Curve, 
jebe Eurve der Reihe aber bie eingehuüllte. 


jede Sleihung F(x,y,c) = 0, in welcher x, y rechtwinklige oder 
fchiefmwinflige Coordinaten, c aber eine willfürlich zu beſtimmende Eonftante 
bedeutet, drückt eine beftimmte ober individuelle Curve aug, wenn dem c ein 
beftimmter Werth beigelegt wird; fie drückt aber immer andere und andere 
continuirlich auf einander folgende Curven aus, wenn dem c verfchiebene 
continuirlich auf einander folgende Werthe beigelegt werden. Betrachtet 
man alfo die Gleichung F(x,y,c) = 0 als biejenige einer eingehüllten 
Curve, fo ſtellt fich die 


Aufgabe [153]. Aus der Bleihung F(x,y,c) = einer einge 
huͤllten Eurve, die Gleichung der einbällenden Eurve zu finden. 

Wäre die Gleichung der einhüllenden Curve befannt, fo wuͤrde ber 
Punkt, in welchem fie von einer jeben eingehüllten Curve berührt wird, ges 
funden werben können, indem man x und y aus der gegebenen Gleichung 
der eingehüllten und aus derjenigen der einhüllenden beſtimmt. Diefe Eoors 
binaten des Berührungspunftes, bie wir zur Unterfcheibung durch x’, y’ bes 
zeichnen tollen, wuͤrden alsdann durch die Eonftante c ausgedruͤckt feyn; fie 
find fomit Sunctionen von c, fo daß wir haben x! —= plc) und y = y(c), 
two p und w zwei noch unbekannte Functionen bebeuten. Da aber biefe 
Werthe von x’ und y’ die Gleichung F(x,y,c) = 0 befriedigen muͤſſen, 
fo wird dieſe Gleichung ibentifch gleih Nul werden, wenn man für x und . 
y barin refpective ꝙ(c) und w(c) feßt. Die nach c genommenen Differens 
tialcoefficienten dieſer Gleichung werben alfo für diefe Werthe verſchwinden. 
Mir Haben demnach), wenn wir, der Kürze wegen, F(ix,y,c) durch F, 


und Fix’, y’,c) durch F’ begeichnen, —F — 0, oder, was daſſelbe iſt: 


rer) = 


Nun ift aber. bie — — der a Curve 


(Dr +(2) =0, 


und weil für einen Berührungspunft biefer Curve und ber einhälfenden 
, d 
s=rı, Jg yW7= T iR, 
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er =) 

— * —)| = . 94. 
dy tree)! 04 s . 


wodurch fich die vorige Gleichung auf 


dF’ 
(T) — 0 | 
rebucirt. Für diejenigen Punkte, in welchen fich bie einhuͤllende und einge: 
huͤllte Eurve berühren, ift alfo zu gleicher Zeit 


Fa,y,9=0 un (ur =P0, 


aus welchen beiden Gleichungen man im Allgemeinen x’ und y’ dur c 
ausdrücken, d. i. die Sunctionen g(c) und p(c) beflimmen kann. Eliminirt 
man aber zwiſchen dieſen Gleichungen das c, fo erhält man eine Gleichung, 
welche den Ort des Berührungspunfteg, d. i. die einhüllende Eurve aus⸗ 
drückt. Als Löfung unferer Aufgabe haben wir demnach folgende Regel. 
Man bifferentiire Die gegebene Gleichung der eingehuͤllten Curve F(x,y,J)=0 
nur nach c, feße das Nefultat glei Null, und eliminire c zwiſchen der fo 
gebildeten und der gegebenen Gleichung; die Sinalgleichung ift alsdann bie 
Gleichung der einhüllenden Eurve. 


Wenn die Gleichung der eingehüllten Curve mehrere willkuͤrliche Cons 
flanten enthält, wenn zugleich aber fo viele Gleichungen zwiſchen biefen Cons 
fianten gegeben find, daß fie dadurch alle big auf eine beflimme werben, fo 
erleidet das DBerfahren zur Auffuchung der einhüllenden Curve Feine weſent⸗ 
liche Aendberung. Denn wenn bie Gleichung ber eingehülten Curve n Con⸗ 
flanten, Cy5 Car -.-C,, enthält, zwiſchen welchen (n — 1) Gleichungen geges 
ben find, fo kann man, vermittelft ber Ießtern, (n — 1) Eonftanten aus je 
ner Gleichung wegſchaffen, und fobann nach der angegebenen Art verfahren; 
oder man kann bie Sleichung ber Eurve und die gegebenen (n— 1) andern 
Gleichungen in Beziehung auf c,, Ca, --.c, differentiiren, indem man (n—1) 
diefer Größen als Bunctionen der nten anfieht, wodurch man nm Differens 
tialgleichungen ‚erhält; eliminirt man fobann zwiſchen allen Gleichungen, bes 

dc 
ren Anzahl = 2, die (2n— 1) Größen c,, ne ge 


ſo iſt die Finalgleichung die Gleichung der einhuͤllenden Curve. 


Ueber die obige Aufloͤſung der Aufgabe iſt noch Folgendes zu bemerken. 
28 * 
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Aus den beiden Gleichungen 
Fendt unbd (2) — 0 


kann man fowohl x’ als y’ eliminiren, und dadurch ſowohl eine Gleichung 
zwiſchen y’ und c als zwiſchen x’ und c erhalten, fo daß man c fowohl 
durch x’ als durch y’ ausdrücen kann. In ben Fällen, in toelchen das x’ 
und bag y’ aus biefen Ausdrücken von felbft fortfallen, ift c offenbar feine 
Sunction biefer Größen, daher ift dann auch umgekehrt weder y’ noch X 
eine Function von c, was der Vorausfegung einer einhüllenden Curve toi. 
derfpricht. In diefen Faͤllen ift demnach bie durch Elimination von c ſich 
ergebende Gleichung nicht diejenige einer einhüllenden Eurve. Iſt 5. B. 
(„”?r?— a”)(y? —2cy)-+ cz? — a”) = 0 
bie gegebene Gleichung ber Eurven, in welcher c die millfürliche Eonftante 
bebeutet, fo erhalten wir durch Differentiation nach) c 
(PH DdyHelR—a) = 0. 
Eliminiren wir c zwiſchen beiden Gleichungen, fo Fommt ‘ 
Y(P’rr—a)=0; 
und dieſe Gleichung, welche die Abfciffenachfe und einen Kreis ausdruͤckt, 
obwohl fie nach der angegebenen Regel gebildet worden, ift dennoch nicht 
diejenige von einhüllenden Eurven. Denn eliminirt man x, fo geht y von 
felbft fort, und man erhält ce = 0, fo daß alfo c feine Sunction von x 
oder y, fonbern unveränderlich iſt. Inzwiſchen berühren alle burch die erfte 
Gleichung ausgedruͤckten Eurben den durch die Sleichung y’--x?— a’ = 0 
ausgebrückten Kreis, aber immer in denfelben beiden Punkten der Abfciffenachfe, 


deren Abfeifien 4a und — a find, wovon man fich leicht überzeugen wird. 


Wenn c fi) als feine Sunction von x oder y barftellt, fo druͤckt bie 
durch Elimination von c refultirende Gleichung, welche nun feiner einhuͤllen⸗ 
den Eurve angehört, nur eine beftimmte Curve unter ben gegebenen Eurs 
ven ber Reihe aus, und eben dieſe Gleichung kann alsdann aus ber geges 
benen dadurch hervorgebracht werden, daß man dem c denjenigen conflanten 
Werth beilegt, ber fich für diefe Größe nach der angegebenen Weiſe finden 
würde. So 5. DB. erhält man bie Gleihung y’(y?--x?— a?) = 0 aus 
der zuerſt angeführten, wenn man darin c = 0 feßt. 

"Man muß aber nicht umgekehrt fchließen, nämlich daß, mern man aus 
einer gegebenen Gleichung F(x,y,c) = 0, nad) dem angegebenen Verfah⸗ 
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ren durch Elimination von c, eine Gleichung f(x , y) = 0 erhalten hat, $. 94. 
welche leßtere aus ber gegebenen auch baburch hervorgebracht werden Fann, 
Daß man dem c einen beftimmeten conftanten Werth beilegt, diefe Gleichung 
i(x,y) = 0 eine einhüllende Eurve der gegebenen nicht ausdrücken fünne; 
und wir glauben dies ausdrücklich bemerken zu müffen, weil die Art, wie 
fi) Lagrange hierüber Außert, zu einem folchen Schluffe veranlaffen 
fönnte *). Denn es tft möglich, daß die Gleichung f(x ,y) = 0 aus der 
Gleichung Flix,y,c) = 0 entfteht ſowohl dadurch, daß man für c jenen 
beftimmten conftanten Werth feßt ald dadurch, daß man flatt des c eine be 
fimmte Function von x und y ſubſtituirt. Iſt z. B. 
2a?y = dy?+-x?) — 2c’ı-+c’ 
die gegebene Gleichung, fo ergiebt fi) für ce — 0 
‚=, 

und man wuͤrde fehr irren, wenn man diefe Gleichung nicht als diejenige 
einer einhuͤllenden Curve wollte gelten laſſen; denn ſetzt man c — x, fo 
erhaͤlt man ebenfalls y = 0; und in der That drückt die erſtgenannte Glei⸗ 
chung eine Reihe von Kreifen aus, welche bie Abfeiffenachfe in immer an- 
deren und anderen Punkten berühren. 

Aus dem bis jegt Gefagten ergiebt ſich, daß wir ber in der obigen 
Loͤſung angegebenen Regel folgenden Zufag beifügen müffen. Nachdem man 
durch Elimination von c zwiſchen den Gleichungen F(x,y,c) = 0 und 


(2) = 0 die Gleichung f(x,y) = 0 erhalten hat, unterfuche 


man, ob, in Folge diefer Gleichungen, c eine Sunction von x oder y ſey 
oder nicht, und verwerfe in dem letztern Falle die gefundene Gleichung ale 
feine Grenz⸗Curve ausdrückend. 

Eine zweite Bemerkung, die wir nicht übergehn dürfen, ergiebt ſich ang 
folgender Betrachtung. Es fey aus Flx,y,c)=0 bie Gleichung f(x,y) =0 
der einhüllenden Curve gefunden worden. Hätten wir jene Gleichung nad) 
c aufgelöft, und ihr dadurch die Form Y(x, y)+c = 0 gegeben, fo 
würde der aus ihr erhaltene Differentialcoefficient nach c, da gy(x,y) fein 
c enthält, gleich 1 fich ergeben haben, welcher nicht gleich Null gefeßt wer⸗ 
ben fann. Die angegebene Regel würde alfo auf die Gleichung Fayp)te 
—0 angewendet zu feinem Refultate geführte haben, obsleich eine Grenz⸗ 


*) Legons sur le calcul des fonctions, nouv. edit. (1806) p. 181. 
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5. 94 curve wohl exiſtirt. Man muß nicht glauben, daß die Regel bloß in dem 
Falle kein Nefultat giebt, wenn die gegebene Gleichung nach c aufgelöft if, 
oder, mit andern Worten, wenn c fid) nur in einem Sliede und von x und 


y abgefondert befindet; es kann dies auch in andern Faͤllen Statt finden. 
Wäre z. B. die Gleichung der gegebenen Eurven 


ey—el”” —= 0 N 
two e die Bafis der natürlichen Logarithmen bezeichnen foll, fo wuͤrde ber 
Differentialcoefficient nach c gleich) Null gefegt, 
y=0 
geben. Zwiſchen biefer Gleichung und der gegebenen ift nun c nicht mehr 
zu eliminiren, und wenn ſich nad) der mehrermähnten Regel eine einhüllende 
Eurve hier ergeben follte, fo müßte y = 0 felbft die Gleichung dieſer Curve 
feyn. Entwickeln wir aber c aus ber erften Gleichung, fo kommt 
— 
e 


J 
ein Ausdruck, dr fr y=0,c=m giebt. Da nun c bier feine 
Sunction von x und y ift, fo ift auch y == 0 nicht die Gleichung der ein 
büllenden Curve, und alfo eine folche durch bie Anwendung unferer Regel 
bis jege nicht gefunden, obgleich fie wirklich erifir. Denn bringen wie bie 
gegebene Gleichung auf bie Form logcy = Vx—a ober 
(log ey)’ —(x—a) =0, 
fo giebt die Differentiation nach c 


gy _ 9 
c — ! 


c= 





! 


woraus ey =1,alpe= *. und durch Elimination von c 
x—a 0 
als Gleichung der Grenz⸗Curve folgt. 


Die angegebene Kegel führt alfo in befondern Fällen nicht zu ber Glei⸗ 
chung ber Grenscurve, f dies rührt daher, daß in der Gleichung 


(57) ar (z ar 1) = ® 


ber Ausdruck (FE (D) in folchen Fallen einen Nenner Hat, welcher, 
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v | 
eben für bie Berührungspunfte einer jeden Curve ber Reihe mit der Grenz⸗ 6. 94. 
eurve, gleich Null wird. Bezeichnen wir demnach jenen Ausdruck durch 
AI +B 
kr 
N, wo A, B und N. im Allgemeinen Sunctionn von x und y 


find, fo ift jene Gleichung, nach Fortfhaffung des Nenners, 
dy 
{ Sın\Eın)=0; 


und diefer Gleichung wird, ba Aa !+B= = 0 ift, nicht nur durch (2) = =0, 


fondern au durch N = 0 * geleiſtet. Wir muͤſſen daher, um kei⸗ 
nen beſondern Fall zu uͤbergehn, der gefundenen Regel noch folgenden zwei⸗ 
ten Zuſatz beifuͤgen. Man ſetze in der unmittelbaren Differentialgleichung 
der gegebenen den Nenner dieſer abgeleiteten Gleichung, wenn ein ſolcher 
vorhanden iſt, gleich Null; enthaͤlt die auf dieſe Weiſe gebildete Gleichung 
das c nicht, fo kann fie die Gleichung einer Grenzcurve ſeyn. Ob fie es 
ift, muß dadurch geprüft werden, daß man erſtlich x ober y zwiſchen ihr 
und der gegebenen Gleichung eliminirt, und dadurch entfcheibet, ob c als 
eine Sunction von y oder x ſich darftellt; und daß man ziveitend unter 
fucht, ob die gefundene Eurve von ber gegebenen wirklich berührt wird, 
d. i. 0b die aus ber gegebenen Gleichung durch Differentiation und Elimis 
nation von c fich ergebende Differentialgleichung mit ber Differentialgleichung 
der gefundenen Curve übereinftimmt. 


Iſt z. B. y—e”" "= 0, wie oben, bie gegebene Gleichung ber 
eingehuͤllten Eurven, fo erhalten wir durch Differentiation 
e/x-* 
dx 5 
und ſetzen wir den Nenner gleich Null, fo erhalten wir —a — 0. Eli⸗ 
miniren wir zur Prüfung erſtlich x, fo ergiebt ſich ey —1 — O, alſo 








= - , und fomit c als eine Function von y. Eliminiren wir zweitens 

e zwifchen der gegebenen Gleichung und ihrer Differentialgleichung, fo fommt 
dı _ Yx—a 
dy y 


eine Sleihung, welche, für x—a— 0, 5 


! 


= 0 giebt, und biefer Werth 





5. 9. 


Sig. 66. 
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ſtimmt mit demjenigen überein, welchen die Gleichung x—a = 0 durch Dif: 
ferentiation für er unmittelbar giebt. Es ift alo x—a=0 die Gleichung 
einer einhüllenden Linie, was wir übrigens fchon oben gefunden hatten *). 


$%. 95. 

Aufgabe [154]. Auf einer gegebenen Beraden find zwei fefte 
Punfte B, B' beliebig angenommen. Eine gerade Kinie GG’ bewegt 
fich fo, daß das Product der in B u. B’ errichteten Ordinaten BD u. 
B'D', die einer gegebenen Richtung parallel find, einer ebenfalls gegebes 
nen Größe b? gleich fey. Es foll die Eurve gefunden werden, welche 
von den Geraden GG’ berührt wird. 


Wir nehmen die Gerate BB’ zur Abfciffenachfe und bie durch ben 
KHalbirungspunft A der Entfernung BB’ gehende, der gegebenen Richtung 
parallele, Gerade YY' zur Ordinatenachfe. Sft nun AB= AB a und 
bezeichnen wir die Gleichung der Geraden GG durd) 

y=cıtG|} (1) 
pi, rx=a, y=co+oa, um fuͤrx —a, y= g—0a. 
Demnach, in Solge der Aufgabe, 


goal =, (2) 
und, wenn wir nun aus der erſten Gleichung c, fortfchaffen, 
y= aıtV/b’-+a’c? (3) 


Differentüren wir diefe Gleichung nur nach c, und fegen ben Differential: 


‚ coefficienten gleich Null (vor. $.), fo komme 


aꝰc. 


1—— 0 
— 


.(4) 


“*) "Auf die, durch unfern zweiten Zufag gehobene, Unvollſtändigkeit der oben ans 
gegebenen Regel hat Hr. Ohm in feinem Verſuch eines volltommen confequenten So⸗ 
ſtems 20. zuerſt mit mehr Beſtimmtheit aufmerkfam gemacht, als dies früher gefcheben 


war, und die zweite Megel vorgefchrieben, daß man auch (5) = ſetzen fol. Es ik 
hierbei zu bemerken, daß man ebenfalls (£) = 1 fegen müfle. In dem, im Terte au⸗ 


geführten, Beifpiele if (5) = c, und c = } giebt Feine einhüllende Eurve. Dages 


Ya 
sen if (&) = rear und alfo für (#) =}, wie dben, x-—a=0. 
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und, wenn wir c, swifchen (3) und (4) eliminiren, 
ady?--b?x? — a’b?,, | (5) 

als Gleichung der gefuchten Eurve, welche alfo eine Ellipſe oder Hyperbel 
ift, je nachdem b? eine pofitive ober negative Größe bedeutet, d. i. je nach⸗ 
dem bie Gerade GG’ in ben Punkten B und B’ der Abfeiffenachfe Ordina⸗ 
ten von gleichen oder von entgegengefeßten Zeichen bat. 

Gtatt c, vor ber Differentiation zwiſchen (1) und (2) zu eliminiren, 
hätten wir auch biefe beiden Gleichungen fogleich nach c, differentiiren koͤn⸗ 
nen. Dies würde ung 


dc, dc, 2 — 
+, = 0 und Gg, am 0,. 
dc, 
und durch Elimination von Fr, 
Gxi+ca? = 0 (6) 


gegeben haben. Beftimmen toir nun aus (1) und (6) die Größen c, und 
5, und fegen ihre Werthe in (2), fo ergiebt fich, wie vorher, bie Gleis 
dung (5). 


Aufgabe [155]. Es iff ein Winkel BAB’, und auf den Schenfeln 
deffelben find zwei Punfte B, B’ gegeben. Eine Gerade GG’ bewegt 
fib fo, daß fie von jenen Schenkeln die Städe AD, AD’ abfchneider, 
deren Product AD.AD’ = BD.B'D’ if. Es foll die Eurve gefunden 
werden, weldye von der Geraden GG’ berührt wird. 


Mir ziehen BB’, und durch den Halbirungspunft C berielben die Se 
rabe AX, die wir zur Abfeiffenachfe, ferner burch A ber BB’ die YY' pas 
rallel, die wir sur Ordinatenachſe annehmen. Bezeichnen mir nod) der 
Kürze wegen, AB, AB’ durch m, m’ und AD, AD’ durch n, n’, ferner 
AC durch 2a und BB’ durch 2b; fo haben wir, in Solge der Aufgabe, 
an’ = (m—n)(m’—n’) oder 

mm—nm—nm =0. (7) 
Sind nun «, A und a’, A’ die Coorbinaten ber Punfte D und D’, fo ift 
die Gleichung der Geraden GG 


ey Mr—ap+tef' = 0. (8) 
Mir haben aber, weil D und D’ auf ben Geraden AB und AB’ liegen, 
, b, , m , 
Per ; 4 = 0 R n= 5 = 20 


6. 9. 


Sig. 67. 


$. 95. 


Sig. 67. 
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und diefe Ausdrücke, in (7) und (8) fubflituirt, geben 
are —2ı =0, 
2a(@ —a)y+b(a — =0, 
woraus durch Elimination von a’ 


2ala—a)yH+abı—b(2aa— ae) =0. (9) 
Differentiiren wir dieſe Gleichung ber Geraden GG’ nad) «, fo kommt 
| ayt+ba—be=0, (10) 
und, wenn wir « swifchen (9) u. (10) eliminiren, 
ayꝰ — bPꝛ(x — a), | (11) 


als Gleichung der gefuchten Curve, welche alfo eine Parabel if. 
Da, für y=0,x= a if, fo geht biefe Parabel durch ben — 


rungspunkt von AC; da ferner, für x—= 22, y==b ud 7 — 


3 
* _ > iſt, ſo gebt diefe Curve auch durch die Punkte B, B' unb 


wird bafelbft von den Schenkeln bes gegebenen Winkels berührt. 
Wir kommen bei einer andern. Wahl ber Coorbinatenachfen zu einer 
andern Form ber Gleichung ber gefuchten Eurve, bie gefannt zu werben vers 


dient. Nehmen wir nämlich die Schenkel des gegebenen Winkels zu Coor⸗ 
bdinatenachfen, fo haben wir, wie vorher, 


mm = mn+mn, (7) 
und für die Gleichung ber Geraden GG’ ($. 4. ©. 14.) 
I ı XL — 
+ „= l. (12) 
Durch Differentiation erhalten wir aus biefen Gleichungen 
du’ _ Yy,x de _ 
mm —=0 un mt Zn —0 
und, durch Elimination von * 
miy}_ _ mist . 
=. (13) 








Segen wir bie reciprofen Werthe von 1 und 3, welche ſich aus (12) 
u. (13) ergeben, für n und n’ in bie Gleichung (7), fo kommt 
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miyi mix — mimi . (1) 6 


Diefe Gleichung der Parabel, ber man auch) bie Form 


i x V _ ' 
+) = (19) 
geben kann, läßt fich durch Transformation aus der Gleichung (11) ablei⸗ 


ten. Denn wir haben, wenn wir unter @, ß, 7 die Winkel, die in 8. 3. 

genannt aan Serben 

ein(@—f) 2a sinla—7) 2a, sin 2 b,sny b 
sinao m’ sine " m’sina  m’sna m 


und daher flatt der Transformationsformeln ($. 3. F. 3.) die folgenden: 


= ya) ; ya). 


Die Subſtitution in (11) giebt, nach der Divifion burch ab?, und wenn 


wir die Accente mweglaffen, 
(m'y — mx)? — mm’(2m'y-+-2mx — mm’) =0, 


eine Gleichung, mit welcher die Gleichung am wenn fie rational gemacht 
wird, übereinftinmt. 


Aufgabe [156]. (Eine &erade bewegt ſich fo, daß fie mit zwei 
in Lage gegebenen ſich fchneidenden Beraden Dreiede bildet, deren 
Stächeninbalt eine gegebene Bröße q? bat. Es foll die Curve gefunden 
werden, welche von jener Geraden berührt wird. 


Wir nehmen die gegebenen Geraben zu Coorbinatenachfen und begeich 
nen den von ihnen eingefehloffenen Winkel durch «. Sind nun a und b 
die beiden Stücke, welche auf biefen Geraden von ber Proaliben Linie abs 
beſchnitten werden, fo iſt die Gleichung der letztern ($. 4. ©. 13) 


ay+-bx = ab. 


Wir haben jegt, in Folge der Aufgabe, tabsina = q?, alſo b = 
und demnach 





asina — 





a’sina y-+-2q’x == 2g?a . (16) 
Durch Differentiation nach a erhalten wir 
asinay = qQ’, : (17) 
und durch Eltinination von a zwifchen (16) und (17) 
y-nı (18) 


2sina 


— 


PIE — — — 


J 
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6.95. ale Gleichung der gefuchten Curve, welche alfo eine Hyperbel ift, deren 
Afpmptoten bie gegebenen Geraden find. (Man vergl. $. 33. Auſg. 53.) 


Aufgabe [157]. Eine gerade Kinie von gegebener Länge k bes 
wegt ſich fo, Daß ihre Endpunkte auf zwei in Kage gegebenen fidy 
rechtwinklig fehneidenden Beraden liegen. Wien foll die Eurve finden, 
welche von jener Kinie berührt wird. 


Wir nehmen die beiden feften Geraben zu Coordinatenachſen, und nen⸗ 
nen bie Stuͤcke derſelben, welche die bewegliche Linie abſchneidet a und b. 
Dann ift die Gleichung der legtern ($. 4. ©. 14) 


II — 
pr,” 1, J 
und zwiſchen den Conſtanten a, b haben wir die Gleichung 
aꝰ b? — k? N) 
Die Differentiation nach a giebt 
yd,x_ bo —_ 
gta 0 unb b,.ra —0, 
woraus, durch Elimination von > j = = = oder ya® = xb" folgt. 


Aus diefer Testen Gleichung und aus ber zuerft aufgeftellten ergiebt fich 
a = xi(y? Hut) und b = yl(y!+xt), welche Ausdruͤcke, in bie Glei⸗ 
dung @-+b? = k*? fubflituirt, 

ya (19) 
geben. Wenn wir biefe Gleichung der gefuchten Eurve rational machen, fo 
erhalten wir 
| vr — 4270? = 0. 

Segen wir r für k, fo ſtimmt diefe Gleichung mit der im $. 67. ges 
fundenen Sleihung (&. 9) derjenigen Hypocycloide überein, in welcher des 
rollenden Kreifed Radius dem vierten Theile vom Radius dei feften gleich 
if. Die gefuchte Curve ift demnach eine ſolche Hypocycloide. 

Uebrigens ift leicht einzufehen, daß unfere Eurve (19) mit der Evolute 
der Ellipſe ($. 88. G. 2) in ber Verwandtſchaft der. Affinität ſteht. 


96. . 
Aufgsbe [158]. Der Mittelpunkt eines Kreifes von gegebenem 
Radius bewegt fidy auf einer gegebenen Eurve. Es fol die einhuͤllende 
Eurve des Rreifes gefunden werden. 
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Es ſey F(x,y) = 0 bie Sleichung ber gegebenen Eurve in rechtwink⸗ 5. 96. 
ligen Eoorbinaten und c der gegebene Radius bes Kreifed. Bezeichnen wir 
bie, auf daffelbe Eoorbinatenfpfiem bezogenen, laufenden Eoorbinaten des 
Kreifes durch x, y’, fo ift feine Gleichung 
Wr —) = cd, (1) 
in welcher x und y als zwei mwillfürliche Conſtanten anzufehen find, bie 
durch die Gleichung F(x,y) = 0 von einander abhängen. Differentiiren 
wir die Gleichung (1) nad) x, fo fommt 


V-YI+rk-y=0, (2) 


Eliminiren wir ſodann zwiſchen ben Gleichungen F(x,y) = 0, und (1) 
u. (2), die willkuͤrlichen Conſtanten x und y, fo erhalten wir eine Glei⸗ 
hung in x’ und y’, welche bie ber einhüllenden Eurve ift. 

Da aber die Sleichungen (1) und (2) mit den Gleichungen (1) und 
(2) der 149ften Aufgabe ($. 92.) ubereinftimmen, fo folgt, daß die ein: 
huͤllende Eurve eine ber gegebenen in der Entfernung c parallele Eurve iſt. 


Aufgabe [159]. Kin reis von veränderlichem Radius bewegt 
ſich fo, daß fein Mittelpunft eine gegebene Eurve befchreibt, feine Pes 
ripberie aber fortwährend durch einen und denfelben gegebenen Punkt 
gebt. Ks foll die einbällende Eurve des Kreiſes gefunden werden. 


Wir nehmen den gegebenen Punkt zum Anfangepunfte rechtreinfliger 
Coordinaten. Es ſeyen a, A bie Coordinaten des Mittelpunfted und x, y 
die Laufenden Coordinaten des Kreifed. Die Gleichung biefed Kreiſes ift 
alsdann | 

P?+-r—2fy —2ıx =0. (3) 
Da nun die Eonftanten @, A, in Zolge ber gegebenen Gleichung der Eurve 
der Mittelpunfte, Fl, A) = 0, von einander abhängen, fo differentiiren 
wir die Gleichung (3), indem wir 4 als eine Sunckion von « betrachten, 
wodurch fich 
y+r =0 ...& 


ergiebt; und eliminiren wir zwiſchen den Gleichungen F(a,f) = 0 und 
(3) u. (4) die Größen & und 4, fo ergiebt fich eine Gleichung zwiſchen 
x und y, toelche biejenige ber einhuͤllenden Eurve ift. 


Für einen beflimmten Werth von « und von A, twelche ber Gleichung 
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89%. F(ce, 5) = 0 genügen, druͤckt die Gleichung (3) einen individuellen Kreis 
aus, beffen Mittelpunft in demjenigen Punfte ber gegebenen Eurve liegt, dem 
biefe Coorbinaten zugehdren; bie Gleichung (4) aber drückt eine Gerade aug, 
twelche durch den gegebenen Anfangspunkt ber Eoordinaten geht und ber 
Normale jenes Punktes A der Curve parallel if. Da nun die Werthe 
von x und y, welche bie Gleichungen (3) und (4) befriedigen, bie Coor⸗ 
dinaten besjenigen Punktes find, in welchem ber Kreis von ber einhuͤllenden 
Eurve berührt wird, fo folge, daß biefer Berährungspunft mit dem End; 
punfte der Sehne zufammen fällt, welche durch den, auf ben Kreife liegen: 
ben, Anfangspunft geht und bie auf der Tangente der Curve im Mittels 
punfte des Kreifes fenfrecht ifl. Da ferner jene Sehne von biefer Tangente 
balbirt wird, fo find die, vom Anfangspunfte auf die Tangenten der geges 
benen Eurve herabgelaffenen, Perpendikel halb fo lang als bie Leitſtrahlen 
der bie Kreife einhüllenden Curve, woraus denn folgt, daß bie Curve ber 
Fußpunkte ber Perpenbifel.und biefe einhüllende Eurve aͤhnlich und aͤhnlich⸗ 
liegend find. 

Zu demfelben Refultate gelangen wir burch Rechnung auf folgende Weife. 
Die Gleichung der Tangente an ber Eurve F(c, f) = 0 im Punfte 
aß ik 
AP, 
y—-pf)= Ft?) ! 


wo x und y’ die laufenden Eoorbinaten bezeichnen; die Gleichung des durch 
den Anfangspunft gehenden Perpendikels aber 


yrr =0. 


Aus diefen beiden Gleichungen erhalten wir m ben Sußpunft bed Perpen⸗ 
dikels bie Coordinaten 





—— = Pc d8 FR 
y = ar ; x = ge ’ 
1455 145 


Die Gleichungen (3) und (4) aber geben fuͤr den Beruͤhrungspunkt der 
einhuͤllenden Curve und des Kreiſes 


_ „90 _ „4 
y= 20 x _ ei . (6) 
146 | 1-+-— 


— 41 — 


Mir haben ao y = 2y, x % woraus fi) unmittelbar ergiebt $. se. 


($. 17. &. 2), daß bie Eurve ber Fußpunkte der Perpenbifel und bie ein- 
huͤllende Eurve der Kreife ähnlich find, ähnlich-Tiegen und ben Anfangspunft 
der Coordinaten zum Aehnlichkeitspunkt haben. 

Trangformiren wir bie Gleichungen (6) in Polarcoorbinaten, indem 
wir, wie in $.83., y = usint, x = ucost, P=deiny æ == Öcosy 
feßen, fo ergiebt ſich 





| dö 
93° Ötangy— 7, 

um — — 3 tangt = — (7) 
tr | a,te"87 +9 


Beifpiel J. Es fen bie gegebene Eurve ber Mittelpunfte eine Ellipſe 
deren Achien 2a und 2b find. 

Wir nehmen den gegebenen Punft zum Anfangspunfte und zwei ben 
Achfen parallele Gerade zu Eoorbinatenachfen. Alsdann ift die Gleichung 
der Ellipfe 


28h bag)? = arh? , 06) 
wo g und h bie Eoorbinaten ihres Mittelpunftes bedeuten. Aus dieſer 
Gleichung erhalten wir X h +-bNa—g) — 0, und durch Elimi; 


nation von z zwiſchen dieſer Differentialgleichung und der Gleichung (4) 


ad —h)x = b’(a—g)y . | (9) 
Die beiden Gleichungen (3) u. (9) geben 
Ph b’y(y?-+x? — 2hy— 2er) 
— — 2(b?y? + a?x?) ' 
adx(y?-+-x?— 2hy — 2gx) 
2(b?y? + a?x?) ! 
und wenn wir biefe Ausdrücke in (8) fubftituiren, fo kommt | | 
gr? — 2hy— 20” = 4(b’y’-Fa’r?), (10) 
als Bleichung ber gefuchten Curve, die alfo eine Linie vierten Grades ift. 
Iſt ber gegebene Punkt ein Brennpunft der Ellipfe, fo find die Coor⸗ 
binaten ihres Mittelpunftes h= 0 und g = Va’—b?. Die Gleichung 
(10), weiche bann in ("?-+-x?—2Va?—b?.z2)? —= 4(b’y?-+arx?) über 


«— — 
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6.96. seht, läßt ſich wie folgt 
VH-RÄiy Hr — 4a? —b.,x— 4b} = 0 

zerlegen. Der erfte Factor biefer Gleichung drückt ben Anfangspunkt ber 
Eoorbinaten oder ben Brennpunkt der Ellipſe, der zweite Factor drückt einen 

Kreis aus, deffen Gleichung, wenn man x-+-2Va —b? für x fegt, in 
OO y+2 = 4a (11) 
übergeht. Der Mittelpunft dieſes Kreifes liegt demnach in dem zweiten 
Brennpunkte der Ellipſe und fein Radius ift ihrer größern Achfe 2a gleich. 


1. Es fey die gegebene Eurve eine Iogarithmifche Spirale und ber 
gegebene Punkt der Pol dieſer Curve. 





FA 
Aus der Gleichung der Iogarithmifchen Spirale d = re" ($. 68. 
7 |  ) 


G. 5) erhalten toir er =." 2; Die Sormeln (7) geben num 
1 
md tangy — — 
‚u langt = 





— > = 
Vm®’+l1 —tangy +1 


. 1 _ langy—tangu 
und wenn wir tang u für die Eonftante = feßen, tang t = — ' 
alfo t = y—u. Hieraus erhalten wir 
VYi-Fm? 


5m «U, 





y=t+rı ; 6= 


—8 


und dieſe Werthe in die Gleichung oͤ — re gefeßt, geben 
ttp 

Mm 0. ‚ oder u Brcosn.e te) tage 

Yi-Fm? 


ale Gleichung ber gefuchten Curve, bie alfo wieder eine logarithmifche Spis 
rale iſt. Diefe ift der gegebenen gleich, nur bat fie eine andere Lage. 


um 


$. 97. 
Aufgabe [160]. Die einbällende Curve der logarithmifchen Kinie 
zu 
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za finden, deren Bleichung y = me" ift, wenn m als die willlärliche $- 97. 


Eonftante betrachtet wird. 
Aus der Gleichung y = me” ergiebt ſich, durch Differentiation nach 
m, unmittelbar 
m Ex_ al, xı\_ 
Der Factor e" giebt Feine einhuͤllende Curve; der zweite Factor aber giebt 


m = x, und, dieſer Werth in die Gleichung y = me” ſubſtituirt, 
ym=ex (1) 

als Gleichung der einbillenben Curve. Diefe ift alfo eine Gerade, welche 

durch den Anfangspunft der Eoorbinaten geht und mit ber, allen eingehuͤll⸗ 


ten Eurven gemeinfchaftlichen, Afymptote einen Winfel u bildet, fo daß 


iangı =e= 2,7182818.. .. und demnach fehr nahe u = 69° 48’ 9”. 


Aufgabe [161]. Es foll die einbällende Eurve der Kettenlinie ge: 

funden werden, indem m in der Bleichung 
y=imfe"+e "} 

als willfärliche Conſtante betrachtet wird. 

Differentliren wir die Gleichung der eingehülten Curve nach m, fo 
fommt 

= fe" re "— z(en - 29}. 

Um m zwiſchen dieſer Seidung und ber gegebenen zu eliminiren, feßen wir 
in die legtere —- 27 für e" re ”, wodurch fie fich in 


2y—ı(ce"—e ")—0 
verwandelt. Diefer Gleichung geben wir, durch Multiplication mit — 
die Form 
29 


— — — — — 





woraus fich 
= 31.23, _ 7.3 
ee = PARMA 3 +r und e -__y./r+r +r ; 
x x x x 


und demnach eo” + eo ”) 2* — ergiebt. Da nun aber 


Hder+e ”) — I 
m 





if, fo haben wir I = +/+F alſo m ⸗ — und die 
fer Ausdrud, in die Gleichung der eingehüllten Eurve fubftituirt, giebt 
‚Vrr „VRR 
y= u —⸗ I +e 7 } (2) 
23Yy’ +7? 


ald Gleichung der gefuchten Curve. Aber diefe Gleichung kann nur eine 
ober mehrere gerade Linien ausdruͤcken, bie durch ben Anfangspunft der 
Eocrbinaten geben; denn feßt man y — nx, fo vertwanbelt fie fich in 
‚Ye+1 +1 D+1 
_.. 1 [e 7 } 
a m — — + € N) 

2/n’+1 
welche Gleichung x nicht enthält und für n eine Anzahl Werthe giebt, Die, 
wenn fie reell find, die trigonometrifchen Tangenten der Winkel angeben, 
unter welchen bie in Rebe ſtehenden Geraden die Abſciſſenachſe ſchneiden. 
Um diefe Winkel auf eine bequeme Art zu finden, fegen wir y — usint, 
x = ucost. Dadurch erhalten wir aus (2) 

* I * — 

1= #leotje "re "ir, 





sınt 

und burch Multiplication mit +2°——— 5 
1 1 

im _ 2 Fi 
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Loͤſen wir biefe Gleichung auf, fo fommt 8. 97. 
f | 
ine _ [ee 
— * cost 


oder 
e sint — „1 int 
cost 


Wir fegen nun t = —, und erhalten dadurch 


*I _ —. 1#c0s% 
sind 


e a 0 Gib 


. FRE . . sind’ 
Nehmen wir auf beiden Seiten die Logarithmen, fo fommt, ba 5 5* 


sind 
tang und = Isar cotang;d | 


33 —=0 ode cos log (Hcotang 19 EI=O, 

wo log ben natürlichen Logarithmus bedeute. Gehen wir zu den gemeinen 

Logarithmen über, und feßen wieder In—t für 9, fo haben wir 
2,302585 sint.log vulg( = tang[ 8’ EI —=O, 

ober 2,302585 sint.log vulg(-cotang[ 5’ — UELI —A . 

Diefe beiden Gleichungen laffen nur zwei reelle Werthe für t zu, die fehr 

nahe gleich 56° 27'57" und 123° 32'3” find. Die beiden Geraden, welche 

als die einhülfende Eurve angefehen werden müflen, gehen alfo durch den 

Anfangspunft bee Eoordinaten und bilden mit einander einen Winkel von 

beinahe 67° 4 6". 


. 98. 

Zufolge der Erklärung in $. 42. ift der Ort B der Pole aller Tangen: 
ten einer Eurve A bie reciprofe Curve der Ießtern. Eine bloß geometrifche 
Betrachtung hat bafelbft gezeigt, daß, mern die Curve B der Ort ber Pole 
aller Tangenten der Curve A tft, auch umgekehrt die Eurve A. der Ort der 
Pole aller Tangenten der Eurve B fen; oder, mit andern Worten, daß der 
Drt der Pole aller Tangenten der Curve A von den Polaren aller Punfte 
dieſer Curve berührt werde. Wir fönnen dieſe Beziehung zweier reciprofen 
Eurven durch Rechnung allgemein ermweifen, und zwar auf folgende Art. 


Es fen, unter der Vorausfeßung, daß x, y und t, u rechtwinklige oder 
29 * 
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$. 98. ſchiefwinklige Coordinaten bebeuten, > 
(ay+bx+-Jur(ay+biHe)t+a'y+b’x +1 = 0 (1) 
die Gleichung, welche die Verwandtſchaft der Neciprocität zweier Syſteme 
ausdruͤckt ($. 19. ©. 1), oder, was baffelbe fagt, die Gleichung der Polar: 
linie eines Punktes xy. Mir feßen zur Abfürgung 
ay+bs+#=M ; ay+bı-‘=M ; ay+b'+1=M", 
fo daß jene Braun durch 
Mu-+-M't-+-M" = 0 (2) 
Dargeftelle wird. Iſt nun F(t,u) = 0 die gegebene Gleichung einer Curve 
A, fo werben wir 
1) den Drt B des Pols der Tangente der Curve A baburch auffinden, 


baf wir bie Gleichung der * Tangente diefer Eurve in einem Punkte tu’ ders 
felben, nämlich 


- du‘. un 
u—u hen, ober u= (Stu) 
mit der Gleichung der Polarlinie des Punktes xy, nämlich mit. 
’ , SL M M 
j Mu-+-Mt+M =0, ode u= -1m' Wu 
identificiren, woraus ſich 
M du’ M” _ du 


. ergiebt; und daß mir zwiſchen diefen Gleichungen (3) .und (4) und ber 
Sleihung Fi! ,w) = 0 bie Größen t und w eliminirn. Die $inalglei- 
hung in x und y ift aledann die Gleichung des Ortes B. Statt einer 
der Gleichungen (3) u. (4) fünnen wir aber auch itgend eine Combination 


derſelben in Anwendung bringen. Eliminiren wir alfo 5 iwiſchen ihnen, 


ſo kommt = — nr — u oder Mu --Mt--M"=0 (eine Gleichung, 


die wir unmittelbar aus (2) erhalten, wenn wir die Bedingung ausdrücken, 
‚ daß diefe Polare durch den Punkt tw geht); und mir haben alfo, um bie 


Gleichung der Eure B zu finden, nur €, W wiſchen ben Gleichungen 


' N du’ _ . . I . dF du’ dF\ — 
Mu-Mt 4M—0; Map M=0 ; yα0; ( * —8 =0 (5) 


zu eliminiren. 


— 1593 — 
Wir werden aber 
2) die Curve, welche von den Polarlinien (1) der, auf der Curve F(t,u) 
— 0 liegenden, Punkte berührt wird, als eine einhüllende Eurve dadurch ers 
halten, daß wir die Eoordinaten t,u, welche in ber Gleichung jener Geraden 
vorfommen, als wilfürliche Eonftanten betrachten, die durch die Gleichung 
F(t,u) = 0 von einander abhängig gemacht find; alfo dadurch, daß wir 


t,u, - zwiſchen den Gleichungen 


Mu+M'+M'’=0 ; ME4M = =0 ; Ft,W)=0; rt (Z z)=° (5) 
eliminiren. 

Da nun bie in 1) angegebene Elimination mit der fo eben in 2) ge: 
nannten zu berfelben. Sinalgleichung in x, y führt, fo folgt, daß der Ort 
des Pols der Tangente an der Eurve A mit derjenigen Curve zufammenfällt, 
welche von den Polaren der Punkte auf der Eurve A berührt wird, mag 
gegeigt werben follte. 


Wenn die gegebene Eurve A trangfcendent iſt, fo ift Die reciprofe Curve 


B ebenfalld transfcendent; wenn aber jene Curve A eine Linie nten Grades 
ift, fo kann die reciprofe Curve B hoͤchſtens vom n(n — I) ten Grade feyn. 
Dies folgt daraus, daß die Curve B von einer geraden Linie in eben fo 
vielen Punkten gefchnitten wird, alg von dem Pole diefer Geraden Tangen- 
ten an bie Curve A gesogen werben koͤnnen. Nun ift aber die Anzahl bie: 
fer Tangenten ($. 75.) höchftens glei) n(n—1), und fomit die Anzahl ber 
Durchſchnittspunkte einer Geraden und ber Eurve B höchftens gleich n(n—1). 


Die Seftalt und bie Lage der reciprofen Curve B einer gegebenen Curve 
A ändert fich, wenn die Eonftanten in der Gleichung (1), durch welche die 
Beziehung der Neciprocität ausgedrückt wird, fich ändern. Mit einer und 
derfelben Eurve A. fiehen daher unendlich viele Curven B in der Verwandt: 
fchaft der Neciprocität. Aber alle diefe Eurven B find einander collinear: 
vertvandt, was auß ber zu Enbe des $. 19. gemachten Bemerfung hervor: 
geht, und dieſe Eurven find fomit auch von demfelben Grabe. 


Bei den folgenden Aufgaben wollen wir annehmen, daß die Eonftanten 
1 1 j 
ı=—-— ; b=—— 


r? r? 


ſeyen; daß alſo die Gleichung (1) fich auf 


‚ be ec a — 2 a *0 


$. 98. 
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yu+sıt—r?=0 
rebucire, daß demnach M= y, M=x, M!'= —r ſey, und daß 
x, y fowohl als t, u rechtwinklige Coordinaten bebeuten; ober, was baf 
felbe ift, daß ein Kreis, deſſen Mittelpunft im Anfangspunkte ber Coordina⸗ 
ten liegt, und deſſen Gleichung alfo 

y? x’ r? — Ö x 
ift, zur Directrie der Neciprocität genommen ſey ($. 35.). 

Die Gleichungen (5) find alsdann folgende 


d 
yatst-=0, (6) 3 Jg 4=0, (D) 5; Fd=0 ; (Di) Har)=0; 
und zwifchen den Krümmungsrabien und ben Leitfirahlen beiber Curven fins 
det num eine Relation Statt, die wir jetzt auffuchen wollen. 


Mir bifferentiiren bie Gleichungen (6) u. (7), indem wir, ba jede 
drei von ben Größen t, u, x, y Sunctionen ber vierten find, x als bie 
einzige unabhängige Veraͤnderliche betrachten, und erhalten 


d 
— =0, (8) 
d’u dt dy du — 
Niere} Fri —+1= 0. (9) 
Die Gleichung (8) reducirt fich aber, in Kolge von (7), auf 
TH = =0, (10) 
und differentiiren wir dieſe Gleichung (10), fo fommt 
dy /dudy _ 
+ Ha 0. (1k) 


Mir erhalten nun, durch Elimination von * I zwiſchen (9) und (11), bie 


Gleichung * Ad 
u __ au ay 
I =(1+3 2) (12) 
Da, wenn wir die Krümmungsradien beider Eurven refpective burch og, E’ 
begeichnen ($ 83. F. 9.), 


dy’\3 du?\3 
muy 9 FT Pu 


dx? de 





nn SEE En J 


iſt, ſo haben wir BEN ae 
a _ (142 dꝛu ( * A 
; —7 


wodurch wir die Gleichung (12) in 
dy du” du d 
uy (+ (1+ we) =® (+5 =) 


dt dx 
verwandeln. Setzen wir Die, zufolge ber Gleichungen (7) und (10), 
* = — F und = = — —, fo fommt nach Fortſchaffung der Nenner 


—— = oe(yua+xt)? , 
oder wenn wir, in Folge von (6), x? für yu+-xt — und die Leitſtrah⸗ 
len der Punkte xy und tu, alfo Yy’+r und Vu durch oͤ und o 
bezeichnen, 
er, (13) 


weiches die erwähnte Nelation iſt. 


Wenn die Gleichung der Eurve A. in Polareoorbinaten gegeben iſt, fo 
ift e8, um bie reciprofe Curve B auftufuchen, am bequemften bie Gleichuns 
gen (6) u. (7) ebenfalls in Bolarcoorbinaten auszudrucken. Setzen wir zu 
dem Ende 


x = dcosy , y = dsiny , t = doosy ,u=dsiny, 
dö’ . onen? 
gr c087 
easy — Ss einy 

(7), und nach einer nt Reduction 
öö’cosYy—y) = r?, (14) ; + tung — —-Yy)=0. (1) 


Eliminiren wir 53’ aus (13), wermittelft der Gleichung (14), fo ha- 
ben wir die Relation 


und demnach = , fo erhalten wir aus (6) und 


= orry—r/). (16) 


Aufgabe [162]. Die reciproke Curve einer Parabel höherer Art 
zu finden. 


Es fen die auf rechtwinklige Achſen bezogene Gleichung 
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u+rk=0 . (17) 


diejenige der gegebenen Parabel höherer Art ($. 56.) Dann ift = = 
—nkt"T, und alfo die Gleichung (7) nkyt” = x, woraus 


t= — 


1 ı I 
name a-i 
und fodann, in Solge der Gleichung (17) 


—— 


n—t1 
= 1 
ya . 
Seen wir diefe Ausdruͤcke für t und u in (6), fo fommt, nach einer 
leichten Reduction, 
a—1" „ 
n’kreD" * 


als Gleichung der reciproken Curve, die alſo wieder eine Parabel hoͤherer 
Art und zwar von demſelben Grade als die gegebene iſt. 


Iſt die gegebene Curve bie Neilifche Parabel, welche die Evolute einer 
gemeinen Parabel ($. 88.), und deren 2 sun 





yo (18) 


— 
iſt, ſo haben wrn und k = ——, alſo in Folge von (18), 
3V3p 
pt: 


als Gleichung ber reciprofen Eurve. 


Aufgabe [163]. Die reciprofen Curven derjenigen S.inien zu fin; 
den, deren Gleichungen in rechtwinkligen Eoordinaten unter der Sorm 
4 =k (20) 
b a . 
dargeltelle werden Eönnen. 


ſehen, eine Linie vierten Grades if. 


— 7 — 


"du * — 


und dann, vermittelſt (7), yet — a'su" -; ferner hieraus 
. an ' 1° j j 


Wir erhalten zunächft aus der gegebenen Bteichung — 


— ai 
pin 


und, durch Subftitution dieſes Ausdrucks in (20), 
1 Rn 1 
a,a—Iin—1 
u — — / 


na n 1 n 1 
(B1yai Lara) 
wodurch fich ber Ausdruck (21) in 
ı nn 1 
| —— 


t= 


n 2 1 


(1775 a, ar amı)e 


verwandelt. Diefe beiben Ausdrücke, in (6) ſubſtituirt, geben nach einigen 


Umformungen 
nm __ m 1 2n 
b’!y a=i1, .a-1, — — ala (22) 
als Gleichung der reciprofen Curve. 
Iſt die gegebene Curve die Evolute ber Ellipfe ($. 88. ©. 2), fo ha⸗ 
ben wir, indem wen b= —,a= — ud k=1 fm, 
aus (22) | 








a? h® e* . 
ya ge | 
als Gleichung der reciproken Eurve jener Evolute, welche alfo, wie leicht zu 


Aufgabe [164]. Die reciprofen Eurven der byperbolifchen und 
logarithmiſchen Spiralen zu finden. 

I. Mir bifferentüiren die Gleichung ber hyperboliſchen Spirale ($. 68. 
G. 3), in welcher wir re durch a bezeichnen, alfo 


VI d a 
öy=a oder I=7ı 





5.98. und erhalten | 
dö’ a _ 2 
a 7 van a " 
Segen wir diefen Ausbruc in (15), fo haben wir für (14) und (15) bie 
beiden Gleichungen 
Scay—)=r 5; Smatansly—y) 
woraus mir | 
ö= — ; tang(y — = 
Var Va?ö?—r* 
entwickeln. Hieraus erhalten wir 
r? 
= y—arc(tang = Wr) ‚ 
und, wenn wir Diefe Werthe von ö’ und z’ in bie Gleichung öy a 
ober in — = 7 fubflituiren, 
3232 __ 24 r? 
—— = 7 are fang = u) 


als Gleichung der geſuchten Curve. Drehen wir die Abſciſſenachfe um einen 
vechten Winfel aus ihrer jegigen Lage, und ſeben ao Hin für y, fo 
haben wir 


ne rerelung = a) 
oder, wenn wir reduciren, und sugleih r = a nehmen, 


‚= r —are(tang, = z . 


Die reciprofe Curve der hyperboliſchen Spirale ift demnach eine Kreisevol⸗ 
vente ($. 66. ©. 2). 


1. Mir differentiiren bie Gleichung d der logarithmiſchen Spirale ($. 68. 
G. 5), in welcher wir a für r fegen, nämlich 
7 


ö' == ae”, 
und erhalten ir = Rn '. Die Gleichungen (14) u. (15) find alfo in 
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ben gegentwärtigen Falle | 
Bey N)=r; Hay) =0. 

Nennen wir den conſtanten Winkel, deffen trigonometriſche Tangente — I 

iſt mr fo Haben wir — = —tangu, alfo in Folge ber lehten Gleichung 


lang u —= tang(y—y'); fomit u = y—y oder y = y—u. Elimini⸗ 


ren wir aber „—y’ gwifchen den beiden zulest en Gleichungen, fo 
fonant dd" = rl, alſo a HL und, wenn wir dieſe 
Ausdrücke für y und 5’ in bie Gleichung der : Spirale ſeben, 


r/’m?’+1 I | —— 
zz =. oder öd= 


als Gleichung der reciprofen Curve. Dieſe iſt ag the eine logarith⸗ 
mifche Spirale, welche der gegebenen gleich ift und nur eine andere Lage hat. 





§. 99. 

Eine gerade Linie bewege fih fo, daß fie eine gegebene Curve C be 
fländig unter einem und demfelben Winkel m fchneibet, d. h. daß fie mit 
der Tangente im Durchſchnittspunkte einen conftanten Winkel u bildet. Als⸗ 
dann berübet jene Gerade eine andere Curve C’, welche bie Evolutoide 
der Eurve C für. den Winfel u genannt wird. 


Aufgabe [165]. Die Bleihung einer Eurve in rechtwinkligen 
Coordinaten iſt gegeben. Es foll die Bleihung ihrer EKvolutoide ge: 
funden werden. 

Da die Tangente im Punfte xy der gegebenen Curve mit der Abfcik 
fenachfe einen Winkel bildet, deffen trigonometrifche Tangente ZI ift, fo 
macht Die ſich bewegende Gerade, indem fie durch diefen Punkt geht, mit der 
y TI ym 
Adfeiffenachfe einen Winkel, deſſen wrigonometriſche Tangente — iſt, 

lm dx 
wo m = tangu. Die Sleichung dieſer Geraden iſt daher, wenn a, f 


$. 98. 


$. 9. 


ihre laufenden Coordinaten bezeichnen, 





oder | 
B-N- Fan) {BY +o-ya=0. (1) 


Betrachten wir num x und y als zwei willfürliche Eonflanten, bie Durch Die 
Gleichung der gegebenen Eurve von einander abhängig gemacht find, und 
differentüiren die Sans (1) nac x, ſo nt 

Ga a En 2 00,51 SE Zu > 


Eliminiren wir jegt zwiſchen der Gleichung der gegebenen Curve, ihrer Difs 
ferentilgleichung und ben Gleichungen (1) und (2) bie drei Größen x, y 


und = Zi fo erhalten wir eine Gleichung in u. 4, welche die der Evo⸗ 
Inte ift. 


Entwickeln wir aus ben beiden Gleichungen (1) u. (2) (?—y) unb 
(«—x), fo fommt 


(+ Beke>, Dee, 


und wir haben daher für denjenigen Punkt «A, in ehem die Epolutoibe 
von der, durcd den Punfe xy der gegebenen Eurve ‚gehenden, Geraden be: 


rührt wird, wenn wir m = tangu = * ſetzen, 


—I — 


dy u 
oo (145% Fein =kcos wein 
— 
4 
1+- 7; sau cos pin sin u 
de? dx 
9 =y+ — 2 EEE 


dx? 
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Seen wir u — 0, fo gehen diefe Ausdruͤckke in a=xı md P=y 88. 
über, d. i. bie Evolutoide fällt mit ber gegebenen Curve zufammen, mas 
auch von vorn herein Klar ifl. Setzen wir aber u = In, fo fommt 





dy”\dy dy 
or Gr sr de 
= — un et 

dx? dx? 


wei Ausdrücke, welche mit denen der Coordinaten des Krümmungsmittel: 
punfted vom Punkte xy ibentifch find, und die Evolutoide geht für biefen 
Sal in die Evolute ber gegebenen Eurve über, wie dies, zufolge ber am 
Ende des $. 87. gemachten Bemerfung, auch feyn muß. 
Die Entfernung R ber beiden Punkte xy und a ift 
R= +{--Wra—)}}, 
ober, wenn wir bie Ausdrücke (4) fubftituiren, 


ein Ausdruck, der durch Einführung des Krümmungsrabius o ($. 83. 


5. 9) in | 
R= osinu - (5) 

übergeht. N 

Da, in Folge diefer Gleichung (5), R = ocosin— u) und In— u 
ber Winfel ift, welchen die oft erwähnte Gerade mit der Normale bildet, 
fo fällt der Zußpunft des Perpenbifels, welcher vom Krümmungsmittelpunft 
des Punktes xy auf biefe Gerade herabgelaffen wird, mit dem Punfte «ß 
sufammen, in welchem biefelbe Gerade bie Evolutoibe berührt. 


Aufgabe [166]. Die Evolutoide der Eycloide zu finden. 
Wir differentiiren dag Syſtem ber beiben Gleichungen 
x = at— asint 
[= ch (6) 
durch welches die Cycloide bargefiellt wird ($. 66. G. 3), und erhalten 
nach einander 











6. 9. 


| dy 
dx ‚3_..,. dy_d __smt 
HM all cost) N It = asınt 3 dx = dx — 1_— cost N 
dt 
er Ä | 
d’y__ _1-—.eost a _ _ 1 1 dy? 2 
di? dt ‘dk all cost) > rg Toni 


Setzen wir dieſe Ausdruͤcke in bie Gleichungen (4), fo finden wir 
e@ == aft —(l—2sin’u)sintF2sinucosucost=zE2sinucosuf | 
P = afl—(1—2sin’u)costt2sinucosusint— 2sin’u} . 
Diefe Ausdrücke Iaffen fich nun folgendermaßen umformen 
a = al(t=&2u) — sin(t=+ 2u)=E (sin 2u — 2u)] 


ß = all— cos(t=2u) — 2 sin?u] (7) 


und das Syſtem biefer beiden Gleichungen drückt die gefuchte Evolutoide 


aus. Diefe Eurve ift wieder eine der gegebenen gleiche Cycloide; denn ſetzen 
wir t E20 = 3, und verlegen ben Anfangspunft der Cosrbinaten nad) 
einem Punkte, deſſen Eoordinaten refpective =Falsin2u—2u) und — 2a sin’u 
find, indem wir « = a’Ealsin2u—2u) und $ = P'—2asin?u feben, 
fo verwandelt ſich das Syſtem (7)' in 

ed = ad —asind 

ß' = a—acosd} } 
und ſtimmt mit (6) überein. Man fieht hieraus auch, daß die boppelten 
Vorzeichen in den Gleichungen (7) fi) nur auf bie Lage der gefuchten 
Eurve beziehen, die allerdings eine zwiefach verfchiebene ift, indem es zwei 
erzeugende Gerade giebt, welche Die gegebene Eurve unter dem Winfell u 
fchneiben. 


Bon den Brennlinien. 


$. 100. 

Es fen irgend eine Eurve C gegeben, bie von zwei Spftemen A, R 
continuirlich auf einander folgender Geraden gefchnitten wird. Wenn nun 
beide Syſteme fo befchaffen find, daß je zwei Gerade a, b aus beiden Sy⸗ 


— I — 


ſtewen, welche füch in einem Punkte m ber Curve C fchneiden, mit bee Nor: $. 100. 
male in m Winkel bilden, deren Sinuffe in einem conftanten Verhaͤltniſſe 

n:m fliehen, fo heiße eine jede derjenigen beiden Eurven, welche vefpective 

von den Geraden ber Syſteme A und B berührt werden, Brennlinie 

oder Cauflica für die Curve C. Die Geraden des einen Syſtems nennt 

man die einfallenden Strahlen, bie des andern Syſtems die gebro; 
chenen, ober, wenn das genannte Berhälmiß der Sinuffe 1: —1 ift,. die 
surüdgetwworfenen Strahlen. Das eben erwähnte Verbältniß heißt 
Brechungsverhältniß, und die Brennlinie für gebrochene Strahlen 
Diacaufkica, bie für zuruͤckgeworfene Strahlen Eatacanflica. 

Jede der beiden Brennlinien kann in einen Punkt degeneriren oder ing 
Unenbliche fallen, welches Leßtere Statt findet, wenn bie Strahlen eines Sy- 
fiems parallel find. Ein Beifpiel diefer Fälle bieten die Linien zweiten Gra⸗ 
des dar. Denn nehmen wir an, daß das Syſtem A aus allen Geraden 
beftehe, welche durch einen Brennpunft einer Ellipfe gegogen werben fünnen, 
und daß diefe Ellipfe die zuruͤckwerfende Eurve fey, fo werben alle Geraden 
des Syſtems B durch ben andern Brennpunkt biefer Ellipſe gehen; die bei. 
den Brennpunfte vertreten alfo bier bie Brennlinien. Nehmen wir aber an, 
daß das Syſtem A aus den Geraden beftehe, welche durch den Brennpunft 
einer Parabel gesogen werden können, und daß biefe Parabel bie zuruͤckwer⸗ 
fende Linie fey, ſo werden alle Geraden des Syſtems B einander paral⸗ 
lel ſeyn. 


Aufgabe [167). Die auf rechtwinklige Achſen bezogenen Glei⸗ 
chungen einer brechenden Curve und einer Brennlinie ſind gegeben. 
Es ſoll die Gleichung der zugehoͤrigen andern Brennlinie gefunden 
werden. 

Es ſeyen x, y bie Eoprbinaten der brechenden Eurve, a’, PB’ die ber 
gegebenen und a, A bie ber geficchten Breunlinie; ferner feyen 

F&,=0, (l) 5 fad,P)=P0, (2) 
die gegebenen Sleichungen, und n’:n das conftante Brechungsverhältniß. 

Sind nun w und a bie Winkel, welche der einfallende und der gebro- 
chene Strahl im Punkte xy der brechenden Eurve mit der Normale in bie 
ſem Ppunkte bilden, ſo haben wir 


sin n 
Fin = oder n’sinu == nsiny . (3) 


Bezeichnen wir aber bie Winkel, welche bie beiden genannten Strahlen und 
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6. 100. denjenigen, welchen die erwaͤhnte Normale mit der Abſciſſenachſe bilden, re⸗ 
ſpective durch IF p und , fo if 

sinu = sinp—y) ; nu = sing’ —y) ‚ 


alfo sinn = sinpcosy—cospeiny ; sinw = sing cosy—cosp siny. 
- Da nun die Gleichungen der drei durch ben Punkt xy gehenden Geraden, 
nämlich des einfallenden und des gebrochenen Strahls und der Normale, 


Ze 1 
u—y= x(t— x) ; u-y=xlt—s) ; u—y=— 29 (4) 
find, wo t, u bie laufenden Coordinaten dieſer Geraden begeichnen, und, ber 
Kürze wegen, x, x und p für 77 PB # und = gefeßt And; fo haben wir 














' da 
1 
tangy = 5 tp=x ; uny=—-; 
alfo 
© Von x . [) — % . N) — — 1 . 
nr Nr’ “ITyirn > ap Vi+p 
‚__I1 ,. __1 _ . — P-_. 
ta en’ 
und fomit, durch Subſtitution dieſer Ausdruͤcke in Diejenigen von ainu 
und sin w 
App . BT 


— MrpVir® +x > Hin —— — 

Setzen wir dieſe Ausdruͤcke in die Gleichung (3), ſo kommt 

— 6) 

VI x? Ir. 
Da nun der Punkt «'’ in dem auffallenden Strahle liegt, fo baden wir, 
in Folge von (4), 4 7y= x (a 79 und ſomit 

13 — X 

Segen wir biefen Ausdruck in (5), fo können wir x durch x, y, a’ und 2), 
und da wir zwiſchen diefen vier Größen noch drei Gleichungen, naͤmlich 
(1),'2) mr = = = — haben, x durch eine biefer Größen, 


z. B. buch a’, ausdrücken. Subfitairen wir den fo gefundenen Ausbrud 
von 








von x in die Gleichung des gebrochenen Strahls 
P—-y=xo—), (7) 
deffen Taufende Eoordinaten wir jegt durch) @ u. A bezeichnen, fo enthält fie, 
nachdem wir auch für x und y ihre Werthe, in «’ ausgedrückt, fubftituirt 
haben, nur diefe eine Größe a’, melche ſich von einem zuruͤckgeworfenen 
Strahle zum andern verändert, und die wir daher als eine folche willkuͤrliche 
Eonftante anzufehben haben. Wir werben alfo bie gefuchte Brennlinie das 
durch finden, daß wir die einhüllende Curve der, durch bie Gleichung (7) 
ausgebrückten, Geraden auffuchen, wodurch dann bie Aufgabe gelöft if. 
Wir müffen noch bemerken, daß durch Subftitution der Ausbrüde von 
x und x aus (6) u. (7) in (5) 
a (A—y)Pp+(e—x)} _NÖ—-NPpra@— x} (8) 
— x) — 2)? 
ſich ergiebt. | 
Wenn das Brechungsverhälmig din = 1:—1 ift, vereinfacht ſich 
die Gleichung (5); denn wir haben alsdann 
A-+x?)(1+xp)? = (1+x°)(1-+xp)? , | 
eine Gleichung, welche, nach Aufhebung der Parenthefen, bie Form 
2) {@+ pH 2A—P— — 
annimmt. Der erfte Sactor biefer Gleichung ift aber zu verwerfen, weil x 
nicht gleich x feyn Tann, ohne daß der zuruͤckgeworfene Strahl mit dem 
auffallenden sufammen fiele, was im Allgemeinen der Vorausfegung sin: 


$. 100. 


sinu = 1L:—1 mwiderfpricht. Nachdem wir diefen Factor weggelafien bar 


ben, können wir die Gleichung wie folge fchreiben 
x—-p _ Pr | 
1-+-xp — T⸗ap (9) 
und dieſe letzte Gleichung haͤtten wir auch unmittelbar aus der Gleichung 
tang(p—y) = —tang(g’—y) herleiten koͤnnen. 
Aufgebe [168]. Es foll eine Relation zwifchen den Kängen des 
auffallenden und des gebrochenen Strahls, beide von ihrem gemeins 


ſchaftlichen Punfte auf der bredhenden Eurve bis zu den Beruͤhrungs⸗ 
punkten auf den Brennlinien gerechnet, gefunden werden. 


Differentiiren wir bie Gleichung (8) nach a’, indem wir 4 als Func⸗ 


tion von a’, ferner x und fomit auch y als Function derſelben Größe ans, 


30 
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$. 100. fehen, und feßen den fich ergebenden Differentialcoefficienten gleich Null, 


was zufolge der vorigen Aufgabe gefchehen müßte, wenn die Brennlinie der 
auffallenden Strahlen und die brechende Curve gegeben wären, und bie Brenus 
linie der gebrochenen Strahlen gefunden werden follte; fo erhalten wir, ins 
1 d d? 
dem wir, der Rünge wegen, 7, = P 5 gr = 4 ſeben, 
[A —y)P-+(@— x)]° 
— Ya— (pr 1). IA TI 
n F—-yg— Pp’+ Dr (B— -W’HR—) 
— 


— —_fn? [L#’— —y P+@—x) — x) 
f Fna—(p ++ EZ By +@ * 
da’ 


dx 
da’ 


Ver) 
a, WHEN +e—n] 
er ee . 
VE—y)’+(@— x)? 


Das letzte Glied des zweiten Theils biefer Gleichung laͤgt ſich auf die Form 
Era HR N en} 
i6 5 J 
bringen. Da nun ader, in Folge von (6), = =,= 8 I ‚ alfe 





e— Dre —x) == 0 if, fo verſchwindet dieſes @lih in ber ge 


fundenen Gleichung. Um biefe jetzt noch mehr zu vereinfachen, wollen wir 
annehmen, die Coordinaten ſeyen ſaͤmmtlich ſo transformirt, daß die Tan⸗ 
gente im Punkte xy der brechenden Curve bie Abſciſſenachſe, und die Nor⸗ 
male in dieſem Punkte die Ordinatenachſe werde. Alsdann iſt in der ge⸗ 


fundenen Gleichung 1—O, y — O und p — = == 0 und, wenn wir 
den Kehmmnugerabius des eben genannten Punktes durch o bezeichnen, 


gı= = = 6 83.), wodurch fie fi ch auf 
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8 


8 a’ P_ 
n —— _n — | 
VPrre ° V9? re” 
ober 


AR Tat = .— 
ze, Fu e Are — Ver? eo Ara? yp%r ni} 
vebucirt. Es ift aber bei der gegentwärtigen Lage der Coordinatenachſen of: 


— — — 
fenbar — 
Winkel bezeichnen, welche der gebrochene und der einfallende Strahl mit der 
Normale bilden, und außerdem iſt, wenn oͤ und oͤ bie beiden in Rede ſte⸗ 
benben Längen biefer Strahlen bedeuten, EV A"+a? = 5 und EVF”+a” 
= ö'. Mir erhalten demnach aus unferer letzten Gleichung _ 

u 
[er ese) — feel, a 
welches bie verlangte Dean ift. 
Sur den Fall einer zurückwerfenden Curve, in welhen "= —n und 
af # = —u, iſt, erhalten wir aus (10) 
2 _x1ı!. 
ocsu Ö =7 ? II) 
und, wenn die einfallenden Strahlen außerdem einander parallel ſind, alſo 
ö ’ = & ift, 
® 





= cosu und = eosw, wenn „ und w die 





= FZlocosu. .. (12) 


& 101. 

Aufgebe [169]. Es iſt eine gerade Kinie und ein Punkt geges 
ben. Von diefem Punkte fallen Strablen auf jene Gerade und werden 
von ihr nach einem gegebenen Verbältmiffe gebrochen. Es foll die 
Brennlinie der gebrochenen Strahlen gefunden werden. 


Wir nehmen bie gegebene Gerade zur Abſciſſenachſe, die durch den 
gegebenen Punkte auf ihr ſenkrecht errichtete Gerade zur Drbinatenachfe und 
nennen bie Orbinate dieſes Punktes h. Alsdann find die in dem vorigen 
$. mit a und A’ begeichneten Größen nicht mehr veränderlich und zwar ift 
e@=0 und 4 h; ferner ift die Gleichung ber brechenden Curve y — 0, 
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6. 101. und daher p = dy —= 0. Die Gleichung (8) des vorigen $. giebt, 





dx 
durch Subſtitution der eben genannten Werthe, 
—— x a) 
VPr+a@— Vor 
und entwickeln wir 9°, fo fommt 
a — Amen (2) 


n?x? 
wenn wir, der Kürze wegen, n—n” = m? fegen. Diefe Gleichung diffe⸗ 
rentitren wir bloß nach x ($. 100.), und finden nach einigen fich von felbft 
darbietenden Reductionen 

m?z® — n"hie . (3) 
Zwiſchen diefer Gleichung (3) und der Gleichung (1) ober (2) iſt nun x 
gu eliminiren; um aber zu einer fommetrifchen Sinalgleihung zu gelangen, 
verfahren wir bei biefer Elimination wie folge. Wir nehmen aus ber Gleis 
dung (3) 


m?x? 





a= (4) 
und fegen dieſen Ausdruck in (2), wodurch wir 
—— 5 
erhalten. Aus (4) und (5) entwickeln wir 
ge Se ; mꝰx - nvhꝰ = — ni, 
und hieraus erhalten wir 
= ae ii !- a 


a. 3 
Segen wir dieſe beiden Ausbruͤcke einander gleich und dividiren Durch TI, 


fo ergiebt ſich 


11 u u 

m n 2 
—.—. — DM 1 
n re np Eu ' 


welches die Gleichung ber gefuchten Brennlinie if. Verwechſeln wir bie 
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Abſciſſen⸗ und Ordinatenachſe mit einander, und fegen $. 101. 
—h =a ; 7 h=b, 





— m? 
woraus — m oa —b?, oder, weil n —n”? = m’, HM = a? —b? 


folgt, fo nimmt bie Gleichung bie Geſtalt 
b3 q a3 

PET ad 
an. Die gefuchte Brennlinie ift alfo die Evolute einer Ellipfe oder Hyper: 
bel, je nachdem b reell ober imagindr iſt, alfo je nachdem m = m —n? 
pofitio oder negativ ift ($. 88.). Die erfie Achſe dieſer Ellipfe ober Hy: 
perbel fällt mit der vom firahlenden Punkte auf bie brechende Gerade herab: 
selaffenen Senfrechten,. und ein Brennpunkt dieſer Curve mit dem firahlen- 
den Punkte zufammen. 


od—l 





Aufgabe [170]. Es iff ein Kreis gegeben, suf welchen Strah⸗ 
len, einer gegebenen Richtung parallel, auffallen. Es fol die Bleichung 
der Brennlinie der gebrochenen und insbefondere die der zuruͤckgewor⸗ 
fenen Strablen gefunden werden. 


Wir nehmen den Mittelpunkt des gegebenen Kreifes sum Anfangspunft 
rechtwinfliger Coordinaten und die durch ihn ber gegebenen Richtung paral- 
Iele Gerade zur Abfeiffenachfe. Die Gleichung des Kreiſes ift alsdann 


| "”’L=tr, (6) 
und ba bie einfallenden Strahlen ber Abfeiffenachfe parallel find, fo ift in 
der Gleichung (5) des vorigen $. x 0, biefe Gleichung felbft daher 

n(I+p) _ 
Yan 7 n. (7) 
Segen wir. hierin ZZ. fir x ($, 100. G. 7), fo lommt 


nA Np+le—n} = VB Wrla—N), (8) 
eine Gleichung, die wir auch aus der Gleichung (8) des vorigen $. das 
durch hätten herleiten Runen daß wir =» fegen. 


Aus (6) finden iir @ = z=p= 7: und durch Subſtitution in 
(8), und wenn wir ir r? für x?-+-y? feßen, 





5. 101. 
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nfoy— Art = nyV/ Ra’ +17 —2Ay — Box . (9) 
Segen wir ferner y — rsint und x = Tcost, wodurch die Gleichung 
(6), und unabhärgig von t, befriedigt wird, fo erhalten wir aus (9) 
n”fa— Beott}? = n’f+a’ 4-1? — 2rßsint—2racost} . (10) 
Wir bifferentiiren diefe Gleichung nad) t, und erhalten 


n?fa—Beott = n’rfasint— Beast | 





oder | 
| n”jasint— cost! = n’r sin’tfaeint — cost} Pu 
woraus fich 
sınt = Bi 
nr} 


ergiebt. Bringen wir nun bie Gleichung (10) auf die Form 
(o?—n?)a?+2(n?r sint— nf) cotta-+(n?eot— PH’ 2feint-r)= =0, 
und fubftitwiren darin für eint den fo eben gefundenen Ausdruck und für 


V I __ A 
cott den fich daraus ergebenden, nämlich a 
(19)? +2{n I — far? Zn dot an?) =0 
als Sleichung ber gefuchten Brennlinie für Strahlen, welche nach dem Ber: 
haͤltniß m’: n gebrochen find. 
Fuͤr zuruͤckgeworfene Strahlen ift n? — n?, und dadurch rebucirt fich 
die gefundene Gleichung auf 
Ad — Ay — (? 37429) = 0. 
Diefe Gleichung läßt fich wie folge zerlegen 
AA Air 2 =. 
Der erfte Factor drückt zwei der Abfeiffenachfe parallele Gerade, A=r unb 
RP = —r, aus; der zweite Factor aber giebt 
10° = (dA 2) , 
oder rational gemacht 
| IR = RI —) , 
alg Gleichung der geſuchten Brennlinie fuͤr zuruͤckgeworfene Strahlen. 
Segen wir r — 2r, , fo fommt 


, fo erhalten wir 
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Ir = AR HA— rn), 
welches bie Sleichung (7) des $. 67. ift, und die Brennlinie ift daher eine 
Epicncloidee Der Grundfreis dieſer Epichcloide ift dem zurückfirahlenden 
concentrifch; der Radius des erftern ift ber Hälfte, der Radius bed rollen 
den Kreifes aber dem vierten Theile des Radius biefeg zuruͤckwerfenden Krei⸗ 
ſes gleich. 


Aufgabe [171]J. Die Catacauſtica für einen Kreis zu finden, wenn 
die einfallenden Strahlen von einem gegebenen Punkte ausgeben. 


Wir nehmen die DVerbindungslinie des Mittelpunftes vom gegebenen 
Kreife und des ftrahlenden Punktes zur Abfeiffenachfe und die Senfrechte 
durch jenen Mittelpunkt zur Orbinatenachfe. Die Gleichung bed Kreifes ift 
alsdann 

y? 4x2 = — r? $ 

und ba dag Brechungsverhältnig D”:n=1:—L1 if, fo haben wir 
($. 100. &. 9) 

2—Pp _ P-* 

1+-xp —Irxp pP 
Bezeichnen wir die Abfciffe des Punktes, von dem bie einfallenden Strahlen 
ausgehen, durch a, fo haben wir ferner 2 = 0, « = a, und aus den 
- Gleichungen (6) und (7) des vor. $. 


ko —ı. ; a fJ 


’ x a — x 
welche Ausdrucke wir in die vorige Gleichung ſubſtituiren und, indem wir 
zugleich — 7 für p fegen, 

’ Aytx— ty) _ 2ry—ax 
ay— px ay 
erhalten. Wir fegen ferner, wie in der vorigen Aufgabe, y = rsint und 
x = rcost, wodurch fich ergiebt 
Asint--acost—r __ Tr—acost 
asint— Boost asint 

und wenn wir die Nenner wegſchaffen, | 

ſa(cosꝰt - sin?t) —Tcost}#— S2asintcost— reintja-F-rasint = 0, 
ober 








, 


! 


6. 101. 
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facos2t—rcost}#— fasin?2t— rsintta-+-rasint = 0. 
Differenttiren wir dieſe Gleichung bloß nach t, fg kommt 
f2asin2t — reintt dp f2acos2t—reostta—racost = 0, 
und zwifchen dieſen beiben legten Gleichungen müßten wir t eliminiren, um 
bie Gleichung der Catacauftica zu erhalten. Da aber die Sinalgleihung ber 
Elimination eine ziemlich zufammengefeßte Form hat, fo iſt es beſſer, die beis 
den eben gefundenen Gleichungen, welche & und A nur in erſterPotenz ent⸗ 
halten, beftehen zu laflen, ober aus ihnen « und vermittelt t ausgebrücke 
barzuftellen. Wir finden durch Entwicelung, nach einer Eleinen Nebuction, 
‚rafa(3cost — 2cos’t)—r} 
m 0777777 
22? — 3arcost-Fr? 
_ 2raꝰ ainꝰt 
6* 22? — 3arcost+r? 
Für den befondern Fall, in welchem der ftrahlende Punkt auf ber Pe⸗ 
ripherie des zuruͤckwerfenden Kreiſes liegt, in dem alfo a = r iſt, wird ber 


Nenner der fo eben aufgeftellten Ausdrücke ein Sactor der Zähler, und bie 
Divifion giebt alsdann 


r 2r . 
ae= 3 12cos’t--2cost— 1} ; B= „t1-treostjeint r 
ober, unter einer andern Form, 
2r r 2r . r. 
e= 7 cost-+ zcos2t ; P= zsint + zeinzt . 


Sean wir hierin = —a, P= —Aı,ıt=ntd mr = dr, 
fo erhalten wir 


o, = 2r,cood®—r,c082% ; f, = Wr,eind—r,sin?d , 
woraus fich durch Vergleichung mit $. 67. (G. 1) ergiebt, daß biefe Ca; 
tacauftica eine Epicycloide fey, in welcher ber Radius des feften Kreifes 
und ber bed vollenden gleich r, = > ift, und daß fie alfo bie Cardioide 
ift ($. 67. ©. 6) 


$%. 102. 
. Statt der Brennlinie, welche von den auffallenden Strahlen berührt 
wird, kann auch eine Evolvente biefer Eurve, welche alfo von biefen aufs 
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fallenden Strahlen fenfrecht gefchmitten wird, gegeben feyn, unb alsbann 6. 102. 
kann ebenfalls die Brennlinie der gebrochenen oder zurückgetvorfenen Strah⸗ 

len gefunden werden. Es ift aber oft beffer, zuerft eine Evolvente die 

fer Brennlinie ber gebrochenen Strahlen, und fobann aus biefer Evolvente 

ihre Evolute, d. i. bie Brennlinie felbft, aufzufuchen. 


Lehrſatz [49]. Die Brennlinie B für irgend eine brechende oder 
zurüdwerfende Eurve C und für Strahlen, weldye Tangenten einer 
Brennlinie A, fomit Normalen einer $Evolvente A’ diefer Brennlinie A. 
find, ift die Evolute einer Curve B’, weldhe die einbüllende Eurve ders 
jenigen reife ift, deren Mittelpunkte auf der brechenden Eurve C lies 
gen und deren Radien zu den Entfernungen diefer Mittelpunkte vom 
der Curve A’ in dem conftanten Brechungsverbältnifie ſteben. 


Wir fehen, in der Abficht dieſen Sag zu ertveifen, die brechende Eurve 
C und bie Evolvente A’ als gegeben an, und bezeichnen die rechtwinkligen 
Coordinaten ber erſtern Curve durch x, y, die der letztern aber durch a’, P". 
Die Gleichungen der drei, durdy ben Punkt xy gehenden, Geraden, nämlich 
bes einfallenden, des gebrochenen Strahls und der Normale im Punkte Fi 


find die “nen (4) des $. 100.5 mur ift jetzt x nicht gleich © 73 


ſondern X = — zw , weil ad’, 4 nicht die Coordinaten der Brennlinie A, 
da’ 
fondern bie der Evolvente A’ dieſer Eurve find; woher denn auch ſtatt der 


Gleichung (6) in $. 100. bie Gleichung 


(8' NG dB + —xı —=0 (1) 

eintritt. 

Die Gleichung (8) des $. 100., nämlich 
nfE—NPpHe— N} _nf@ —ppH@—m} 099 
VA—y)’-+(a—x)? VEe'—y)’+(@@—x) 

drückt alle Punkte eines gebrochenen Strahls aus, wenn wir a’ als con: 
ſtant anfehen, von welcher Größe ’, x und y, in Folge der Relationen, 
welche zwiſchen diefen vier Größen Statt finden, Zunctionen find. Dies ift 


aus der Herleitung jener Gleichung klar. Zexlegen wir nun bie Gleichung 
(2) in zwei andere Gleichungen, indem wir 


5. 102. 


— m — 
Ve-p’+a— _| . MIB-Mta—D _ | 


n/a’ yP?+(e@ —x)° HE NP+@— nf 
fegen, fo find biejenigen Werthe von a und A, welche zu gleicher Zeit dieſe 
beiden Gleichungen befriedigen, die Coorbinaten eines Punktes des gebroches 
nen Strahle. Geben wir diefen beiden Gleichungen die Formen 


B-NWHa- ea} 
BypH+e) = he Nt+e N 60 
fo ift klar, daß bie erfte (3) einen Kreis ausdrückt, deffen Mittelpunft ber 
Punkt xy, und beffen Radius —V@— y+(@— x)? zu der Entfernung 


NKe—y)?+(a— x)? in dem Verhälmiß n : m’ ſteht. Die andere Glei- 
chung (4) ift aber gerade biejenige, welche fich ergiebt, wenn wir bie Kreis; 
gleihung (3) nad) «’ bifferentüiren und dabei 2’ fowohl ald x und y ale 
Functionen biefer mwillfürlichen Conftanten a’ anfeben; denn diefe Differens - 
tiation giebt m 


(E-Nrte} = eNeEeNHe ı 


e3 iſt aber, in Folge der Gleichung (1) das zweite Glied des legten Theis 
Ic gleich Null, und daher reducirt fie fich auf die Gleihung (4). Das 
Spftem der beiden Gleichungen (3) und (4) druͤckt nun, weil bie zweite 
Gleichung aus ber erften durch Differentiation nach der willfürlichen Con⸗ 
ſtanten a’ entfteht, die einhuͤllende Eurve aller durch (3) ausgebrückten Kreife 
aus ($. 94.). Der Punkt des gebrochenen Strahls, welcher auf dem Kreife 
(3) und der Linie (4) liegt, befindet ſich alfo auch auf der eben erwaͤhn⸗ 
ten einhüllenden Eurve; er ift folglich ber Berührungspunft des Kreifes und 
diefer Eurve; und da der gebrochene Strahl auch durch den Mittelpunft xy 
des Kreifes geht, fo iſt dieſer Strahl die Normale des Kreifed und alfo 
auch ber einhüllenden Curve. Alle gebrochenen Strahlen find folglich Nor: 
malen ber genannten einhüllenden Eurve, und dieſe ift fomit eine Evolvente 
der von den gebrochenen Strahlen berührten Brennlinie, was gezeigt wer 
den follte *). 

“) Der eben erwiefene Satz if in dieſer Allgemeinheit zuerſt von H. Gergonne 
befannt gemacht worden. Ann. de math. T. XV. 
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Wenn eine Evolvente A’ der Brennlinie A gegeben ift, um daraus die 6. 102. 


Brennlinie B ober eine Evolvente B’ derfelben zu finden, fo kann man ber 
Curve A’ irgend eine ihr parallele Eure A" fubftituiren, weil dieſe legtere 
ebenfalls eine Evolvente der Eurve A ift, oder mit andern Worten, weil A 
und A” dieſelbe Evolute haben ($. 93... So z. B. fann man, ‚wenn bie 
auffallenden Strahlen von einem Punkte ausgehen, einen jeben Kreis K, 
welcher dieſen Punkt zum Mittelpunfte hat, als die Eurve A’ betrachten, 
indem alle auffallenden Strahlen diefen Kreis fenfrecht fchneiden. Man kann 
alsdann die Entfernung der Mittelpunfte xy der eingehüllten Kreife, welche 
in dem Lehrſatz erwähnt ift, von der brechenden Eurve big zum Kreife K 
nehmen; man kann aber auch die Entfernung von dem Punkte xy bis zu 
dem firahlenden Punkte felbit dafür fegen. 

Wenn bie auffallenden Strahlen einander parallel find, fo tritt eine 
gerade Linie, welche fie fenfrecht fchneidet, an die Stelle der Evolvente A’. 


Um ein Beifpiel von der Anwendung zu geben, die fich von dem obi⸗ 
gen Sage machen läßt, wollen wir den Fall eines ftrahlenden Punktes und 
einer zurüchwerfenden Curve annehmen. Alsdann haben wir n?—= mn”, und 
wenn wir die erwähnte Entfernung vom Punkte xy big zum flrahlenden 
Punkte nehmen, ben Radius ber eingehülten Kreife ber eben genannten Ent: 
fernung gleich zu feßen. Diefe Kreife, deren Mittelpunfte auf der zurück 
werfenden Eurve liegen, gehen demnach durch den firahlenden Punkt, und 
ihre einhüllende Eurve iſt diejenige, bie wir im $. 96. (Aufg. 159.) betrach⸗ 
tet haben *). Nehmen wir, um biefen Fall noch mehr zu particularifiren, 
an, daß bie zurückwerfende Eurve eine Ellipfe fen, beren Mittelpunft g u. h 
zu Coorbinaten hat, während der firahlende Punkt im Anfangspunfte ber 
Coordinaten liegt, fo ift die Brennlinie die Evolute der Eurve, deren Gleichung 


+2 — 2hg— 2gr)? = 4b’y’ra’r) 
wir in $. 96. gefunden haben (&. 10.). Fuͤr den Fall bes Kreiſes, in 


welchem b = a ift, und wenn wir bie Abfeiffenachfe durch ben Mittelpunft 


dieſes Kreiſes gehen laſſen, rebucirt fich dieſe Gleichung ber Evolvente ber 
Brennlinie auf 
(y2-px? — 2gx)? m 4r?(y?-%x?) ‚ 


*) Daß diefelbe Eurve.eine Roulette fey, in welcher die zurlichwerfende Curve bie 
Baſis und eine ihr gleiche Linie bie rollende Eurve if, werden wir fpäter nachzuweiſen 
Gelegenheit haben. 


\ 


| — 16 — 


) / 

6. 102. welches die Gleichung (4) des $. 61. iſt, wenn wir g und r mit r und 
3a vertaufchen. Für den Ball der gleichfeitigen Hyperbel aber, und wenn 
wir ben ftrahlenden Punkt in den Mittelpunkt dieſer Curve legen, rebucirt 
fich jene Gleichung, da alsdann g = h= 0 md b’ — —a? iſt, auf 

(y?-+-x2)? 4437? — 3) = 0 P 
und die Evolvente der Brennlinie ift alfo eine Lemniscate ($. 62. ©. 2), 
die Brennlinie felbft alfo diejenige Eurve, welche wir im $. 88. (&. 9) 
gefunden haben, wenn wir für dag dortige a jetzt 2a feßen. 

Darticularifiren wir unfern Sal auf eine andere Weife, indem wir an: 
nehmen, die zurückwerfende Eurve fey eine Iogarithmifche Spirale und ber 
ſtrahlende Punkt liege in ihrem Pol, fo tft die Evolvente der Eatacauflica 
eine ihr gleiche Iogarithmifche Spirale ($. 96.), und da deren Evolute wie: 
derum eine logarithmiſche Spirale ift, die biefer gleich ift ($. 88.), fo ift 
bie Eatacauftica eine der zurückwerfenden gleiche Iogarithmifche Spirale. 


Vermiſchte Aufgaben. 


$. 103. 

Aufgabe [172]. Eine gegebene Curve bewegt ſich fo, daß fie 
fortwährend zwei gegebene fefte Eurven berührt. Es foll der Urt ges 
funden werden, welchen ein, mit der beweglichen Curve feſt verbundes 
ner, gegebener Punft bei diefer Bewegung befchreibt. 


Es ſeyen 
| ya, =0, (1) ; ya,y=0 (2) 
bie auf biefelben rechtwinkligen Achfen besogenen Gleichungen ber feften, und 
Fit, = 0 (3) 
die auf andere rechtwinklige Achfen besogene Gleichung ber beweglichen Curve; 
ferner feyen t, u’ bie auf die zulegt genannten Achfen fich beziehenden Coor⸗ 
Dinaten des gegebenen Punktes. Stellen wir ung vor, daß die Achfen ber 
t und u mit der beweglichen Eurve feft verbunden find, fo werben fie bei 
der Bewegung biefer Eurve ihre Lage fortwährend ändern, und nennen wir 
ben veränderlichen Winkel, welchen die Achfe der t mit der Achfe der x bik 
det, A, und bie veränderlichen Eoorbinaten bes Anfangspunftes der tu, a 
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und b, fo haben wir, zufolge $. 3. (F. 1. u. 9.) | 6. 103. 


x cos At — sin Pa, 
y= sinßt+cofu+rb, 
woraus | 
t= cosßs—a)+sinf(y—b), 
u= cosf(y—b)—sinf(x—a), 
und durch Subftitution diefer Ausdrücke in (3) 

F f[cos ß&—a) + sin Xy—b)] ı [eos Ay—b)—sinßx—a)]} = 0 (4) 
als Gleichung ber beweglichen Eurve, wenn fie auf die feften Achfen ber x 
und y bezogen wird. ˖Um nun die Bedingung auszudrücken, daß die Curve 
(4) die Eurven (1) und (2) berühre, bezeichnen wir die Eoordinaten des 
Berührungspunftes auf der Curve (1) durch x’, y’ und’ diejenigen des Bes 
rührungspunftes auf der Curve (2) durch x”, y’. Alsdann müffen x’ u. y 
die beiden Gleichungen (1) u. (4) und ihre erften Differentialgleichungen 


befriedigen, fo daß wir durch Elimination von x’, y’ u. Zr zwiſchen dieſen 


vier Gleichungen eine Relation zwiſchen a, b u. / erhalten; ferner muͤſſen 
x’ u. y” die Gleichungen (2) u. (4) und ihre erften Differentialgleichun: 
gen befriedigen, fo daß wir durch Elimination von x”, y’ und 2 eine 
zweite Relation zwiſchen a, b u. 4 befommen. 

Nennen wir bie auf die Achfen der x u. y bezogenen Eoorbinaten des 
Punktes tw, X und Y, fo haben wir 

X = cosßt—sinßura ; Y= sinft+cofu-+rb, (5) 
und wenn twir aus biefen Gleichungen und ben fo eben erwähnten beiden 
Gleichungen zwiſchen a, b u. 9 dieſe legten Größen eliminiren, fo erhalten 
wir eine Gleichung in X u. X, welche die des gefuchten Ortes ift. 

Bei ſpiel. Es ſoll die Curve gefunden werden, welche ein Punkt der 
Ebene einer gegebenen Ellipſe beſchreibt, waͤhrend dieſe ſich ſo bewegt, daß 
ſie beſtaͤndig die Schenkel eines in Lage gegebenen rechten Winkels beruͤhrt. 

Es ſey Au? 4+-B?t? —= A?B? die Gleichung der Ellipſe. Wir neh⸗ 
men bie Schenfel des rechten Winfeld zur Achfe der x und ber y. Al 
Bann haben wir, zufolge des Dbigen, 


y=0; 37,=0; Arlcosf(y'-b)-einf—a)]+B’Ceinßy-b)reosße a =AB; 


— 48 — 


6. 103. $A?Lcosf(y—b)—sinf(x—a)]cosf+B’Lsinf(y' 5) ou) Jeinß}27. = 


jA?Leos A(y—b)— sin d(x—a)]ein #— B’Lsin A(y’—b)-+cosf(x—a)]cosf} 
und . 
v0; - =0 ; Atfeosßly"-b)- sind _a)]’+BLeinßly’b)-toosß(’-a)JP= AB}; 
A?[cos Aly’—b) — einf(e’—a)Jeoe B4B’[sin Aly’—b)+cosß(x’-a)Jein 3, = 
{A?Lcos &y’—b)—sin (x a)]ein?— B’Lein d(y’—b)+cosß(x’—a)jcosf} . 
Bon biefen 8 Gleichungen rebueiren ſich die dritte und vierte, bermittelft der 
erften und zweiten, auf 
ATbcosf-+(z — a)sin$P’ -B’[(X —a)cosd— bein = AB? , 
A’fbcosd-+ (X —a)sin A]Jain d-+-B’[(X —a)cos#?—bsinf]cosf = 0, 
und die fiebente u. achte, vermittelft der fünften u. fechfien, auf 
APL(y’—b)coe$-+asinf]’+-B’Ly’—b)eind— acosf]” = AB’, 
A:L(y"—b)eosß-+asin PJeos?-+-B’[(y"—b)sinf —acosf]sinß = 0. 
Die Elimination von x’ oder (X —a) zwiſchen jenen beiden Gleichungen und 
die von y” oder (y’—b) zwiſchen diefen beiden giebt 
b? — Asin9-+-B’cos#ß ; a0 — Atcos2-4+-B’sin?ß | 
und demnach haben wir, zufolge der Gleichungen (5), 
{ X = coosßt — sin Au'&VA?cos’9+ B’sin?ß (6) 
Y= sinßt +cosßfu&VArsindrBrcosd JS ' 
zwiſchen welchen Gleichungen wir 4 eliminiren müßten, um bie Gleichung 
g ber gefüchten Eurve in X, Y zu erhalten. Im Allgemeinen ift e8 aber ge 
ratbener, dag Syſtem biefer beiden Gleichungen (6) beftehen zu Laflen. 
SHE der befchreibende Punkt der Mittelpunkt der Ellipfe, ao !=u'=0, 
fo haben mir oo. 
x = +VÄAosß+B’sin? ; Y—= EVArind-+-B’cos’? , (7) 
und wenn wir quadriren und abbiren 
| X+-Y = AB’. 
Der Ort ift alfo ein Kreis, deſſen Mittelpunfe im Scheitel bed gegebenen 
rechten Winkels Liegt, und deſſen Radius VA”--B? ift, was fich auch aus 
$. 38. hätte erfchließen laſſen. Aber biefer Kreis kann von dem Mittelpunfte 
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der Ellipſe offenbar nicht vollſtaͤndig befchrieben werben. Um bie Enbpunfte $. 103. 
der Kreisbogen zu finden, welche er wirklich befchreibt, Fönnen wir die groͤſi⸗ 

ten und fleinften Werthe der Ausdruͤcke (7) auffuchen. Geben wir bie 
Differentialcoefficienten dieſer Ausdrücke gleich, Null ober gleich © , fo ha⸗ 

ben wir 

sinßcosß=0, oder VA?cos’4+B?sin -0 u. VArsin 24+B?cos? =: 

Die beiden letzten Gleichungen können von feinem reellen Werthe von 4 n 

friedigt werben; bie erſte Gleichung aber giebt sin? = 0 oder cos = 

und für biefe Werthe verfchwinden bie zweiten Differentialcoefficienten ee 

die entfprechenben Werthe von X u. Y aber find 


A +-B 
=, 3 i=/5% 


Die Sehnen der vier Bogen, welche der Mittelpunkt ber Ellipſe befchreibt, 
find daher gleich (A—B)Y2. 
Iſt der befchreibende Punkt ein Brennpunkt‘ der Elipfe, ſo iſt u — 0 
und ! = VYA?—B?. Alsdann haben wir, zufolge (6), 
X—cosßVA? —B? — -=tVA?eos’P+-B?sin?ß , 
Y— sin dVR BB? — VAR’ 3+B?cos’ß , 
woraus 
ce _ , no 
2XYA—B 2yVAr— Br ' 
und, weil eo? -+-sin?d = 1, | 
Y2X&?—B?)2+-X2(Y? — B2)? = 4(A? — BXY? . 


. 104. 

Aufgabe [173]. Auf einer gegebenen Curve C denjenigen Punkt 
zu beffimmen, der fo liegt, daß die Summe der Normalen, welche von 
ibm. aus an zwei andere ebenfalls gegebene Eurven A’, B' gezogen wer: 
den, ein Maximum oder Minimum fey. . 


Es ſeyen F(x,y) = 0, pz,y) = 0 und ya’, y)=0 die Glei⸗ 
ungen der drei auf biefelben rechtwinkligen Achfen bezogenen Eurven. Die 
Gleichungen der Normalen an ben beiden legten Eurven find 


NHL n =0 ; ar TH-N=0, 
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8. 104. nenn t, u die laufenden Coordinaten dieſer Normalen bedeuten. Sollen 
diefe Geraden durch einen Punkt xy ber erſten Curve gehen, fo muß 
d d 
G-NIr+aN=0 ; G-NEHrs-N=0 (0 
feyn. Die Summe ber beiden Normalen ift 
Vy—y”+a&— sr) HI — yrG—r "7 
und da, in Folge der gegebenen drei Gleichungen ber Eurven und der bei 
den Gleichungen (1), von den ſechs Größen x, y, x, Y, X, y" jede. fünf 
Functionen der ſechſten ſind; ſo differentiiren wir dieſen Ausdruck, indem 
wir nur eine von den ſechs Groͤßen, z. B. x, als unabhaͤngige Veraͤnder⸗ 


liche anſehen und den Differentialcoefficienten gleich Null ſetzen. Dies 
giebt uns 


waren G-NI+a-nN 
do Er NE G-NEre- NE 
—— ——— — — ——— —0. 
— — 
Da aber, in Folge ber Gleichungen (1) bie und * multiplicirenden 
Factoren berſchwin ten, ſo reducirt ſich dieſe richuns auf 
VI ———— —- —— "+6- 7) 
— H_— (2) 
Vy— rar) VG rar) 
Die vorher erwähnten fünf Gleichungen und die Gleichung (2) reichen im 


Allgemeinen bin, bie genannten ſechs Größen zu beftimmen, wodurch Die 
Aufgabe gelöft if. 


Bezeichnen wir die Winkel, welche bie beiben Normalen (1) und den 
jenigen, welchen bie Normale ber Eurve F(x,y) — 0 im Punfte xy mit 
der en bilden, der Reihe nach durch &, ß, a, fo haben wir 








vor an) syn ; — 


cOoOs cos 
und durch Subftitution biefer Ausbrüde für y—-y, y—y" und J ? in 
sie 
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„bie Sleichung (2) 


(sinacosa— cosasina)-+(sinfcosa—cosßsina) = 0, 


‚ oder sin(la—a)+-sin(d— a) = 0; alfo a—a = a—f, d. i. bie Win 


fel, welche bie Normalen (1) mit der Normale der Eurve F(x,y) =0 in 
dem gefuchten Punkte xy bilden, find einander gleich. ⸗ 

Wenn nicht die Summe der beiden genannten Normalen, ſondern die 
Summe der Producte, welche entſtehen, wenn jede derſelben mit einem con⸗ 
ſtanten Factor n’, n”’ multiplicirt wird, ein Maximum oder Minimum ſeyn 
ſoll; ſo iſt es der Ausdruck 

nV —, 
welcher bifferentiirt werben muß. Alsdann erhalten wir ſtatt ber Gleichung 
(2) die folgende 
" y d n 
N Iran} nor} 
—h —— — —_0 
Vo ran) GSP Far 
woraus fich, wenn wir bie Bedeutung von @, A u. a beibehalten, 
nsin(@a— a) +-n’sind—a) = 0, oder n sin(a—a) = = vwsina—f), 
ober auch 
ain(æ — a): sin(a—p) = n” 

ergiebt; 5. i. die Sinuffe der Winfel, welche bie Normalen (1) mit der 
Normale der Eurve F(x,y) = 0 in bem gefuchten Punkte xy bilden, ver: 
halten fi) wie bie gegebenen Factoren. 

Wenn die gegebenen Eurven A’ und B’ die im 49ften Lehrſatze ($. 102.) 
genannten Evolventen und bie Curve C bie bafelbft genannte brechende oder 


zurückwerfende Eurve ift, fo giebt es offenbar Fein Marimum oder Mi: 
nimum. 


Aufgabe [174]. Die Lage zweier geraden Kinien und eine Curve 
iff gegeben. Es foll an dieſer Eurve eine Tangente gezogen werden, 
fo Daß fie mit den beiden Geraden ein Dreieck bilder, deffen Slächenin: 
halt ein Maximum oder Minimum fey. 

Wir nehmen bie beiden Geraden zu Coorbinatenachien, und auf biefe 
bezogen fey die Gleichung der gegebenen Eurve 

F(x I y) — 0 . 
Die Gleichung ber Tangente in einem Punkte xy dieſer Eurbe A 
31 


$. 104. 





5. 104. 


uy= Fur) ' 
wenn t, u bie laufenden Eoorbinaten biefer Tangente bezeichnen. Für t=0 
finben wir ans dieſer Gleichung u = y—xS7 , und für u = 0 ehenfo 
dy N 
EX Iſt num m ber Winkel, welchen bie gegebenen @eraben 





einfchließen, fo ift der Inhalt des, von diefen Linien und der Tangente ge- 
bildeten, Dreiecks 


Differentiiren wir dieſen Ausdruck nach x, ergiebt ſich 


er en 


237 
di? 
Der Nenner biefes lebten Ausdrucke, gleich Null oder gleich o gefekt, 
giebt = —=0, oder = — ©, aber bieburdh ift fein Marimum ober 


Minimum der Dreiecke beftimmt, weil alsbann die Tangente der Abfeiffen: 
achfe ober der Orbdinatenachfe, d. i. einer ber gegebenen on parallel iſt. 


Der erſte Factor des Zaͤhlers, gleich Null geſetzt, giebt = I, wodurd 


fich die Gleichung der Tangente in u—_y = I(t— 3) oder u — * 


verwandelt; dieſe Tangente ginge alſo durch den Anfangspunkt der Coordi- 
naten und wuͤrde alſo mit den gegebenen Geraden ebenfalls kein Dreieck bil⸗ 


ben. Der zweite Jactor bes Zablere, gleich Null gefept, giebt RS—T, 
wodurch die Gleichung der Tangente in u-y= — It —y) oder in 


& tn 
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übergeht. Diefe Tangente fchneidet die Eoorbinatenachfen demnach in den 6. 104. 
Entfernungen‘ 2x und 2y vom Anfangspunfte der Coordinaten, und da x, y 
die Eoorbinaten bed Berührungspunftes find, fo ergiebt fich, daß dieſer letz⸗ 
tere Punkt der Halbirungspunft des, zwiſchen den gegebenen Geraden liegen: 
genden Stuͤckes der Tangente ift ($. 5. F. 6.). Um biefen Punkt zu fin 
den, braucht man nur aus der Gleichung Fix,y) =0 und aus ihrer Dif- 


ferentialgleichung, nachdem man darin — Z für 7 gefeßt hat, x und y 
zu entwickeln. 

Was ben dritten Sactor des Zählerd betrifft, fo deutet die Gleichung 

2 

I — 0 im Allgemeinen auf einen ausgezeichneten Punkt der gegebenen 
Curve, in welchen ein Uebergang ber Concavität zur Converität Statt fin- 
det. Ob die Tangente in einem folchen Punkte ein Marimum ober Mini: 
mum giebt, muß in jebem einzelnen Salle befonders unterfucht werden. 


Wenn’ die gegebene Eurve eine Hnperbel und die beiden Geraden ihre 
Aſymptoten find, fo eriftirt fein Marimum oder Minimum, was fid) aus 
$. 33. (Aufg. 53.) ober $. 95. (Aufg. 156.) ergiebt, ober auch gefunden 
würde, wenn man in der Differentialgleichung der auf ihre Afymptoten be: 
sogenen Hpperbel ($. 29. ©. 26) 

y=iarb) 
— für 3 fegte, wodurch man bie identiſche Gleichung —x-[+y = 0 
erhalten wuͤrde. 


Aufgabe [175]. Auf einer gegebenen Curve denjenigen Punkt zu 
beffimmen, der fo liegt, daß das Stüäd der Tangente in diefem Punkte, 
weldhes von zwei andern ebenfalls gegebenen Eurven begrenzt wird, 
ein Maximum oder Minimum fey. 

Es feyen | 
F&,)=0,(3) ; ga, y)=0,(4) ; ya',y)=0, (5) 
bie auf diefelben rechtwinkligen Achfen begogenen Gleichungen ber drei gege: 
benen Eurven. Die Gleichung der Tangente in einem Punkte xy der erfien 
Eurve iſt 


_. dy | | 
u —J — 7,2%) N (T) 
31 * 
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$. 104. wenn wir die laufenden Coorbinaten derſelben durch t u. u bezeichnen; und 
wenn x, y’ und x”, y” die Coordinaten der Durchfchnittspunfte diefer Tan 
sente mit den beiden andern Eurven bedeuten, fo haben wir, weil biefe Eoor; 
Binaten die Gleichung der Tangente befriedigen müffen, 


d ] ’ d n 
= Jan, 9); y-y=Ze@-9. (m 
Die Länge des zwiſchen den Punkten x'y’ und x’y" enthaltenen Stuͤckes ber 
Tangente ift aber | | 
(„—-y'? + — x 2 5 
und wenn wir dieſen Ausdruck nad) x bin rentiken, indem mir, in Folge 


der fünf Gleichungen (3 big 7), y', x, y', X und y als Functionen bie 
ſer Größe betrachten, und das Reſultat 1“ Ruf fegen, fo de ſich 


— ——— DENE =0. 


Differentüiren wir auch die Gleichungen (6) and (7) aus bemfelben Ge⸗ 
fichtepunfte, fo ergiebt fich 

dy dy\dx dy_n . (dr __dy\de 
(7 -2)E - - 95° ? ( -2)E @ 


di’ «d& 
und, wenn wir bie Ausdrücke von = f * welche wir aus dieſen Gleis 


chungen erhalten, in bie vorige , us en 


257 I=0; 


Nr Na NEN 


x 


dy dr my — 8 


un GE —— = “uam. en (ER — 


Die ſechs Gleichungen (3 bis 8) reichen im Allgemeinen hin, die ſechs Gro— 
en y’, x, y, x, y und x zu beflimmen, wodurch fobann die Aufgabe ges 
löft if. Wir bemerken hierbei noch Folgendes. Die Gleichung (8) wird 


2 
burch SI = 0 befriedigt; es kann daher, wenn bie Curve einen ange: 


zeichneten Punkt hat, für welchen = — 0 wird, biefer Punkt einer Der 
gefuchten feyn; ob dies wirklich der Fall ift, muß jebesmal befonderd unter: 
fucht werden. Divibirn wir die Gleichung (8) durch =I und fegen, zus 
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folge der Gleichungen 6 u 2), 2 =, in ben erſten Theil und — =, §. 104. 


in den zweiten Theil an bie Stelle von =, fo erhalten wir 


md 0 
NEN  IN-Ere 
, „d 1) ” " ’ ” 
-NE+E-n Nur) 


Sehen wir x’, y’, x" u. y” als conflante Größen und x u. y als laufende 
Eoordinaten an, fo drückt die legte Gleichung eine gerade Linie aus; ber 
Beruͤhrungspunkt xy der in Rede ftehenden größten oder Feinften Tangente 
ift alfo der Ducchfchnittspunft der beiden Geraden (T u. U), von welchen 
die erftere jene Tangente felbft ift und die leßtere auf folgende Weiſe bes 
flimmt werben fann. Da die Gleichung (U) befriedigt wird, wenn wir zu 
gleicher Zeit 


0-Nn-Ha-n=0 m G-n-Le-9=00) 


fegen, fo folgt, daß die Gerade (U) durch ben Durchfchnitt der beiden Li: 

nien geht, toelche durch dieſe legten Gleichungen ausgebrüdt werben. Diefe, 

aber find offenbar zwei Gerade, welche refpective durch bie Punkte x’y" und | 
x gehen, und die keſpective den Tangenten in den Punkten x'y’ und x”y" 

ber Eurven (4 u. 5) parallel find. Bringen wir bie Gleichung (U) auf 

bie Form 


| rer ————— 
(y-y”) I —yg Hx-x") ar Far 0 
dx’ de” 

und vergleichen fie mit 
j «—x') (u— y) — (y„— y') (t— x‘) j 

durch welche Sleichung wir die Verbindungslinie der Punkte x’y’ und x’y", 
oder, was daſſelbe ift, die Tangente im Punkte xy der Curve (3) ausbräf, 
fen können, fo ergiebt fih, daß jene Gerade (U) auf dieſer Tangente fenf 
recht fieht. Der Berührungspunft xy fälle demnach mit dem Sußpunfte 
bes Perpendikels zufammen, ber von dem Durchfchnitte der Geraden (9) auf 
die Verbindungslinie der Punkte x’y’ und x’y" gefällt wird. Da nun bie 
Seraden (9) mit den Tangenten in ben Yunften xy und x’y” ein Paral- 


% 








— 46 — 


6. 104. lelogramm bilden, von welchem bie Verbinbungslinie der Punkte x'y’ und 
x’y' eine Diagonale ift, fo koͤnnen wir das eben gefundene Reſultat folgen, 
dermaßen ausdrücken. 


Unter allen Tangenten einer gegebenen Curve C hat diejenige, auf wel: 
cher von zwei andern gegebenen Eurven C’, C’ bag größte ober kleinſte 
Stuͤck abgefchnitten wird, eine folche Lage, daß ber Berührungspunft ber 
Eurve C und ber Fußpunkt des Perpendifele, welcher von den Durchfchnitte 
der Tangenten an den Eurven C’, C” in ben Endpunften des genannten 
Stückes auf jene erſte Tangente herabgelaffen wird, zwei, in Beziehung auf 
den Halbirungspunft jenes Stückes, ſymmetriſch liegende Punkte find. 


Daß in befondern Fällen kein Marimum oder Minimum eriftire, braucht 
nicht weiter ertwähne zu werben. Ein Beifpiel eines ſolchen Falles ift in 
$. 95. (Aufg. 157.) enthalten. 


" $. 105. 

Aufgabe [176]. Es fey 
y x —=1 1 
| Erz a) 
die auf rechtwinkflige oder ſchiefwinklige Achfen bezogene Gleichung ei 
ner Eurve, in welcher a, B zwei willlärliche, durch die Gleichung 

—* de 

+ =] 2 

+ (2) 
mit einander verbundene, Eonftanten find, wo aber a, b gegebene Con 
fianten bezeichnen. Es foll die einbüllende Eurve aller diefer Curven 
(1) gefunden werden. 


Wir eliminiren 4 zwiſchen (1) und (2), indem wir dieſe Gleichungen 
auf die Form 
y" x” £” 21 


—1— 

ß a" > h” 
bringen, ſodann die erfte zur miten und bie zweite zur nten Potenz erheben, 
und die einzelnen Theile der refultirenden Gleichungen in einander multipli 


ciren; dies giebt 
Eee. 0 


— 7 — 
Wir bifferentiiren diefe Gleichung nach =, und erhalten 6. 105. 


SE 


eine Sleichung, bie fich von ſelbſt auf 


n 
x 





a” a 
rebucirt, woraus wir 


_r_ 
a=a — x r 


finden. Setzen wir dieſen Ausdruck in a fo ergiebt ſich 


m+n 


— Ge =) 











ober 
m+n m+n 
I _#’-—H#, | (4) 
patn „mtn 


wo die doppelten Vorzeichen nur dan gu nehmen find wenn m--n eine 





gerade Zahl ift. Segen wir — = p, fo haben wir flatt (4) 
pP p . 
Br —=]1 | (5) 
als Gleichung ber geſuchten Eurve. 
mn + 41 1 1 
Weil m+n =p, fd ift *7 oder z = —, und 


«8 geben alfo auch alle andern Surven, deren Gleichungen die Form (1) 
haben, biefelbe einhüllende Eurve, wenn nur in ber Gleichung (2) a und b 
biefelben Werthe behalten, und bie Summe ber reciprofen Werthe der Erpo- 


nenten m und n, dag ift, wenn +2 Diefelbe Größe ift. 
Wenn m-+-n = 0 ift, wenn alfo die Gleichungen (1) und (2) 
nz x b" a 


I ıL — 2.2 _ 
rn 1 und 7*7 1 (6) 
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6. 105. find, fo ift in der Gleichung (5) dag p = © , und dann brüdt fie feine 
Curve aus. An die Stelle der einhüllenden Curve tritt alddann ein Punfe, 
deffen Coordinaten a u. b find. Dies folgt daraus, daß bie obige Glei⸗ 

dung — — * aus welcher wir @ durch x ausdruͤckten, in — — — 

& a & 177 


übergeht und x = a giebt; und daß ſich bie Gleichung (3) dann auf I 


— 1 reducirt. Werm n außerdem eine gerade Zahl ift, fo treten vier Punkte 
an bie Stelle der einhüllenden Eurve, deren Coordinatn a u. Eb find. 


Der Raum geftattet ung nicht, die verfchiebenen Folgerungen, bie fich 
aus diefen Ergebniffen noch herleiten laffen, bier aufzuführen. Wir wollen 


nur noch bemerfen, daß, wenn 144 — 1 ift, alle Curven (1) eine ge 


meinfchaftliche Tangente haben. St. Bd. m=n=2, fo iſt die ein 
huͤllende Curve das Spftem von vier geraden Linien und ihre Gleichung 
+4. 
b a 
Hierauf laͤßt fich eine Löfung der Aufgabe gründen, in welcher verlangt 
wird, eine Ellipfe in ein gegebened Parallelogramm einzufchreiben, fo daß 
dad Verhaͤltniß oder das Product ihrer Achfen eine gegebene Größe babe. 
Ferner können wir noch anmerken, daß für m = 2 und n = 1 oder für 
m= 1 und n = 2,p = 3 ift, daß alfo bie einhüllende Eurve die Evo- 
Iute einer Ellipfe oder Hpperbel wird, je nachbem a und b von gleichen 
oder entgegengefeßten Zeichen find ($. 88. ©. 2, 4), und daß endlich, wenn 
a = b, die einhüllende Eurve bie im $. 95. (G. 19.) aufgefuchte ift. 


Dritte Abthbeilung 





Die Quadratur der Curven. 


$. 106. 

Aufgabe [177]. Die Bleidhung einer Eurve in rechtwinkligen 
oder febiefwinkligen Eoordinaten iſt gegeben. Es foll der Inhalt der 
Släche gefunden werden, weldhe von der Abfciffenachfe, zweien auf ders 
felben Seite diefer Achfe errichteten Urdinaten und Dem zZwifchen dies 
fen Ordinaten enthaltenen Bogen der Eurve begrenzt wird. 


Es fey MN bie gegebene Curve, Bb, Gg die beiden Orbinaten und 
BG der zwiſchen ihrien enthaltene Bogen ber Eurve, bie Abfciffe Ab = a, 
und Ag = a,. Wir errichten in irgend einem Punkte c der Abfciffenachfe, 
defien Abfciffe Ac = x fey, eine Ordinate Ce = y und nennen ben In⸗ 
halt des Flaͤchenſtuͤckes BbcC S, fo ift offenbar S eine Function von x, bie 
wir durch x beeichnen wollen. Nehmen wir einen dem Punkte C nahe 
liegenden Punkt C’ auf ber Eurve und ziehen die Drbinate Ce’, fo ift, 
wenn wir cc’ durch h bezeichnen, BhcC = y(x-H-h); alfo 

BbeC’— BbcC = CC = pax-H-h)—y() . 


Für ein gehörig kleines h und für alle Fleinern Werthe von h, ift aber ber 


Bogen CC’ durchaus conver ober durchaus concan gegen bie Abfciffenachfe, 
und die Drbdinaten nehmen von Ge bis C’c’ fortwährend zu ober fortwaͤh⸗ 
rend ab. Daher ift, für ein folches b, das Flaͤchenſtuͤck cC'C>ceD'C und 
ceC’C<ccC'D, oder, da Parallelogramm ceD’C = Cc.cc'.sina = yhsin« 
und Parallelogramm cc’C’D = C’d’ cc’ ‚sine = yhsinc, wenn wir naͤm⸗ 
lich Ce’ durch y’ und den Eoorbinatenwinfel durch «@ bezeichnen, 

| yhsina < p(x-H-h)—g(x) , 

yhsin« > p&x-b)—o(). 

Da nun nach dem Taylor'ichen Sage, 


ds, ‚ds 
px-+-h)— (x) = ++ eu, 


Big. 68. 
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gig. 69. 


Sig. 30. 
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Wir haben 
Syds = S1—s)dı x—ix, 
und da im gegenwärtigen Sale a, — O, 2, —=a ft, für den gefuchten 
Flaͤcheninhalt 
Syd = (1—la)a. 

Diefe Formel drückt, wenn Aa — a iſt, das Flaͤchenſtuͤck AabB vollſtaͤn⸗ 
big aus. MIN man das Flaͤchenſtuͤck AcB ausdrüden, fo muß man bie 
Länge von Ac für a fegen. Nun if, im Punfec, y= 0, und für 
y= 0, in Folge der gegebenen Gleichung, x = El, alfo die Länge von 
Ac = 1; fomit ift das Flaͤchenſtuͤkf AcB = }. Will man aber das Flaͤ⸗ 
chenftüct ABc/cc beftimmen, und tft 5 ®. Aa = 2, fo darf man in ben 
obigen Ausdruc nicht a = 2 ſetzen, — dies würde fir den gu fuchenden 
Slächeninhalt — geben —, fondern man muß den inhalt von cha be 
rechnen. und ihn zu dem gefundenen inhalt von AcB ohne Ruͤckſicht auf das 
Vorzeichen hinzufügen. Wir haben aber 
Ba = RA 24-144, 
und daher 

ABchac = 244 = 2. 


§. 107. 
Aufgabe [178]. Den Inhalt des Slächenftäds zu finden, welches 
von der Durch die Bleichung 
20000y = x‘ — 251x’-+20170x? — 566400x -+ 3888000 
($. 56. ©. 3) ausgedrädten Curve, von dem Punkte S bis zum Punfte 
S” genommen, und von der Abſciſſenachſe begrenzt iſt. 
Wir haben hier 
Sydk = zinfix xt +" - 283200x°-4-3888000x} . 
Da x für die Punkte, in welden die Curve die Abſciſſenachſe ſchneidet, bie 
Werthe 10 ; 40 ; 81 ; 120 hat, fo müffen wir bag gefundene Integral 
von 10 big 40; von 40 bis 81 und von 81 bis 120 nehmen. Fuͤhren 
wir die Rechnung aus, fo ergeben fich diefe drei beftinmten Integrale re: 
fpective gleich — 1207,125; -+-1677,480; —2744,146; und zählen wir 
dieſe Werthe ohne Ruͤckſicht auf ihre Vorzeichen zufammen, fo haben wir ben 
gefüchten Slächeninhalt gleich 
5628,751 . 
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Aufgabe [179]. Den Slächeninbalt eines Parabelftüdes zu finden, $. 107. 
welches von einem Bogen diefer Eurve und feiner Sehne begrenzt 
wird. 


Es fen die Tangente im Scheitel der Parabel die Abſciſſenachſe, und 
die Achſe der Curve die Ordinatenachſe, alſo 
py = | 
die Gleichung ber Parabel. Ferner feyen x,, Jı und x,, y, bie Coordina⸗ 
ten ber Enbpunfte des Bogens. Nun ift 


Jık = de = = Ic ’ (1) 
. # 
daher 
8 
| ol Ay. 8 
und weil x}. = pys 
Sık= (3) 


Der Zlächeninhalt von AP,P,N, ift daher gleich 3. AM,P,N, , alfo Bu 70. 
AP,P,M, = 3.AM,P;N,. Solglih Segment AP ıP, = MP,N,— 
AP,P,N, = !AM,P,N, —1AM,P;N, = !AM,P;N, . 

Menn alfo ein Endpunkt des Bogens in dem Durchichnitte ber Achfe 
mit der Parabel (dem Scheitel) liegt, fo ift bad Segment dem fechften 
Theile des Rechtecks gleich, welches unter der Abfeiffe und Ordinate des. 
andern Endpunftes enthalten if. 

Wenn feiner ber beiden Endpunkte bes Bogens im Scheitel ber Para: 
bei liegt, fo findet fich, indem man die Tangente in einem biefer Endpunfte 
zur Abfciffenachfe und den durch benfelben Punkt gehenden Durchmeffer zur 
Drbinatenachfe nimmt, ganz auf diefelbe Weite, daß das Segment dem fech- 
fin Theile des Parallelogramms gleich ift, welches unter der Abfcifie 
und Ordinate be andern Enbpunftes enthalten. 


Es laͤßt fich aber auch der Inhalt des Segments noch auf andere 
Weiſe ausdruͤcken. Wir finden aus (1) den Zlächeninhalt 


— fa — y— _& +XıX% FH 
N,P,OP,N, = Se yd = a - 


und wenn wir dieſen von dem Trapez N,PıP,N, — V« * — 


6. 107. 
Sig. 70. 
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— 67 x). - x 
= — —— abziehen, 


Segment P,OP, = 5 — X)” » (4) 


Diefer Ausdruck zeige und, daß, wenn bie Differenz ber Abfeiflen, 
nämlih x, —x,, conſtant ift, auch dag Segment eine unveränberliche Größe 
bat, bie Abfeiffen x,, x, felbft feyen welche man will. 


Wir können biefe Aufgabe nicht verlaffen, ohne noch einige Folgerun⸗ 
gen zu machen, bie fi) aus dem Ausdruck (4) unmittelbar ergeben. 
Stellen wir uns ein Polygon von irgend einer Anzahl Seiten vor, 
welches in einer Parabel eingefchrieben if. Es feyen x, , Zar Xay ---x, bie 
Abfeiffe der Eckpunkte, wie fie der Größe nach auf einander folgen; es ſeyen 
Pır Par Par ---P, diefe Eckpunkte, und s,, 527 Say +. 5, bie Segmente auf 
ben Sehnen pıPa, PaPsr PaPsr ---P,Pı - Alsdann haben wir nad) (4) 
u2—x, = (6p)is,t 
„II = (6p)is,* 
nos = (6p)is,} 


x—r = (6p}is_ N}, 
und durch Addition 
-u= (6p)Ffsirs;! +. - 
Serner aber 
I = (6p)!s,t 3 

alfo 

ER SE An SM Zn SUN .... 27 SE Ze (5) 
d. i. die Eubifwurzel des Segments auf der größten Seite 
eines in einer Parabel eingefchriebenen Polygons ift ber 
Summe ber Eubifwurgeln der Segmente auf den übrigen 
Seiten gleid. | 

Nehmen wir nun an, daß die Differenz je zweier auf einander folgen 
der Abſciſſen conftant, bag alſo x, —x = u mn =. =ı,.—x_ iſt, 
fo haben wr u, =, = ss =. = ee alfo nach (5) 

st=(n—]lst oder s = (n—1)s - 

. Es 
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Es befteht aber das Segment s, offenbar aus dem eingefchriebenen Poly: 8. 107. 
gone, das wir P nennen wollen, und aus ber Summe aller übrigen Seg⸗ 
mente, fo daß 
s = P-+(an—)s, 
if. Multipliciren wir diefe Gleichung mit (a —1)?, und siehen die vorher 
gefundene von dem Producte ab, fo bleibt 
| fa— 1)? —1}s, = (n—1}’P 
ober 
_ . a—1)? 
— a-p— 
und bierin ift der etgende Sab enthalten: 
Wenn man eine Schne einer Parabel in m gleiche Theile 
theilt, und durch die Theilungspunfte m Gerabe der Achfe pa» 
rallel ziehe, fo beſtimmen die Durchfchnitte diefer Geraden 
mit der Eurve und die Enbpunfte der Sehne ein Polygon P 
von (m+1) Seiten, welches mit bem Segment S auf ber Sehne 
in der Relation 


PB, 


ſtehet. 
Für m = 2 ift P ein Dreieck und S = 3P, welches ber bekannte, 
fhon von Archimed gefundene, Sat iſt. 


108. 

Wenn (m-+-1) Punkte einer parabolifchen Linie mten Grades gegeben 
find, fo ift dieſe Curve völlig beſtimmt ($. 56.); es iſt daher auch dag 
Slächenftück, welches von ber Abfeiffenachfe, den Drbinaten des erften und 
legten jener Punkte und von ber Eurve begrenzt wird, ebenfalls durch dieſe 
Punkte beſtimmt. Wir wollen, der Einfachheit wegen, annehmen, die (m+1) 
Punkte der Eurve haben eine folche Lage, daß ihre Drbinaten gleich weit 
von einander entfernt find; dann ſtellt fich ung die 


Aufgabe [180]. Den Inhalt des Slächenftäd’s, welches von eis 
ner parabolifchen Curve mten Brades, zweien Ordinaten und der Abs 
feiffenachfe eingefchloffen wird, vermittelft diefer beiden Ordinaten und 
(m —1) dazwifchen liegender, gleich weit von einander entfernter Ordi⸗ 
naten der Curve auszudrüden. 30 


6. 108. 
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Wir werden annehmen, daß die Coordinaten rechtwinklig ſeyen, und bie 
beiden Grenzordinaten durch yo, y„ , die zugehörigen Abſciſſen aber durch 
Xp Xo-t-h bezeichnen. Ferner wollen wir, ber Kürze wegen, bie Werthe, 


dy d’y d?° 
welche Zızıza etc. für x = x, befommen, durch p,q,r, etc. 


beseichnen. 

J. &fym=2, fo ift die Curve eine Binie zweiten Grades, und wir 
haben überhaupt 3 Orbinaten yo, Yır Ya, denen die Abſciſſen x., xo-4-4h, 
x,-t+-h entfprechen. Es find ferner, ba y eine ganze rationale Function zwei⸗ 
ten Grades if, r und alle folgenden Differentialcoefficienten gleich Null. 
Daher haben wir 

Yo — Yo ı 
h? 
Y=ytpPzt3T ı 
yı.= Yytph+igb . 
Segen wir nun den gefuchten Slächeninhalt 
S = Ay+Byı+Cy: ı 


wo A, B u. C noch zu beftimmende Coefficienten bebeuten, fo erhalten wir 
durch Subftitution ber A eben angegebenen Ausbrücke 


= y +iB ph +3Bgh?. 
+1C 


Andererfeitd * 5* —— und, nach einem bekannten Satze, 


Sy = yet ip’, 


Segen wir bie Eoefficienten von yo, p und q in beiden Ausbräden ein 
anber gleich, fo kommt 


qh? . 


A+-B+C=h, 
B+2C=h, 
B+4C =; 
Aus diefen Gleichungen” finden wir leicht C= !h; B=3h, A=Hh, 
und folglich. ift 
Ss =ıhly+4yı ty} - 


1. Es ſey m = 3, alfo bie Eurve eine Linie dritten Grades: Wir 
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haben nun, auf ähnliche Weife wie in J., 2. $. 108. 
y=Y1ı a 1 
. 1 
nentrgtHagtagg 


2h 4h? 1 „sh 
Js — y+tpz+345 9 +33 u 927 t 


y=yorphrigb tagen. 
und wenn wir | 
S = Ay,-+By,-+Cy,+Dy; 
feßen, nach derfelben Art wie oben, die Gleichungen 
A+-B+ C+D= h, 
, B-+2C-+-3D = $h, 
B-+4C-+-9D = 3h, 
B-+8C+427D = Th, 
und aus bieſen, durch ſucceſſive Subtraction, nach einander 
D ib, C 3h, B 3h, A=hh, 
unb fomit 
’ s= a Wet3yı+3yrh7.} 

IT. Auf diefe Weife können wir fortfahren, Die Ausdruͤcke von S für 
größere Werthe von m aufsufuchen. Wir fesen die Nefultate der Berech- 
nungen bis gu m == 9 hierher, indem wir durch S,, Sar---S, die Ausdrücke 
bezeichnen, welche mit h multiplicirt, die Slächenftücke unter den parabell 
fchen Linien Zten, Iten, ...Iten Grades geben: 


= (Yotya)t 3(yıtya) 
%0S,= 70 32(yıtys)+t 125; 
2885,= 1Xyotyı)r Tyıty)+ 50(ystys) 
8405,= Allyaty)r 216(yıty,)+ 27(ysty.)+ 272% 
172808,= 75l(yty.)+ 357(yı4ye)+1323(yty,)+ 298KyHy 0) 
283505,= 98Xy+y.)+ 5888(y14y1)- 928&(yatys)+10496(ys+y,)—4540y, 
896008,=2857(yoHyı)H15741y 4 1080@EH 7719344 GEHTS): 


Diefe Formeln dürfen, wie die allgemeine Sormel der Quadratur 
($% 106. 8. 5.) nur Dann angetvendet werden, wenn bie Curve die Ab; 
32 * 
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$. 108. feiffenachfe nicht innerhalb der Grengen von = bis x— +h 
fchneiber. | 
6. 10. 


Das Slächenftück, welches von dem Bogen einer parabolifcyen Linie 
ungeraben Grades, den Drbinaten feiner Enbpunfte und ber Abfeiffenachfe 
. begrenzt wird, kann aber auch durch halb fo viel Ordinaten ale wir im 
vorigen Paragraphen angegeben haben, ausgebrückt werben, wenn biefe Or: 
dinaten gehörig ausgewaͤhlt find. Wenn nämlich die parabolifche Linie vom 
(Zn -+-Y)ten Grade ift, und h den Abftand der beiden Grenz: DOrbinaten 
bezeichnet, fo giebt es (m-+-1) Punkte auf dem genannten Bogen der Curve, 
die eine folche Lage haben, daß, wenn man ihre Drdinaten mit gewiſſen 
Zahlencoefficienten multiplicirt, das Product der Summe der auf biefe Weife 
gebildeten Reihe in h dem Inhalte des genannten Flaͤchenſtuͤcks gleich iſt. 
Ehe wir zur Beſtimmung biefer Punkte und der genannten Zahlencoefficiens 
ten fchreiten, wollen wir auf eine fich hieraus ergebende merkwürdige Eigen- 
ſchaft parabolifcher Linien aufmerffam machen. Da nämlich durd) (m-4-1) 
Punkte ungählig viele parabolifche Einien (2m-+-I)ten Grades gelegt wer: 
den fönnen, und bie Abfciffen der vorher genannten (m-+-1) Punkte, fo wie 
die Zahlencoefficienten der Drbinaten nur von den beiden Größen hu. m 
abhängen, wie fich nachher zeigen wird; fo folgt, daß, wenn man auf einer 
geraden Linie (m-+-1) Punfte in gewiſſen Abftänden (die von der Zahl m 
und der Länge h jener Geraden abhängen) befiimmt, in diefen Punkten 
Senfrechte errichtet und auf einer jeben berfelben einen Punkt beliebig an: 
nimmt, alle Bogen parabolifcher Einien vom (2m-+-I)ten oder von einem 
niedrigern Grade, twelche durch die zulegt genannten Punkte gelegt werben 
fönnen, mit der gegebenen Geraden und ben beiden Ordinaten in ihren Enb- 
punkten Flächenftücke begrenzen, die immer benfelben inhalt haben. Die 
parabolifche Linie Iften Grades, d. 1. bie gerade Linie, mag als Beifpiel 
dienen. Fuͤr fe ft mufl=1, dpm = 0 md m+rl=1; & 
giebt demnach einen Punkt von ber angegebenen Befchaffenheit für gerade 
£inien; und in der That, errichtet man in dem Halbirungspunft q einer ges 
gebenen Grundlinie h eine Senfrechte, nimmt auf berfelben einen beliebigen 
Punkt p an, und lege durch p verfchiebene gerade Linien, fo fehließen biefe 
Geraden, mit der Grundlinie hund ben Senfrechten in den Endpunften ber 
letztern, Paralleltrapeze ein, deren Slächeninhalt gleich, nämlich h.pq, iſt. 
Wenn m-F1 eine ungerade Zahl ift, fo flieht eine von den genannten 
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(m-+1) Hrdinaten im Halbirungspunfte von h; wenn aber mI eine 6. 109. 
gerade Zahl ift, fo findet dies nicht Statt. Die Abfeiffen von m jener Or⸗ 
dinaten find, wenn der Halbirungspunft von h zum Anfangspunfte genoms 
men wird, zu zwei und zwei einander gleich und entgegengefegt; die Zahlen: 
coefficienten ber gleich weit von dieſem Halbirungepunfte entfernten Orbinaten 
aber find gleich. Bezeichnen wir die Ordinate im Halbirungspunfte von h, 
den wir zum Anfangspunkte der Abfeiffen nehmen tollen, durch y, und zwei 
gleich weit vom Anfangspunkte entfernte Ordinaten dur) y,, J., fo ift der 
in Rede ſtehende Slächeninhalt 
Ss =hfduy raus ty) tag ete, (1) 
wo 2u,, Kır Ha, etc. die genannten Zahlencoeffisienten bebeuten, welche, 
fo wie die Abfeiffen, die zu Yır Yar Ya etc, Yır Yar Ys etc. gehören, 
und die wir durch mih, n.h, nsh etc., —nıh, —n.h, —n,h etc. bes 
zeichnen wollen, beftimmt werben müflen. 
Aufgabe [181]. Die 3ablencoefficienten „ und n für parabolifche 
Linien 3ten, Bten und Tten Brades zu beflimmen. 
I. Die Gleichung einer parabolifchen Linie dritten Grades ift 
yz= 3,#+3aX+322”+3% . 
Daraus erhalten wir . 
Sy = ax-r1a, x? Faꝓxꝰ P la, x“, 
und, weil der Anfangspunft der Coordinaten im NHalbirungspunfte von h 
liegt N) 
Ss = Sy = hierin}. 
Im gegentoärtigen Salle haben wir 2Zm--1 = 3, alfo m = '1 und 
mi = 2, fo daß auch, nah (1), 
S= hiuyıty)t ' 
wo zu, und die Abfeiffen n,h u. —n,h von y, und y’, zu beftimmen find. 
Die Gleichung der Eurve giebt ung, für die fo eben genannten Abſciſſen, 
yı = as t+a0ıh+a,n?h?’-+a,n?h? , 
yı = %,—an,h-+a,n2h?—a,n#h® , 
und bie Subftitution diefer Werthe in den legten Ausdruck von S 
S = 2u,hfa,+a,n?h’} . 
Sol nun, wie es die Aufgabe erheifcht, diefer Ausdruck mit dem, durch 
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$. 109. integration gefundenen, für jeden Werth von h, a,, Aı, a, U. a, überein 
fimmen, fo muß 


2u, = 1 es | 
woraus wir 
m=!: ; 2, =V, = 0288675134594 
erhalten. - 


I. Die Gleichung einer parabolifchen Linie fünften Grades ift 
y= tax Paꝓxꝰ rar -+axt rar . 
Daraus erhalten wir 
JSJ%& = ar tar Harn’ Hari Harrer, 
und fomit 
SSH ya = ati. aha . 


Im gegenwärtigen Sale ift 2Zm-1 = 5; alp m=2 md m+l1=3; 
demnach . 
SsS= hf2u,y Fu (yı ty’ M 
wo 10, A. und die Abfeiffen n,h und —n,h von yr u. y’, zu beſtimmen 
find: Die Gleichung der Eurve giebt, für die Abfciffen n,h, 0 und —n.b, 
yı = 9, +annıh Fan ?h?-Fa,n?h’-Fa,n!h'-Fa,n!h®, 
Jo — ao / 
yı = 0 —anıh+a.n?h?’—a,n?h’-+-a,nh‘— a,n!h®, 
- amd bie Subftitution diefer Werthe in den legten Ausdruck von S 
S= 2b) (u Ful)a Fun) ah’ -+- un, a,h*} . 
Sol dieſer Ausdruck mit dem durch Integration ‚ gefundenen identiſch feyn, 
ſo muß 
1 1 
(ur) =1 ; 2un) = 3.53 ; Zu, = 15 


Dividiren wir die letzte Gleichung durch die vorletzte, fo erhalten wir n 
5* 0,15; und vermittelt Diefes Werthes aus der zweiten Gleichung 
Un = 15; ſodann aus der erfien u, = 5. Demnach iſt | 
u — 3; m—=%& ; n = 0,83872983346207 . | 
II. Die Gleichung einer parabolifchen Linie fiebenten Grades tft 
y= tax tax +32 Fax rar para . 


Daran erhalten wir 
Sy = ax tja 3a Hart art ar ar a0? 5 
und fomit 
1 1 
8 = Ss" Pyd = hfa,-+3- ua’ +5. Zuauh‘ +4. ad}. 


Im gegentodrtigen Galle if 2m +1 = 7; alſo m=3 und m+1=4; 


Ss hury Hy) + r+yD} / 

wo 1, U. 1 und die Abſciſſen nin, n.b, —n,h, —n.h von Yır Yaı Yır 
Ya, zu beflimmen find. Die Gleichung der Eurve giebt‘ 

yı = 9 Fa1ıh + an? h’-+asn?h’-r....-+an/h? , 

yı = %—anh+an?h’—a,n!h’-+....—an/h” , 

y = +anh-Fa,02h?-+a,02h’+....+a,nh? , 

yı = 9 —an.h +a,n2h?— a,n2h’-F....—a,0,h? ; 
und die Subftitution diefer Ausdrücke in denjenigen von S 
SZ ta Henn) Knntrans)achHauntranz)ach}. 
Sol ee Ausdruck mit dem durch Integration gefundenen ibentifch feyn, 
fo mu 
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24 +) = 1 
un run?) =}. 


Kunitmaf) = (0) 


—— 


Aun-Hn) = 4.5 ’ 


feyn. Um nun aus biefen vier Gleichungen bie vier Größen pı, ka, Dı 
und n, zu entwickeln, verfahren wir folgendermaßen. Wir addiren bie erfte, 
ice und dritte &leichung, nachdem wir die erfte mit A und bie zweite 
mit B multiplicirt haben; addiren ferner die zweite, dritte und vierte Gleis 
hung, nachdem wir Die zweite mit A und bie dritte mit B multiplicire. 
Dies giebt ung 

1 


XA+-Bo? nr 2(A+-Bo)-Hns)u, = Kerr 5 


2(A +Bn?-+n nu, +2(A+Bn?-+nS)nPu, — lat. gt 2); 3 
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F. 109. und fegen wir jetzt 


A+rBo?’ rn! =0 ; A+Boirn! =0; (#) 
fo rebuciren fich die beiben erhaltenen Gleichungen auf 
1 1 1 1 
A-+4. Pt3% =0 3 3At3. Z„B+7. 2 = 0; (7) 


und u, ii find eliminirt. Statt nun A und B aus den Gleichungen (P) 
su entwickeln, und ihre Werthe in die Gleichungen (y) zu fubftituiren, koͤn⸗ 
nen wir au) A und B aus den Gleichungen (y) entwiceln und ihre 
Werthe in bie Gleichungen (40) ſubſtituiren. Dieſe letzte Entwickelung giebt 
A — 5 und B= —S; und durch Subſtitution dieſer Werthe in bie 
Gleichungen (P) erhalten wir zwei übereinftimmende Gleichungen, fo ba 
wir für nẽ biefelben beiden Werthe als für n? baraug ziehen. Nun fann 
aber n, nicht gleich .n, feyn, weil dies, tie leicht einzufehen, den Gleichun⸗ 
gen (a) widerfpricht; e8 muß alfo, wenn einer der beiden Werthe für n? 


gefeßt toird, ber andere für nz. genommen werden. Die Gleichung in n, 


oder n, ift, wenn wir bie Zeiger tweglaffen, 
n"— 0° +5 =0,. 
und daraus ergiebt fich 
= 4(3V48) = (340,3) 

Wir haben demnach 

| n, = 0,430 568 155 797 
n, = 0,169 990 521 792 
und daraus finden wir, vermittelft der beiden erften Gleichungen (=) 


. Ai =:0/173 927 422 569 
u, = 0,326 072577431 . 


Auf diefelbe Weife, wie in ber Löfung ber letzten Aufgabe, könnte man 
für parabolifche Linien von einem höhern Grabe als dem fiebenten bie Ab: 
feiffen nıh, n.h, neh etc. und bie Coefficienten po, KHır Ua; fs etc. be: 
fimmen. Man würde aber babei nicht nur, umn zu beftimmen, eine Glei⸗ 
chung von einem höhern Grade aufsnlöfen haben, fondern es würde auch 
daraus eine bedeutende Schtwierigfeit entftehen, daß die Naͤherungswerthe für 
n, die man durch Auflöfung jener numerifchen Gleichung gefunden hätte, 
noch zur Beflimmung von fo, Hır Kar u. fe w. gebraucht werben, unb 
dazu, wenn auch nur eine geringe Genauigfeit gefordert wäre, auf fehr viele 
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Decimalftellen berechnet werben müßten. So z. B. würde man für m 6, 6. 109. 
d. i. für eine parabolifche Linie 13 ten Grades, zwar nur eine viergliedrige 
Gleichung von der Form 

A-+-Bn?’-+-Cn'!-+-n =0, 
wo A, B u. C beftimmte Zahlen find, aufzulöfen haben, aber «8 wären, 
aus den drei für nm? aufgefundenen Werthen, auch noch die Werthe von n“, 
n°, bis nie zu bilden, um zo, m u. ſ. w. zu entwideln. Da nun von 
ben in Rede fiehenden Formeln für die Duadratur parabolifcher Linien eine 
nügliche Anwendung auf die aprorimative Duadratur anderer Curven ge 
macht werden kann, fo hat Hr. Gauß bie in Rede ſtehenden Größen nach 
. einer andern Methode berechnet *). Wir können nur die Nefultate dieſer 
Berechnung bier twiebergeben. 

Wenn S, wie vorher, ben Slächeninhalt bezeichnet, Yır Yar Ys/ u. ſ. w. 
die den Abfeiffen x-F-n,h, xFn.h, x-Fn;h, u. ſ. w. entfprechende Ordi⸗ 
naten bedeuten, wo h der Unterſchied ber Abſciſſen der Endpunfte des pas 
rabolifchen Bogens ift, fo hat man: 


8 ———— 
und es iſt: 

I. Fuͤr m — 1, oder zwei Ordinaten 
n, 0,211324 865 405 187 
n, = 06,788675 134594 813 
a=,=ı. 

U. Fuͤr m = 2, oder drei Orbinaten 
n, = 0,112701 665379258 


n, = 0,5 

„= 0,887.298334 620 742 
a = 0 = vs 

a =$. 


Für m = 3, oder vier Drbinaten 
n, = 0,069 431844 202975 
n, = 0,330 009 478207568 
2, — 0,669 990521792432 
n, = 0,930568 155 797 025 


*) Comment. societ. gotting, Vol. Ill. ad A. 1814—15 (1816). 
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a, = a, = 0,173927 422568728 ; Iog«, — 0,2403680612— 1 

= a, = 0,3% 072577431272 ; loga, — 0513314274 —1. 
. Gür m = 4, ober fünf Orbinaten 

n, = 0,046910077030 668 

n, = 0,230 765344 947158 


D, = 0,5 
n, = 0,769234 655 052 842 
n, = 0,953089 922969332. 


0 


— 
Os 


a, = 0,118463442528095 ; Iga, = — 0,073551 310 —1 
a, = 0,239314335249683 ; Ioge, — 0,378968742 — 1 
3 — 0,2341444444 44444 ; loga, —= 0,453997 4559 — 1 


V. Fuͤr m = 5, oder ſechs Orbinaten 
2, = 0,033765 242898 424 
n, = 0,169395 306 766 868 
n, = 0,380 6% 406 958 402 
n, = 0,619309593 041 598 
n, = 0,830 604 693 233 132 
n, = 0,966 234 757 101576 
a, = a, = 0,085662246189585 ; log, — 0,932789 4580 — 2 
a, = a, = 0,180380 786524069 ; loga, = 0,256190 2763 —1 
a, = a, = 0,233 956 967 286345 ; logo, —= 0369135 831 — 1 
VL $ür m = 6, oder fieben Orbinaten 
n, = 0,025 446 043828 620 


n, = 0,129 234 407 200 303 
n, = 0,297077424311 302 


= 0,974553956 171380 
— ao, = 0,064742483084435 ; Ioga, — 0,8111893529 — 2 
eo, = a, — 0139852695 744638 ; Ioga, — 0,1456708421 —1 
— a, = 0,190915025252560 ; loga, — 0,2808401093— 1 
eo, =2% = 0,208979591836735 ; oga, — 0,3201038766 -1 


Die Werthe von « in I, II. und III. ftimmen, wie man fieht, mit den in 
der vorigen Aufgabe für u gefunbenen überein, unb diejenigen von n ergeben 
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fich,- wenn wir bie in ber Aufgabe gefundenen u 0,5 abdiren und von 0,5 6. 108, 
fubtrahiren, wie dies auch feyn muß. 


§. 110. 
Aufgabe [182]. Den Slächeninbalt eines elliptifchen und eines 
byperbolifchen Sectors zu finden, wenn die Spige im Mittelpunfte der - 
Eurve liegt. 


L. Es ſey 
Ay’ bb = 0 ober y—= Visa 


die Gleichung einer gegebenen Ellipfe in rechewinklicen Coordinaten, deren 
Anfangspunkt in einem Scheitel der groͤßern Achſe liegt. 
Nun 


M —— 2 — — E—— = 1,92 3x 3?4 2 are( cos = *2) 
welches eintrat für x 0 verfchwindet und fomit den Slächenraum APO Sis. 23. 
ausdruͤckt. Zählen wir den Inhalt des Dreieds CPQ = —— = 


> ya hinzu, fo erhalten wir ben Inhalt des Sectors 
’ ab — 
ACP = 5 arc(cos == >) ‚? 
oder auch, da arc( cos =— = are(sih = — )= arc( sin = 7) , 


ACP = = arc(sin = 7) . 





2 
Sehen wir x = a und y = b, fo ergiebt fich der vierte Theil der Ellipſe 
ACB = *, 
und alfo für den Inhalt der ganzen Ellipfe der Ausdruck abr . 
I. Es ſey. | ‘ 


aay? —b’r?— 2abr = 0 0er y—= 2 2ax-}-x? 


bie Gleichung einer gegebenen Hpperbel in rechtwinkligen Coorbinaten, deren 
Anfangspunfe in einem Scheitel der Hauptachfe liegt. 
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Nun ift 


— = ZVert.d = le Vier — 


2 u— 





Sig. 24. welches Integral für x = 0 verſchwindet, und das ſomit den Flaͤchenraum 


Sig. 71. 


APQ ausdrüdt. Ziehen wir diefen Ausdruck von demjenigen für das 
Dreieck CPQ = * y= Vier -+ı? ab, fo erhalten wir ben Sin: 
halt des Sectors 








ACP — © log V2ax-+-x? V2axttz 
Ylax + —ı —< 
Diefem Ausdruck kann man noch verfchiebene andere Sormen geben. Segen 


wir z. B. Ey für V2ax-+>x?, fo verwandelt er fich in = log-- + 


oder, wenn wir Bähle und Nenner mit Kal multipliciren, in 
(ay-+bx)? (ay-+bx)? 
3 los‘ 2a pi 3 5 los ab 
Rechnen wir aber die Abfeiffen vom Mittelpunfte an, und feßen daher x—a 
für x in “ gefundenen Ausdruck, fo vnwanden er ſich in 
latr a’ t(—a) _ Vx+a-+-Vxı—a 
nn = ne } 
A: _ 2? —(ai—a) Vsa-—-Vı—a 


oder, wenn wir Zähler und Nenner mit Vx® — a? (x — a) multipliciren, 
, ab V?— a? — 
in ————— oder auch, wenn wir Ey für Vz? —a? fegen, in 


ab, ay-+-bx 
> Ya 


II. Es ſey 











xy a) 
die Gleichung einer gegebenen, auf ihre Aſymptoten bezogenen, Hyperbel 
(§. 29. G. 26). Nun iſt, wenn wir (a? hꝰ) durch q? bezeichnen, 
sina/ydı = eina.gf de = sina.g’logx . 
Der Inhalt des Flaͤchenſtuͤckes N,P,P,N, ift daher, wenn CN, = x, unt 


CN, = Xı 


— 50 — 


sina.g’(logx, —logx,) ode sin. glg 


wo « den Aſymptotenwinkel bezeichnet. 
Nehmen wir ſtatt der natuͤrlichen Logarithmen diejenigen, deren Mobut 
gleich sin ift, und bezeichnen dieſe durch Log., fo haben wir 


N,P,P,N, = Tog 


Sür ben Sector P,CP, gilt aber berfelbe Yustrud; denn es ift offen 
bar P,CPR, = P,CN, +P,ıN.N.P,—P,CN,, P,ACN, = ix,y, sine unb 


2 
+ (in Solge der 





2 
P,CN, = ix,y,sina; aber auch zıyı = sy = - 
Gleichung der Eurve); alfo | 
P,CP, = P,N,N,P, = g’Tog = . 
1 


Um den Sector ACP, zu finden, haben wir x, = AB = Warrb’—gq 
($ 29. Aufg. 44.) zu fegen, und wir erhalten dann 


ACP, = og . 


Aufgabe [183]. Es follen nachbenannte Curven quadrirt werden. 


I. Die Eiffoibe. 
Aus der Gleichung dieſer Eurve ($. 59. ©. 8) erhalten wir 


alfo 


3 — 2 e 
xdx = (= = x+30 Var are|cos — *) . 
Vx-xr? 4 c 





Diefes integral verſchwindet für x = 0. Wir finden daraus 
Sy = ind‘. 
Der Slächenraum zwifchen der Curve, ihrer Afymptote auf einer jeden Seite 


der Abfciffenachfe ift daher Irc?; der gefammte Flächenraum zwifchen der . 


Eurve und Afpınptote alfo Zrc?, ober, wenn wir, wie in ber 96 ſten Auf: 
gabe, c = 2a feßen, Ira*, folglich dem dreifachen Kreife gleich, deſſen Nas 
dius a iſt. 

II. Die Conchoide. 


$. 110. 





Fig. 36. 
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6. 110. Nehmen wir bie Gerabe GG’ zur Orbinatenachfe und bie durch den 
Sig. 37. Punkt A gezogene Senfrechte zur Abfeiffenachfe, fo verwandelt fich die Gleis 
chung (6) des $. 60., indem wir nämlich x für y-b und y für x fegen, in 
[a+b’H Ye =afarb? 


woraus 
y= „tr aꝰ — x? 
folgt. Daher iſt 
sd = nt: Va— zZ ablog tt X —E +-jatare( ein * DL 
alſo 





+ Vet, 
Fordern EEE Yelin=3), 
ober auch, ba In—arc( sin — 2) — are(cos — =) if, 


3 — 
JS. ydx = Zare(oos = = =) Hablog ei En Ai er, r 


ein Ausdruck, welcher aber nur fo lange einen conchoibalifchen Raum bars 
ſtellt, als x, zwiſchen Null und Fa liegt, weil, für x—=0, y 0 und, 
für >-+a, y imagindr wird. Wenn ON = x,, fo drüdt das fo eben 
angegebene beftimmte integral ben Zlächenraum CPN aus, welcher von dem 
Bogen CP der obern Eonchoide begrenzt wird. WIN man ben Ausdruck 
für den Slächenraum CPN' haben, welcher von dem Bogen C’P’ der- uns 
tern Conchoide begrenzt wird, fo muß man, wenn ON’ = —x, if, das 
integral Sydx von —a bis —x, nehmen. 


II. Die logarithmifche Linie. | 
Aus der Gleichung ($. 64. ©. 4), y — me", erhalten wir 
 fık = mfe" dx = mie"+C. 


*) Wenn man nach einer Weife integrirt, die von berienigen, welche zur Auffins 
dung diefes Integrald angewendet worden, verfchieben ik, fo erhält das integral eine 
andere Sorm. Am zu prüfen, ob zwei nach verfehiedenen Integrationsmethoden erhal 
tene Integrale übereinſtimmen, braucht man nur das eine von dem andern abzuziehen; 
die Differenz muß eine conflante Größe feyn. 
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Soll biefed Antegral für x == O verfchtwinden, fo muß C = — m? sefent 
‚werben. Allgemein ift j 

Jeyd = nife” =", = uly—yı]- 
Da aus der Gleichung ber Curve für x = 0, y = m iſt, fo können wir 
AB für m feßen. Dann ift 


Pıdı9Ps = AB(y,—yı) = ABxgın » 

Nehmen wir alfo auf ber Drdinatenachfe AY eine Anzahl gleicher Abfchnitte 
5,8, = 8,8 = 5,8, — etc. und ziehen 81q1/ 82927 8345, etc. der Abſciſ⸗ 
fenachfe parallel, fo find die von den Bogen gıQa, Ya9sr 4344, etc. der 
Eurve und den Orbinaten ihrer Endpunfte begrenzten Flaͤchenſtuͤcke über der 
Abſciſſenachſe einander gleich. 

Der Flächenraum zwiſchen ber Curve, der Abfeiffenachfe, Die eine Afyınp- 
tote der Eurve ift, und einer Orbinafe p,q, = y, {ft gleich my, , alfo ift 


diefer Slächenraum, weil bie Subtangente = m ($ 72.), dem doppelten, 


Dreieck p.q.t gleich. 
IV. Die Kettenlinie. 


Aus der Gleichung (% 64.65), y= im(e"-re ”), erhal: 
ten wir 


Jydk« = Imf(e re "ar —8R —e 5 


welches Integral für x = 0 verſchwindet. If nun AM =x,, fo iſt der 
inhalt des Flächenftückes 


ABPM = — e ”). 
B | 
Da abe Zi = ie". =), fo if auch 
ABPM = m. m: 
ds, 
Säle wir BD fenfrecht auf bie Tangente in P, fo iſt tangABD = U, 
ı Xı 


und a AB=m,AD= matt, folglich AABD = im. nn fomit 
1 
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Sig. 72. 


Sig. 73. 
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Fig. 74. 
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ABPM = 2AABD. _ 
Für einen andern Punkt P’ haben wir ebenfo ABP'M’ = 2AABD'. Da 
ber ift das Slächenftück 
PMMP' = 2{AABD’— AABD} = 2ADBD' . 

V. Die Eycloide. 

Wir wollen den inhalt bes Flaͤchenſtuͤckes BNP aufſuchen. Nehmen 
wir zu dem Ende BN als Abfeiffenachfe und B zum Anfangspunfte recht: 
winkliger Coordinaten, fo können wir, um die Gleichungen (3) des $. 66. 
zu trandformiren, darin x-Har für x und 2a—y für y fegen, wodurch 
fie ſich in 

x—alt—n—sint) ,;, = all-+-cost) 
verwandeln. Nun ift 
dS dS dSd ds dx 
zum wenn Ta 
alfo, weil y = a(l-+cost) und = = all—cost) , 


= = a’(l— cost) = a?sin’t , 
fomit 
S — alfeinttdt — la’lt—1sin?t) . 

Um hieraus den Inhalt von BNP zu finden, haben wir, wenn BN=x, 
ift, dag integral zwifchen den beiden Grenzen zu nehmen, welche ben Wer: 
then x = 0 und x = x, enffprechen. Sür x = 0 ift aber, zufolge ber 
Gleichung x = at n— sat, t=n, und fuͤr x — x, ſey t — ti 
Demnach finden wir 

BNP a sinttdt = Jaꝰ I(t, —x) — Jain 2t. 3, 
BNP = Haft, - a) -Iin 26t. - m)? . 

Wenn wir uns den ngenden, Kreis in derjenigen Lage vorſtellen, in 
welcher der beſchreibende Punkt in P fällt, ſo iſt areRSQOP = t,, alſo 
QP = t,—r, und weil das Kreisſtuͤck PTO = Sector POQ—APOT, 
PIo= zart - m) —zeinit, —n)} ; ; folglich ift 

BNP = PTQ. 
Eben fo ift Bnp = mtq und Bn’p' = mit'g, alfo pnn’p' = mtt'm‘. 


* 
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Daher ift denn auch A’aB = AaB = dem Halbkreiſe, und folglich 
APBpA’aBaA == dem erzeugenden Kreiſe. Da ferner AA = 2ra und 
Aa = 2a, fo iſt Rechte Aaa’A’ — Ara? — dem Vierfachen bed erzeu⸗ 
genden Kreifed, und folglich der cycloidaliſche Slächenraum APBpA’ dem 
Dreifachen des erzengenden Kreifes gleich. 
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Aufgabe [184]. Die Bleichung einer Eurve in Polsrcoordinsten 
iſt gegeben. Es ſoll der Inhalt der Flaͤche gefunden werden, welche 
von einem Bogen der Curve und den beiden, nach ſeinen Endpunkten 
gezogenen, Leitſtrahlen begrenzt wird. 


Wir könnten die Formel, welche den geſuchten Flaͤcheninhalt ausdrückt, 
aus ber Formel (5) bes $. 106. herleiten. Wir wollen fie aber birect aufs 
ſuchen, wie folgt. 

Es ſey BAC ber Sector, befien inhalt S gefischt wird. Mir befchreis 
ben um A mit AC einen Kreisbogn CD; nehmen einen, dem Punkte C 
nahe liegenden, Punkt der Eurve C’ an, und befchreiben mit AC’ um A 
den Kreisbogen CD’. Bezeichnen toir die Winkel CAX und C’AX refpec- 
tive durch t und t-+-h, fo ift ber Sertor BAC = gilt) und BAC = 
plt-rh); daher 

CAC = BAC—BAC = Ylt+b)— ft) . 
Sür ein gehörig Fleined hund für alle kleinern Merthe von h, nehmen bie 
Leitfirahlen von AC bis AC’ beftändig zu oder beftänbig ab; daher ſchnei⸗ 
det ber Bogen CC’ der Eurve bie Kreisbogen nicht, und es ift alfo 

CAC' Kreisſector CAD, und CAC’ < Kreisſector CAD’ , 
ober, da Kreigfector CAD = 4u?h und Kreigfector CAD’ = 4u’”b, wenn 
wir AC durch u und AC’ durch w begeichnen, 

uch < php) | 

ju’h > Ylt+-h)— pl. 

—* =? + AN + etc., und 


dt? 
dS d’S 1 @s 
p(t-+h)— ylt) = — trier h’+ +73. 2.3dUe Zah’ + etc. ' 
fo ergiebt fih, durch Subftitution biefer Reihen und nach ber Disifien 


' 


Da nun v = ur 


33 
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Sig. 75. 
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da du 
ü 2 
sutuz + aber 
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dS ‚ds , 1ds, 
retten 


du | dS ‚ds 1 a°’S 


zu? < 
2 2 
h’+ etc. > dt ar aahtzz 3de geb’ + etc. 


für einen gehörig Fleinen Werth von h und für alle Eleinern Werthe, was 
befanntermaßen nur möglich ift, wenn - 


va _ gas 
‚su = 7 
if. Wir haben demnach 
Ss = SiwWd-+-C = 4 furd-+C | c6(I) 
und wenn die Winkel BAX, CAX bie beſtimmten Werthe t,, t. haben, 
S=4yrud. (2) 


Diefe Formel if nur fo lange anwendbar als u für Feinen gwifchen t, und 
tz liegenden Werth durch O oder wo geht. 

Aufgabe [185]. Den Slächeninbalt der Sectoren nachbenannter 
Curven zu finden. 

I. Der Parabel zweiten Grades, wenn der Brennpunkt als Bol an- 


genommen wird. 
Wir erhalten aus der Gleichung ($. 33. ©. 10), indem wir nur bie 
untern Borgeichen nehmen,’ 


um —— — == — —— 
2(1-4-cost) 4cos’it 


1furdt = Ef 
7 3B cos'it 


Um bie integration zu betwirken, fegen wir t = 29, unb erhalten 
p 1 _P 
ud = far = Trans 9 -+-jtang' 0} f 


alfo 


ii. 
a 
S—!jwd = Eftangit-H-Jtang’it} , 


‚ ein integral, welches für t = O verſchwindet und demnach einen Sector 


ausdrückt, der von dem durch den Scheitel gehenden Leitfirahl anfängt. 
I. Der Ellipfe, wenn ein Brennpunft ald Pol angenommen wird. 


* 
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Die Gleichung (11) des $. 33. giebt, wenn nur die obern Zeichen ge $. 111. 
nommen werben, 








bh? 
um — ; 
a— ecost 
alfo 
1\ 3 
ifurdt — (a—eoost)? 
u ift 
h* esint are( ei _ meet) 
— ae) a— it ygz ae — a—ecost ' 
oder, da a? — b? — e?, 
esint _ _—_ beit 
s= 3b°. * us + hab are (sin — m) j 


Der hierdurch ausgebrückte Sector fängt bei dem durch den Mittelpunkt 
gehenden Leitſtrahle an. 

IT. Der Hyperbel, wenn ein Beranpuntt sum Pol genommen twirb. 

Da die Herleitung bes verlangten Ausdruckes biefelbe wie bie in IL 
ift, fo begnügen wir ung, das Mefultat hierher zu fegen, welches iſt 

ya  esint acost-+bsint— e 
s=;b ect" + sablog - a— ecost 
IV. Der Eonchoibe. 
Die Gleichungen diefer Eure ($. 60. ©. 8) geben 


um bb, und u-._, . 
sint sınnt 





Nehmen wir den erften Ausdruck von u, fo if 


ud == h f- Var a. 


12 — 1 rablogtangit 


Dieſes Integral, von t, bis t, genommen, druͤckt einen von der obern Eon» Big. 37. 
choide BED begrenzten‘ Sector aus, wenn t, und t, zwiſchen O und , 
und einen von der untern Eoncheibe B'CD’ begrenzten, wenn t, und t, 
stoifchen su und 2rs liegen. Umgekehrt verhält «8 fih mit dem aus dem 
zweiten Ausdrucke von u bergeleiteten Sintegrale 

33 *% 


6. 111. 
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N nn 
4b int ablogtangit , 


wenn es zwiſchen folchen Grenzen genommen wird. Iſt a>b und bilde 
Die Eurve baher bei A eine Schleife, fo ift, aus dem zweiten Ausdrucke 


ıfudt = }att— 


von u, für =, u=0, und, für int = 1, u=b-—.. 


Sig. 76. 


Nehmen wir nun das letzte Integral zwiſchen dieſen Grenzen, fo ergiebt fich, 
da, für nt — I, tim 


Iaaꝰ WB — za’arc (s: * tab. en 


als Ausdruck für den inhalt der Hälfte ded Blattes AECF . 
V. Der Lemniscate. 
Die Gleichung dieſer Eurve ($. 62. ©. 3) giebt 
u? = a’cos?t .. 


Daber if 

yfu?dt = ja? fcos2tdt = }a’sin?t . 
Diefes Integral darf Hier nur zwiſchen Grengen genommen werben, welche 
zwiſchent — —ın und t = Hin, ober zwiſchen t — In md t — in 
liegen, weil u, für Werthe von t, die zwiſchen Ar u. Ir und zwiſchen Ir 
u. 17 liegen, imagindr iſt. Es ergiebt ſich num 

few — 1a, 

und diefes ift der Ausdruck für den vierten Theil des von der Curve ein⸗ 
geſchloſſenen Flaͤchenraums. Der ganze Flaͤcheninhalt der Curve iſt daher 
= a? Allgemein aber iſt 


IS, wdt — 1arsintt, | 
ein Ausdruck der auf verfchiedene Welfe conftruirt werben Fann. 
Erſtens nämlich ift, zufolge der Gleichung W? = a?cos?t, wg= 
—iasin2t,. Nun iſt u, ber unfern Sector begrenzende Leitſtrahl und 
- bie Polarfubnormale feines Enbpunftes ($. 71. 8. 16.); alfo iſt N 


der Ausdruck für den Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks, welches von je: 


nem Radius vector, ber Subnormale und Normale begrenzt wird, und folg- 
lich iſt der Sector ber Hälfte dieſes Dreiecks gleich. Exrichtet man alfo in 
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C auf CP eine Senerechte und legt (zufolge $. 73.) an CP in P ben s. ım. 
MWinfel CPQ = 2ACP an, halbirt ſodann PQ in R und zieht CR, fo ig 43. 
it APCR = ARCOQ = G©ector ACP. Hieraus folgt zugleich, daß 
ACSR = ASP if. 

Zweitens ift, zufolge der Gleichung der Eure W — arsin (In —2t) 
= a’sin?2In—t). Nimmt man 'alfo einen Winkel ! = In—t,, und 
bezeichnet den zugehörigen Radius vector durch u’, fo iſt U? = a?sin2(In—t') 
— a’sin?t,, und folglich iſt dag Duabrat dieſes Leitſtrahls u das Vier⸗ 
fache unferes Sector. Nehmen wir baher, wenn CD die Tangente im 
Mittelpunfte C der Eurve, und alfo ACD = !n ift, Winfel DCP’ = 
ACP = t,, fo it ACP'’ = ACD—DCP = !n—t, =, und folg \ 
ih CP’ = u. Alfo it Sector ACP = !CP”. 


VI Der Kreisevolvente. 

Bezeichnen wir den inhalt des Sectors einer Curve durch S, fo ift 
dS dSd dS dt . 
dt == au, alfo ER == au? und du = due folglich 


s= wel du+C . 


Bir wenden biefe Formel flatt der Formel (1) bier an, weil fih u aus 
der Gleichung ber Curve ($. 66. G. 2) nicht entwickelt darſtellen laͤßt. 
Diefe Gleichung giebt aber | 
dt: _ Ve —a 
u u 
alfo iſt 
va — a) 
S= yela=z fü wW—a?.du = BT, 
Diefes Integral verfchwindet für u = a, und da für diefen Werth t= 0 
ift, -fo haben wir Feine Eonftante hinzu zu fügen, wenn ber Sector, wie 
mir ed annehmen, von dem feflen Rabius OA anfängt. - Wenn alfo 
OB = u,, fo ift ' | gie. 9. 
Str AOn - 
Diefer Ausdruck kann Teiche conftruirt werben. Man ziehe nämlich von B 
bie Tangente BB an den Grundfreig, verbinde bie Punkte O, B und ers . 
richte auf OB’ in B’ eine Senfrechte, welche die verlängerte Gerade OB in 
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$. 111. einem Punkte O fchneiben wird, fo tft 
Sector AOB' = !ABBO . 





— 
Denn es it BQ = _ , alfo 1ABB'Q = !BB'.BO = = Es 
iſt aber auch OB = a und BB = Vu?—a?, alfo !ABBO = 
(u? — ai 

6a " 


vu. Der Epicycloide. 
Bezeichnet S den inhalt bed Sector einer Curve, deren Polarcoorbis 


naten *, u find, fo if = — }u?, und wenn 9, alfo auch u, als Func- 

tion einer dritten unabhängigen Deränderlichen t angefehen wirb, = = 
dd . 

iu, folglich 


s=-jywTa 
_y — — I): 
Run iſt aber (5.3. 8.11.) mg = I oder 8 = are(tung = 2) ; 
a dy_ * 
do er dt dt 
alſo — = "rn = = —— folglich 


s- — dti+C. 

Die Gleichungen ber Epicycloide ($. 67. ©. 1) 

r-Pa 
a 





y= (r+a)sint— asın t, 


x (r-Fa)oost—acos TR 1 
geben 
d dx . . ; 
>= = (era) foonti—ene et t} 3 78 —X 


und ſetzen wir dieſe Werthe in den Ausdruck unter dem Integralzeichen, fo 
erhalten wir, nach einigen Reductionen J 


S = Kr-+a)(r-+2a) SA- cs —Hydı 
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und fomit €. III. 
= Ir-+a)e+2a)ft- — sin —t} . 


Diefes Integral verſchwindet für t = 0, welcher Werthy — 0, x=r 
und 9 — 0 giebt; es ift fomit Feine Eonftante hinzu gu fügen, wenn der 


Sector von dem Radius CA anfängt. dig. 52. 
Dem gefundenen Ausbrucke koͤnnen wir auch bie so 
S _ (r-#+a)(r-+2a) “Zn in nt 
ar 


geben. Es ift aber ($. 67. Aufg. 108.) rt — Kreisbogen PM, alfo = 


== Rteisfector POM; ferner —t — Winkel POM, alfo ja’sin —t = 
APOM; folglich ift 

Set. AP =S= CHICH 2) x Kreisfegment PM . 
Hieraus ergiebt fich, daß ber Sector, ler von den beiden, nach zwei auf 


einander folgenden Rückfehrpunften ber Eurve gegogenen, Radien und dem 
Dazwifchen liegenden Bogen der Epicycloide begrenzt wind, dem rollenden 


Kreiſe mie EHICHE) multiplicitt, gleich if. Wenn r ein Multiplum 


von a, alfo — — n eine ganze Zahl ift, fo befteht der ganze von ber 
Curve eingefchloffene Slächenraum aus n folcher Sectoren. Segen wir in 


n EICHE), za fürn, fo fomme (0+1) (+2), und ber Inhalt 
der Eurve ift daher 

(n-+1)(n-+2)X Circul, gener. 
So ift 3. B. der inhalt der Cardioide ($. 67. ©. 6), für weiden=1 
ift, dem fechgfachen Inhalte des rollenden Kreifes ober auch dem fechSfachen 
Srundfreife gleich. 


VIII. Der Hypocycloide. 
Wir koͤnnen den Inhalt des Sectors aus dem in VII. gefundenen 
Ausdrucke erhalten, indem wir —a für a ſetzen. Dies giebt ung 


S= ETF, greisfegment PM, 
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$. 111. einem Punkte Q fchneiden wird, fo ift 
—— AOB = }ABBOQ. 





—— 
Dem es iſt BQ ⸗ BB, alfo 1ABBQ — IBB.BO — a € 
iR aber au) OB = a und BB’ = Val—a, alb JABBQ = 
(u? — a®)i 

6a " 


VIL Der Epicycloide. 
Bezeichnet S den Inhalt de Sectors einer Curve, beren Polarcoorbis 


naten *, u find,-fo iſt S=iw, und wenn 9, alfo auch u, ale Func⸗ 
tiom einer beitten unabhängigen Weränberlichen t angefehen wird, I — 
dd} . 
ue / folglich 
dꝰ 
= fu zit 
Nun iſt aber (5.3. F. 1.) tang = I oder 0 * ere(tung = I) . 
— dx — dx 
a Ta a "a Kat 
= Fan = 7m =, folglich 
d ö 
sSs= fet-: d+C. 
Die Gleichungen der Epicycloide ($. 67. ©. 1) 


alfo — = 





— (r+a)sint— asin m t, 
x (FHa)oost—acoe TR 1 
geben 
dy r dx . . i 
= (rra)feost—cos"t* wg ; 7 Arafat, 


und ſetzen wir dieſe Werthe in den Ausdruck unter dem Integralzeichen, fi 
erhalten wir, nach einigen Reductionen, 


S= Kr-Fa)(r-+2a) SA- co —Hdı 
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und fomit | | g. ı1l. 
= i(r-FHa)(s-+2a)jt — — — int} . 


Diefes Integral verfchtwindet für t = 0, welche Bahby=0,x—=r 

und 9 = 0 giebt; es ift fomit feine Conſtante hinzu zu fügen, wenn ber 

Sector von dem Radius CA anfängt. &ig. 32. 
Dem gefundenen Ausdrucke fönnen wir u bie Form 


_ (+3) (r-+2a) = a" r } 


geben. Es iſt aber ($. 67. Aufg. 108.) rt = Kreisbogen PM, alfo = 


== Sreigfector POM; ferner = Winkel POM, alfo la’sin —t = 
APOM; folglich, ift 

Get. AP =S= HH 2) x Kreisfegment PM . 
Hieraus ergiebe fich; daß der Sector, welcher von den beiden, nach zwei auf 
einander folgenden Nückfehrpunften ber Eurve gezogenen, Radien und dem 
dazwiſchen liegenden Bogen der Epicycloide begrenzt wind, ben vollenden 


Kreife mit —— multiplicirt, gleich iſt. Wenn r ein Multiplum 


von a, alfo — — n eine ganze Zahl ift, fo befteht ber ganze von der 
Curve eingefchloffene Slächenraum aus n folcher Sectoren. Segen wir in 


nach), na für r, fo fommt (n-+-I)(n+-2), und der Inhalt 
der Eurve ift daher 

(n-+1)(n-+2)X Circul. gener. 
So ift 5. 2. der inhalt der Cardioide ($. 67. G. 6), für welhen=1 
ift, dem fechsfachen Inhalte des rollenden Kreiſes ober auch dem fechsfachen 
Srundfreife gleich. 


VII. Der Hypocycloide. 
Mir fünnen den Inhalt bed Sector aus dem in VIL gefundenen 
Ausdrucke erhalten, indem wir —a für a feßen. Dies giebt ung 


= MET greisfegment PM, 


$. 111. 


gig. 77. 
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und unter der Annahme, daß — = n eine ganze Zahl fey, den Inhalt der 
ganzen Curve 
(n—1)(n—2)x Circul. gener. 

So ift 5 2. ber Inhalt der, in ber Aufgabe [157] betrachteten Curve 
($. 95.), welche eine Hypocycloide und an welcher n = 4 ift, dem ſechs⸗ 
fachen erzeugenben Kreife gleich, ober ba biefer Kreis ber fechzehnte Theil des 
Grundfreifes ift, gleich 5 des. Grunbfreifes, alfo = Ink’. 

IX. Der archimebdifchen Spirale. | 

Wir erhalten aus ihrer Gleichung u = rt (i$. 68. ©. 1), 

fedzmorftdm=ire, 
unb hieraus 
N wd=jer ; Iwd= Par ; etc. 
ober allgemeiner 
dr ag = Ala+ Dar? . 


Es iſt alſo ber Slächenraum OPORAO = !n?r?; ber Flaͤchenraum 
APORAA = Fr, uf. fe Will man aber den Flächenraum finden, 


- welcher zwiſchen ber erften und zweiten Windung enthalten ift, fo muß man 


den zuerft genannten Ausdruck von dem darauf folgenden abziehen. Dies 


“ giebt A'OPORP'O'R’A’A’ — Sn’r?. Es ergiebt fich allgemeiner für den 


Fig. 34. 


Slächenraum zwiſchen ber nten und (n 4 L)ten Windung ber Curve 
4a +-Ha+3ta’r — 4fn(n—1)+4}n’r? = Snr’r? ; und diefer Flaͤ⸗ 
chenraum ift alfo dem 2n fachen Kreife gleich, defien Rabius = Zr = OA 
= AA’ = etc. ifl. 

X. Der hyperboliſchen Spirale. 

Wir erhalten aus ihrer Sreichung, ut = re ($. 68. ©. 3), 


1 r? a? 


ud = yi= — an 
und hieraus 
2 ar” 1 
| if, Wd= zu, Deu. 
Da nun die Polarfubtangente = — ra ($. 72.), fo ifl, wenn u, der Ras 


dius vector des Punktes P ift, die Summe ber ſich zum Theil deckenden 
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Slächenräume, welche fich refpective bei ben Nabin AP, Ap’, Ap”, etc. 6. 111. 
anfangen und bis zum Pol A reichen, dem Dreiecke APT gleich, das von Fis. 5. 
dem Radius vector, der Tangente und Polarfubtangente des Punktes P ge 
bilder wird. Der Slächenraum ber Spirale vom Punkte P bis zum Ans 
fangspunfte A. wird daher, wenn u’ ber Radius vector des Punktes p’ if, 
durch Jar(u,— u’) ausgedrückt, und iſt, wie man leicht einfehen wird, dem 
APp'T gleich. 

XI. Des Lituus. 

Wir erhalten aus feiner Gleichung, ut = r?a ($. 68. ©. 4) 


uꝰ dt = ır?a a _ 1r2u.logt, 
und hieraus 
t Li u 
yo wdt = irta.log = Da. = ralog . 


Wem alfo mehrere Leitftrahlen, die in geometrifcher Progreffion wachfen, an 
eine und biefelbe Windung ber Eurve gesogen werben, fo ſtehen bie zwiſchen 
ihnen liegenden Sectoren in arithmetifcher Progreffion. 
XII. Der logarithmifchen Spirale. 
N t 
Wir erhalten aus ihrer Gleichung, u = re" ($. 68. ©. 5), 
- at a 
4 fu?dt Ir fe” dt = !mr?e” = 4mu? , 
und bieraus 
2, 
uf wdt — !m’re” = imu?. 


Da die Polarfubtangente eines Punktes P, deſſen Radius vector gleich Fig 56. 
u,, mu, iſt ($. 72.), fo ift bie Summe ber ſich zum Theil deckenden, bei 
AP, Ap’, Ap’ u. ſ. w. anfangenden und bis zum Pol A. reichenden Flaͤ⸗ 
chenräume dem halben AAPT gleich. Der Slächenraum vom Radius AP 
bis zum Pol A, iſt daher gleich dem halben Trapez PptT . 


. 112. Ä 
Aufgabe [186]. Den Inhalt des Flaͤchenraums zu finden, wel; 
der von dem Bogen einer gegebenen Eurve, den Krummungsradien 
ihrer Endpunkte und dem, zwifchen diefen Krämmungsradien liegenden, 
Drogen der Evolvente jener Eurve begrenzt wird. 





$. 112. 


Ä — 52 — | | 
Wenn x, y bie rechtwinkligen Eoorbinaten ber gegebenen Curdve bedeus 
ten, und, ber Kürze wegen, = ‚ 27 durch p, q bezeichnet werden, ſo iſt 
der Kruͤmmungsradius eines Punktes xy ($. 83. F. 9.) 
(1-+-p?)} . 
q 


e= 


Es laͤßt fich nun gerabe eben fo, wie bei der Serleitung bes Differential, 


coefficienten n ($. 111. Aufg. 184.) zeigen, daß ber Differentialcoefficient 


des geſuchten Flächenraums, ben wir mieber durch S bezeichnen, Durch * 
= 30 ausgedruͤckt wird, wo aber t den Winkel bedeutet, welchen die Nor⸗ 








’ dSs _dSdt 
male im Punkte xy mit ber Abfeiffenachfe bilde. Da nun Kris 
fo ift = = je; da aber auch) tangt = J oder 

1 
dt __q , 

ſo iſt an Ip? ' Es iſt folglich 

dS 14 292 

de Kal wer =. * EZ m 
und fomit 

\ 2\2 
s- Far (2) 


Diefes Integral darf aber nur swifchen folchen Grengen genommen werden, 
innerhalb welcher q nicht das Zeichen wechfelt. 
Aufgsbe [187]. Den Inhalt der Släcdhe zu finden, welche von 
einer gegebenen Ellipſe und ihrer Evolute begrenzt wird. 
Es ſey Ay? -b?r? = a?b? die Gleichung der Ellipfe. Dann ift 
b®’ x _ b* 
p= — J T q — — —* 


9 Man kann zu demſelben Ausdruck auch noch auf eine andere Art gelangen, 
bei welcher aber der Differentialcvefficient bes Bogens der Curve angewendet werden 
muß, den wir noch nicht aufgefucht haben. 
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Daraus finden wir 
Ss f © +P) « _ _ ferner ——— 
q h’a'y 
und, wem wir für y den Werth aus der gegebenen Gleichung ſubſtituiren, 
Ss —ı (a — er) dx ' 
U baVa-ı 


Die Integration giebt nun - 
S-— a RENTE arc( sin = 2} . 
Nehmen wir diefed Integral von x = —a bis x —= 0, fo haben wir 


e\ 7 
. 8 — (66439).3 
wodurch der Flaͤchenraum BhbaA zwiſchen den Kruͤmmungsrabien Bb, Aa 
der Scheitel B, A. ausgebrüdt if. Nun find überhaupt zwei Fälle mög: 
lich, nämlich die Ellipſe wird entweder von ihrer Evolute gefchnitten, wie 
in Sig. 61., oder fie wird nicht gefchnitten wie in Sig. 78. Das Erftere 
findet Statt, wenn a>by2, dag Lebtere, wenn a<by2. Wir werden 
bier nur den legten Fall betrachten. Ziehen wir den gefundenen Ausdruck 
des Flächenraumg BhbaA von dem Inhalte der halben Ellipfe BAB’ = Jahr 


ab, fo bleibe 
AshB = (»B—3. 5-7 73 


und wenn wir biefen Ausdruck vernierfachen, fo erhalten wir für den In⸗ 
balt der Släche, melche von den beiden Eurven ABA’B' und aba'b’ be: 


grenzt if, | j 
' (24.55) . 


Hieraus ergiebt fich zugleich, daß der Slächenraum von abab’ = ı.n iſt. 


Wir bemerken noch, daß der Inhalt der geſuchten Flaͤche auch auf fol⸗ 
gende einfache Weiſe gefunden, und die Richtigkeit der vorigen Rechnung 
dadurch geprüft werben Fann. 

Es iſt nämlich der Inhalt der Eurve, deren Gleichung ($. 95. &. 19) 


$. 112. 


gig. 61. 
u. 78. 
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6. 112. zufolge $. 111. (Aufg. 185. VIIL), = 3k’n. Die Gleichung ber Evo: 
Inte der Ellipfe aber iſt u 88. ©. 2) 


eo) "ap 


und biefe Gleichung entficht aus der vorber genannten, wenn wrk= * 


“ 


b . de 
‚= zfux= a fee. Dann aber ft = 1,A= dabher 
Sbda = * — folglich der von der Evolute der Ellipſe eingeſchloſſene 


Slächenraum = T ‚skız = 3. Sn ; wie oben, woraus fich denn ber 


gefundene —8* für die von den Curven ABA’B’ und aba'b’ eingeſchloſ⸗ 
fene Släche ebenfalls ergiebt. 


$. 113. 

Aufgabe [1887]. Unter allen Sectoren einer gegebenen Euroe, 
welche diefelbe Spitze und einen gegebenen Winkel an der Spige bas 
ben, den größten oder Fleinften zu finden. 

Es fy u = gt) die gegebene Gleichung der Eurve in Polarcoordi⸗ 
naten, deren Pol die gemeinfchaftliche Spige der Sectoren ift, und 9 der 
conftante Winkel, welchen die Schenkel der Sectoren einfchließen. Iſt nun 
S der Slächeninhalt eines ſolchen Sectors, fo haben wir 


sy  pird—} Sn Pod . 


Da S ein Marimum oder Minimum ſeyn fol, fo muß entwe = =0 


seo fen. Es iſt aber einleuchtenb, daß das erſte ber beiden 


Sintegrale, in welchem nach vollgogener Sintegration t-+-% für t geſetzt iſt, 
wenn es nach t bifferentiirt wird, oplt-+- 9)? giebt, und daß demnach 


= = pt FI’ — HU? 5 


ober wenn wir bie —* welche zu den Winkeln t und t--9 gehoͤ⸗ 
ren, reſpective durch u und u begeichnen, 
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dS a 
dt = 3;fu”— u?} 


if. Diefer Ausdruck kann nur unendlich werden, wenn einer ber beiden 
Leitſtrahlen = o mird. Sehen wir von biefem Kalle ab, fo haben wir 
als Bedingung für das Marimum oder Minimum 

W—ı?=0. 
E8 müffen alfo für ein Marimum ober Minimum die beiben 
begrengenden Leitfirablen, abfolut genommen, einander gleich 
feyn. 

Die drei Sleihungn: u = U), U" = glt+9) nd ?—uW=0, 
reichen im Allgemeinen bin, die brei Größen t, u u. u’ zu beftimmen. 
Nach geſchehener Beſtimmung muß, vermittelſt der folgenden Differential⸗ 
coefficienten Zr f Tr ete., unterfischt werben, ob ein Marimum ober Mi: 
nimum ober fein von beiden Statt finder. 

Wenn 9 = nr, fo geht bee Sector in ein Segment ber Eurve über. 


Daher: Wenn unter ben Segmenten einer Eurve, Deren Seh: 
nen durch einen gegebenen Punkt gehen, fich ein größtes ober 


Fleinftes befindet, fo bat beffen Schne eine foldhe Lage, daß 


fie von bem gegebenen Punkte halbirt wirb. 


Aufgabe [189]. Unter allen Sectoren einer gegebenen Curve, 
welche diefelbe Spize haben, und in weldhen die Summe der Schen: 
Fel eine gegebene Bröße bat, den größten oder Fleinften zu finden. 


Es fen wieder u — gt) bie gegebene Gleichung ber Curve in Polar 
coordinaten, deren Pol die gemeinfchaftliche Spige ber Sectoren iſt; es feyen 


8. 118. 


u und u bie begtengenden Leitſtrahlen eines Sectors und deren gegebene 


Summe gleich a. Dann ift 
uru=a, 


und ber Inhalt des Sectors 
dt dt 
. u — M. au. 
Da S ein Maximum oder Minimum ſeyn ſoll, ſo haben wir, wenn von 
dem Falle, in welchem 2 — © if, abflrahirt wird, = — 0 zu ſetzen. 


Bezeichnen wir z durch Ku), fo ift Sewide = SE yKa)du ‚und 


6. 113. 


Sig. 79. 
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wenn dieſes Integral nach u differentiirt wird, fo Fommt offenbar a?yxu’), 
Wir haben demnach 


dS — mt du’ m „dt 
du — u’ da du 


In Solge der obigen Gleichung, ufru=a, iſt aber = +1 — 0, und 


t 
alſo uꝰ 7 


daher haben wir de _ = —l, al 


du 
dS _ „de 
| a mr Zr 
folglich, fir 5 = 0, die Gleichung 
„de di __ 
rn =60. 


Da mun * — und ut 7 die Dolarfubtangenten in ben Enbpunften 


der Leitſtrahlen u nt u find, fo folgt, daß die Polarfubtangenten 
in den Endbpunften bes Bogens, welcher den Sector begrenzt, 


abfolut genommen, einander gleich feyn müffen. 


$%. 114. 

Wenn fich das Integral Sydx für eine gegebene Eurve nicht durch einen 
geſchloſſenen Ausdruck angeben laͤßt, ſo bleibt, um den Inhalt eines von 
der Curve und zweien Ordinaten begrenzten Flaͤchenſtuͤckes zu finden, nichts 
uͤbrig, als das Integral durch eine Reihe darzuſtellen, und auf dieſe Weiſe 
einen genaͤherten Ausdruck fuͤr den Flaͤcheninhalt aufzuſuchen, oder auch an 
die Stelle der gegebenen Curve ein Polygon oder eine Curve zu ſetzen, die 
ſich der gegebenen moͤglichſt nahe anſchließt und deren Flaͤcheninhalt ſich 
auffinden laͤßt, welcher ſodann als ein Naherungswerth des geſuchten genom⸗ 
men werden mag. 


J. Es fen PP’ irgend eine Curve und der Inhalt bes Flaͤchenraumes 
QPPQ zu finden. Wir theilen QQ in eine Anzahl gleicher Theile, errichten in 
ben Theilungspunften die Drdinaten qupı / gaPar gaPa etc. und ziehen Die Ges 
vaden Ppi / PiPa / Paps / ete. Bezeichnen wir nun PQ durd) y’, PPQ' durch y”, 
QQ' durch h, ferner IrPı / GaPaıGePs etc. durch YıryarYs, etc. und die Anzahl 
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gleicher Thene von OO’ durch n, fo iſt der Inhalt der einzelnen Trapeze re 6. 114. 


h h 
fpective J. —X — 7 Yıtya)ı ı Gatyo)ı eta, und, wenn 
wir alle Trapeze zufammen nehmen, ber Inhalt des gebildeten Polygons 


h | 
s= ar +N)+tytyYtyJst--} .. 


Der Werth diefes Ausdrucks kommt im Allgemeinen dem Inhalte des ge 
ſuchten Slächenftückes befto näher, je größer n, ober in je mehr Theile Q 
getheilt iſt. 


Es ſey z. B. die Gleichung der Curve y IL, aloy = J und 
das Flaͤchenſtuͤck von x == 1 big x’ — 2 zu berechnen, deſſen Anhalt wir 
durch die Formel Yaydr = J. I = log2, und folglich gleich 
0,69314718... finden. Hier if nun h = r’—r = 1, und wenn wir 
h in 10 gleiche Theile theilen, fo = O1; (me y=l;y = 


1 1 1 
17 „= 1,2 „= 3 u" = 3; und nad) der obigen Formel 
S—= ZHA+HD HR HEN... +4} = 0,69377.... 

Mir fehen alfo, daß der auf diefe Weife gefundene Werth nur bis auf bie 

dritte Decimalftelle richtig. ifl. 


I. Segen wir aber an die Stelle der zu quabrirenden Curve eine 
parabolifche Linie, fo Fönnen wir ung der Formeln des $. 108. bedienen. 
Nehmen mir das vorige Beifpiel wieder auf, und fegen eine Parabel zwei⸗ 
ten Grades, welche mit ber gegebenen Eurve xy = 1 die Punfte, deren 
Abſciſſen x — 1, x — 3 und x —= 2 find, gemein hat, an bie Stelle 
Derfelben; fo haben wir, nad) der Bezeichnung des 9. 108., y0 = 1, 
yı = 3 und y, —= 4, daher nad) der erften dort angegebenen Formel, 6S, 
= 1-r1-H$, alfo S, = 3 = 0,69444444..., einen Werth, der allerdings 
nur bis auf zwei Decimalftellen mit dem genauen Werth des geſuchten Flaͤ⸗ 
cheninhalts übereinfiimmt. Nehmen wir aber Parabeln höherer Ordnungen 
ober, was daffelbe ift, mehr als drei Orbinaten, fo erhalten wir, vermittelſt 
der Sormeln bes 1 108. IIL, nach der Reihe, 
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S, = 0,69444444 ; S, = 0,69314806 

Ss, = 0,69375000 ; S, = 0,69314773 . 

Ss, = 0,69317460 ; S, = 0,69314721.. 

S, = 069316385 ; 
Diefe Werthe nähern fich, wie wir fehen, dem Werthe 0,69314718 immer 
mehr und mehr, und der letzte berfelben ift um weniger als 0,00000004 
von dem richtigen Werthe verfchieben. 


III. Wir können aber auch, wenn wir an bie Stelle der zu quabris 
renden Curve eine parabolifche Linie fegen wollen, mit noch größerm Vor⸗ 
eheile die Formel S = hfayı ayı- ta, Yayıt DB 6. 109. an 
wenden, weil wir hierdurch mit weniger Ordinaten biefelbe Genauigfeit er: 
reichen. Dies zeigt fich durch Die Anmwenbung auf das vorige Beifpiel. Es 
ergiebt fih nämlich, wenn wir die, in der, Zuſammenſtellung (S. 505. u. 
506.) aufgeführten Werthe von n und «= benußen, für ben Slächenraum ber 
Eurve sy = 1, vonx = 1bis x = 2, und zwar 

I. für m = 1 ober zwei Orbinaten, S = 0,69230769 | 
I. » m == 2 ober drei Drdinatn, S — 0,69312167 , 
I. s m== 3 oder vier DOrbinaten, S = 0,69314641 , 

IV. = m= 4 oder fünf Ordinaten, S —= 0,69314716 . 


Der legte dieſer Werthe bifferirt von bem wahren Werthe bed in Rebe fie 
henden Slächeninhalts, wie wir fehen, um weniger als 0,00000003, ob» 
gleich nur fünf Orbinaten angewendet tworden find. 

Das Borfichende wird einigermaßen den Grab ber Genauigfeit kennen 
lehren, ben man burch die drei angegebenen Naͤherungsmethoden erreicht. 
Bor der Anwendung berfelben ift e8 aber immer unerläßlich, fich zu über 
jeugen, baß bie zu quabrirende Eurve in bem Umfange bed gefuchten Integrals 
feinen Ruͤckkehrpunkt und Feine andere ausgezeichneten Punkte enthält. 


Bon der Rectification der Eurven. 


§. 115. 

Aufgabe [19]. Die Bleihung einer Curve in rechtwinkligen oder 
PolarsECoordinsten iff gegeben. Es foll die Ränge e eines Bogens der: 
felben gefunden werden. L 
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l. Es ſey MN bie gegebene Curve; B und G feyen bie End» $. 115. 

punfte des su rectificirenden Bogens, und Ab = a, , Ag= a, die ge Sig. 80. 
gebenen Abfeiffen derfelben. Nehmen wir auf ber Eurve MN einen belie 
bigen Punkt C an, deſſen Abfeiffe = x ſey, fo ift die Länge bes Bogens 
- BC, die wir durch s bezeichnen wollen, offenbar eine Function ꝙ(5) von x. 
Für einen dem Punfte C gehörig nahe liegenden Punkt C’ der Eurve ift 
der Bogen CC durdjaus conver ober durchaus concan gegen die Abfeiffen- 
achfe, oder, was daffelbe ift, die DOrbinaten der Curve von C big zu C 
werden fortwährend wachſen ober fortwährend abnehmen; und wenn in C 
u. C Tangenten an die Curve gegogen werden, fo wird dann nothwendiger⸗ 
weife einer ber beiden Winkel CTC, CT'C ein flumpfer ober ein rechter, 
ber andere aber ein fpiger Winkel feyn. Das Stüd CT derjenigen Tan: 
gente, twelche einen Schenfel de ftumpfen oder rechten Winkels bilder, ift 
folglich Eleiner als die dieſem Winkel gegenüber liegende Sehne CC’, und 
um fo mehr fleiner ald der Bogen CC’ der Eurve. Dagegen ift das Stud 
CT’ der andern Tangente größer als derfelbe Bogen CC’; denn es ift 
CT = Ct-HT, Ti>Ct, weil Tt einem fiumpfen oder rechten Win⸗ 
fel gegenüber liegt, demnach Cit-HtT'> Cit+Ct, alfo au CT > Cit+Ct; 
und da, nach dem archimebifchen Grundfaße, bie gebrochene Linie CC 
Bogen CC', fo ift um fo mehr CT’> Bogen CC'. 

Begeichnen wir nun cc’ durch h, fo ift, weil BE = s = oa), 
BC = g(x-Fh), und fomit 

Bogen CC’ = pls--h)—yAa) . 


; dy? . dy 
Auch iſt, da Cc=y, CT=h 145 oder, wenn wir dx durch 
£(xJ begeichnen, CT =hV1-H-f(x)?. Ferner aber tang CT’ = f(x-+-h), 


und folglich CT’ = hWI-+-fx--h)?. Wir haben alfo nach dem vorher 
Erwieſenen 


* 


ox-+-h—gR)>hVi-FiR)? , 
9&+h)— ga) <hVi-+-fx+h)? , 
oder, wenn wir VIE)? durch F(x), und folglich VIHK-+h) durch 
F(x-+h) bezeichnen, | 
| Ysx+-h)—p(x)>hFß) , 
9b) — ga) <hFak-+Hb). | 
Wir haben aber auch nach dem Taylorfchen Sage, und da px) = s, 
34 . 
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— — 


_ d’s,,„ , 1 d’s 
ab) = ——— +55 
ı @F 
— ad — h+ 
F(x-+h) = Fo+ HG + 335 —zh’+ etc.., 
folglich, durch Subftitution, 
ds d’s 1 d®s 
retten > FO, 


ds _ ,d’s 1 ds,, dF,  ‚EF,, 
rettete < For hir de 


zwei Relationen, welche für einen gehörig Fleinen Werth von h und für 
ale Eleinern Werthe von h Statt finden muͤſſen, was bekanntermaßen nur 
der Salt feyn kann, wenn 


h’-} etc., 


* = F(x) 
iſt. Nun war aber Fi) = Vi +fi6s) = Vı+:; wir Gaben 
babe d dy? 
ra a) 
und erhalten daraus 


=/V 1ı+ Zar c, (2) 


ober, ba Ab = a, und Ag — a,, nad) Beftimmung der Eonftanten, 


8 =f Vila. (3) 


1. Um den Ausdruck für den Bogen in Polarcoorbinaten zu finden, 
ift nur eine Transformation des Ausdrucks (1) erſorderlich Wir haben 
($. 3. $. 10.) 


x yz-uıat ;, ı= ucost ; 3 
araus 
— * *7 N ost usint ı 
_ ds dx -V 4% a de __ dx’ dx’, dy® 


— 591 — 
. du 


= wii: . (4)'6. 185 


| di? 
daher auch 


s =-/[V vw Warc. (5) 


4. 116. | 
Anfgabe [191]. Die Parabeln, deren Bleichung y = px ift, 
zu rectificiren. 


"Ans ber Gleichung y = pr” erhalten wir S7 = nps*-t, daher nach 
$. 115. (5. 2.) 
s = SVY1-+-n’p%x*"2.dı-+-C . 
L Wenn TE eine ganze Zahl iſt, fo Täße ſich dieſes integral al 


gebraiſch darſtellen; und das ift der Fall, wenn n = &, ober %, ober 3, 
oder ... if. Namentlich ift für n = 3, oder wenn y? = px’, alfo für 
Die Neilifche Parabel ($. 58. ©. 6), 


s /VlHipr.d+c= HC ' 


oder, wenn ſich bie Bogen im Nückkehrpunfte ber Curve anfangen, alfo das 


integral für x = 0 oerſchwinden ſoll, 
= gr 3 a7taHipi—1} . 


U. Wenn — feine ganze Zahl ift, fo laͤßt ſich das Integral 
nicht algebraifch darſtellen. 
Für die Parabel zweiten Grades, y = PL fin = 2 und baher 


SV rn = gr TERN +C, 


wo bie Eonftante gleich Null zu fegen ift, wenn fich die Bogen im Schei⸗ 
tel der Curve anfangen ſollen. Fuͤr einen Bogen, deſſen Endpunkte den Ab⸗ 
ſciſſen x,, x, entfprechen, hat man , 

34 


6. 116, 


dı 7 
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21 po,. V— 
ee EBEN Zr Deere 
Unter den Linien, zeiten Grades ift die Parabel bie einzige Curve, 
welche fich durch einen gefchloffenen Ausdruck rectificiren laͤßt. Fuͤr bie 
Ellipfe, deren Gleichung ay?--b’x? = a?’b?, erhält man, wenn a —b* 
=e gefeßt wird, s = — * 





Var oder, wenn man a = 1 ſest, 


" Wr nz, 


Für die Hpyperbel, deren Gleichung a'y? —b*r? == — ab’, eben fo, 


wenn +, = ** 





ar — 
Ver? — 
s v —* 
Die beiden angegebenen Integrale laſſen ſich durch keinen geſchloſſenen Aus⸗ 
druck darſtellen; ſie gehoͤren zu derjenigen Gattung transſcendenter Functio⸗ 
nen, welche elliptiſche Functionen genannt werden. 
Aufgabe [192]. Es ſollen nachbenannte Curven rectificirt werden. 


J. Die Ciſſoide. 
Aus der Gleichung der Curve ($. 59. G. 8) erhalten wir y — 


x⸗ 


Ve—x 





‚ und 


8 = [7 dc — 3 ,, = ie [- 1 de . 


Xc— x} c=ı< c—x 





2 —— 
Um zu Da fegen wir ar Ze = 7, woraus x = 22 ) und 


dx 





— folgt, und daher iſt 
z? | 
s — JS z.dı == ofa+ one 
woraus fich, wenn wir twieber für z den Dadurch vertretenen Ausdruck ſub⸗ 
ftituiren, 





+C, 
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dc— V3(c— x) —Vic— 3 
— — — rC. 
— er + 
ergiebt. Soll diefeg integral für x = O verfchwinden, fo ift 
yv3—2 


zu fegen. = zu 33} 


U. Die Iogarithmifche Linie. 
Aus ihrer Gleichung y— me” erhalten wir x — mlog T- und 





dx m 
5*7 alſo 


2 
=/V + -——dy = , 
und wenn wir die Integration efaheen 
VA m 


s — Vy?-+-m?-+-mlog y 


+C. 
IH. Die Kettenlinie. 


Aus ihrer Gleichung y — Imfe” re "3 erhalten wir. 


d — -— N) 
et), 
s — / (e® +e "ir = in(e” —e =), 


wo Feine Conſtante hinzu zu fuͤgen iſt, wenn die Bogen ſich im Scheitel 


der Curve anfangen ſollen. Dann iſt auch s = L, und hieraus ergiebt 


ſich eine einfache Conſtruction fuͤr die Laͤnge eines Bogens BP der Curve. 


und daher 


Man ziehe nämlich die Tangente im Endpunkte P dieſes Bogens und fälle gig. 73. 


von B aus BD fenfrecht auf biefe Tangente, fo it AD = Bogen BP; 

denn es iſt AR m, L, folgli) AD = m] = BP. 
Für einen andern im Scheitel B anfangenden Bogen BP’ ift auf gleiche 
Reife AD’ = BP’; daher ift denn 


$. 116. 


! 


ai 


6. 116. 


Fig. 49. 
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Bogen PP =DD'. 
IV. Die Kreisevolvente. 
Wir erhalten aus der Gleichung dieſer Eurve ($. 66. ©. 2) 


= _ za 


du? dt u 
Nun if Bogen s =/ ee! =-/V va +72 








folglich 
af A Ma 2 du 
Vuꝰ - aꝰ au 
oder 
u 
8 * rt 
Soll der Bogen im Punkte A anfangen, alfo das integral für t — 0 ober 


für u = a verfehwinden, fo muß C = — Ja gefebt werden. Wir haben 
demnach Ä 
wW— a? 

2a 
Diefer Ausdruck giebt folgende Eonftruction. Man ziehe von dem Enb- 
punfte B' ded Bogens AB’ die. Tangente BB an ben Grundkreis, ferner 
OB, und errichte auf OB’ in B’ die Senfrechte B'Q, welche die verlängerte 
OB in Q fohneibet, halbire BQ in S, fo it BS = SQ = Bogen AB. 

on) | 

Denn es it BB’ — Vai un OB = a, al QB = ed — 
Vo . u? — a? 


5 folglich BS=0Q0=}0 = ——=s-. 


V. Die eylhe 


VTA —V 
Be az Va V we = 








f — .dt. Nun iſt ($. 66. ©. 3) 


dt? 
x = alt—sint) ; y = all—cost), 
alſo | 


dx | d 
7 = all—oost) ; = = asint, 
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und ſomit 5. 116. 
s = [aV(1—oost).dt = 2afsinlt.dt = —4acosit+C . 
Sollen die Bogen ſich im Punkte A’ anfangen, fo muß das Integral für Fig. 74. 
t=0 verfchtwinden, und es ift daher C = 4a zu fegen, fo daß wir haben 
s 4all—cosit) .. 
Für den Punkt A iſt t — 2, alfo coslt — cosı = —1, folglich Bo: 
— = 8a oder gleich dem vierfachen Durchmeſſer des rollenden 
Da Winfel mgr = Imor = it, fo ift die Sehne mq — 2acosit, 
und da der cycloibalifche Bogen pB = AB—A'p = da— f4a—4acosit} 
= 4acosst, fo folgt, daß cycl. Bogen pB = 2Chord.mg. 


VI Die Epicycloide. 


Segen wir in s -/ % * +. dt bie in $. 72. (Aufg. 116. 


RL.) angegebenen Ausdrücke für @ 7 und * zu! fo fommt 


—— 2) „08 


s — Arte) /sinz—t.dt = _t+C . 


co⸗e 
Soll dieſes Integral für t = 0 verſchwinden, ff muß C = 
gefege werben, und alsdann ift | 

s * rt — co2.t) . 

Hierbei ift gu bemerken, daß, weil bie, unter dem Sintegralgeichen bes 
findliche, Größe sin,-t das Zeichen ändert wenn Jt durch ben Werth 
ss gebt, der für s gefundene Ausdruck die wirkliche Laͤnge des Bogens nur 
ſo lange ausdrückt, als z It zwiſchen O und zz, alſo als t zwiſchen O und 


da(r-Fa) 
— 


2 liegt. Fuͤr dieſen tn Grenzwert von t, welchem der auf ben An- 
fangspunkt nächfifolgende Ruͤckkehrpunkt der Eurve entfpricht, iſt # = 
SCHI ooen) = rt, ao 7 :8a—=r+ra:r, oder die 


Länge dieſes Bogens verhält fich zu dem vierfachen Durchmeſſer bes rollen: 
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$. 116. den Kreiſes wie bie Summe der Radien beider Kreife zu dem Radius bes 


Grundkreiſes. Seen wir — —n, ſo iſt = = shl,. 


Iſt n eine ganze Zahl, fo beftcht die Curve aus n folher Bogen, und der 
Derimeter der Eurve ift daher 


Kn+ I)a = 
So ift 5. B. ber Perimeter ber Lardioid für welche n=1, gleich 16a 
oder gleich dem achtfachen Durchmeffer des Kreifes. 
VO. Die Hypocycloide. 
Wir können die Länge ded Bogens aus dem in VI. gefundenen Aus: 
drucke herleiten, indem wir —a für a feßen. Dies giebt ung 
_ 4a(r—a) 
= Or. 


+, 


(cos2.t—1) N) 
Salr—a) 


einen Ausdruck, der von t = 0 big =" genommen, d = ——. 


giebt. Iſt — — n eine ganze Zahl, fo ift der Perimeter der Eurve 
S(a— Da — an, | 
. So ift z. 2. der Perimeter ber in der. Aufgabe [157] betrachteten Curve 
($. 95.), welche eine Hypocycloide für Die n — 4, dem zwölffachen Durch: 


meffer des rollenden Kreifes ober dem breifachen Durchmefler des Grund: 
kreiſes 6k gleich. 


VIH. Die logarithmifche Spirale. 
, t 





e_ 
Aus der Gleichung u — re” erhalten wir S- —e” alſo 
J (di * 
8 -/ rin = ıV 14 Je ” dt-+-C N 
folglich 


t 
= rl +m?.e” +C = VIFm.u+rC . 
Sol dag Integral für u = 0 verſchwinden, fo iſt 


s = /l-pfm?.u. 


— 5937 — 
Obgleich alfo die Curve um den Punkt A unendlich viele Windungen macht, $. 116. 
fo ift die Länge eines Bogens von irgend einem Punkte P, deflen Radius Fig. 56. 
vector u ift, bis gu jenem Punkte A eine endliche Größe VL--m?.u, und 
zwar, da mu bie Polarfubtangente ($. 72.), der von der Polarfubtangente 
begrenzten Tangente PT bes Punktes P gleich. 


| Ä $. 117. 
Aufgabe [193]. Den Bogen der Evolute einer Eurve durch die 
beiden Kruͤmmungsradien diefer Eurve, weldhe ibn begrenzen, auszu⸗ 
orüden. 


Es feyen x, y die rechtwinkligen Coordinaten der Curve, und ©, ß bie 
jenigen der Evolute. Alsdann haben wir, zufolge $. 83., die Gleichungen 


G-P+e- =, (A) 
G-A+s-)=0, @) 
" ———— +14, =0. (3) 


Differentiiren wir bie beiden erften Gleichungen, indem wir y als Sunction 
von x, und x fowohl ale 4 u. o als Functionen von « anfehen, fo kommt 


[Ag + {0 -Agro-ate = 


d’y dy’)dx dy dß _ 
[6-97 #4 -{2 — 0; 
und dieſe Gleichungen reduciren ſich in Folge der Gleichungen (2) und 
(3), auf 


nr re =P0, (4) 
Fr —=060. “ (5) 


Eliminiren wir ie | den Gleichungen (1, 2, 4 und 5) die Gcöfen 
(v—P)ı (x«—e) und 97 3 fo fommt 


de? Bo 
* — 1 + a0 alfo ze = — — (6) 
Folglich iſt 
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$. 117. Nehmen wir die Integrale von beiden Theilen diefer Gleichung, fo kommt 





8 = szzaarc(tang = p)+C | 
oder, wenn wir p = tangv fegen, 
s =sFav+C. 


Da = = p bie frigonometrifche Tangente des Winkels ift, welchen bie 


Tangente mit der Abfcifienachie bildet, fo ift v = arc(tang == p) biefer 
Winkel felbfi. Wenn daher v, die Größe dieſes Winkels für den Anfangs 
punft ber Bogen s bezeichnet, fo ift, da s und s’ zugleich verſchwinden fol: 
nm, 0=Fv+C oe C= Ev; folglich iſt 

| s = sgav—v) oder 85 = Fav—v). (8) 
Nun ift aber v—v, ber Unterfchieb ber beiden Winkel, welchen bie Tan: 
genten ober auch bie Normalen in den Endpunften des Bogens s mit der 
Abfeiffenachfe bilden, und daher ift v—v, dem Winkel gleich, welchen bie 
Normalen dieſer Endpunfte einfchließen. Hieraus ergiebt fich: 

Die Differenz ber Bogen zweier parallelen Eurven, welde 
von denfelben Normalen begrenzt werben, ift einem Kreisbo⸗ 
gen gleich, deffen Radius der Entfernung a der beiden Eur: 
ven, und deffen Mittelpunftswinfel bem von jenen Normalen 
eingefchloffenen Winkel gleich ift. 

Wenn alfo die Länge von einem der beiden Bogen s, s und ber Win- 
fel, welchen die Normalen in den Endpunkten einfchließen, gegeben ift, fo 
fann die Länge des andern leicht gefunden werden. 

Permittelft der eben aufgeftellten Relation zwiſchen den Bogen paralle⸗ 
ler Curven koͤnnen wir auch einen Ausdruck fuͤr den Flaͤchenraum finden, 
welcher zwiſchen zwei Bogen paralleler Curven und den gemeinſchaftlichen 
Normalen ihrer Endpunkte enthalten iſt. Bezeichnen wir dieſes Flaͤchenſtuͤck 
durch I, die Flaͤchenraͤume aber, welche zwiſchen jeder ber beiden Curven 
und ihrer Evolute enthalten find, und von denſelben beiden Normalen be- 
grenzt werben, burch S und S’, fo ift im Allgemeinen offenbar 


>} = S—S N alfo ik — 77 — 7 
too, nach $. 112. (©. 1), | 


as _ , A+p% . IS, 
dr — 7 q’ ’ Fr 3. q 
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Ko dk,, .g= ur. 


1 und wenn wir biefe Werthe in’ den fo eben genannten Ausdruck von 


z ſetzen, = =, (l ERTL = . — ergiebt ſich nun 


ds — 1 (-+-p?)’ -—ı 
dx = . 


Nun if abe (.92.65)pPf=p, daher GB, 72 


— — — ——— ⏑ 
3° [| 


q 2 
Es iſt aber, wie fchon oben angegebn 
K _ 1= _ 21 
ds T-rp)i 
folglich 


a?gq? j _2aq _ 


app. @lf ir * 1=qa AH» Tarp ' 


— 1 g __ 
dx — ?°(1-+-p?) 7% 

und hieraus erhalten wir durch Sintegration 
= = ve .dızca/Vl-Hp?.dx, 
dag iſt 

- Z& — iatarcltang = pPJFas+C , 
wo s = SVY1-rp?dx den Bogen der einen parallelen Curve bezeichnet. 
Bezeichnen wir nun, wie oben, p durch fang v, und ben Werth, welchen v 
im Anfangspunfte des Bogens bat, durch v,, fo ift, da S und s zugleich 
verfchtwinden follen, wenn C biernach beſtimmt worden, 

SS = 4a(v— vi). (9) 

Es ift aber 4a?(r —v,) der Inhalt eines Kreisſectors, deſſen Radius der 

Entfernung a ber beiden Eurven, und beffen Mittelpunftswinfel dem von den 

Srengnormalen eingefchloffenen Winkel v—v, gleich iſt; ferner ift as der 

inhalt eines Rechtecks, deffen Seiten dem Bogen s der einen von beiden 

Eurven, und derfelben Entfernung a gleich find. Daher enthaͤlt die zuletzt 
gefundene Gleichung folgenden Satz: 

Der Flaͤchenraum zwiſchen dem Bogen zweier parallelen 
Curven und den gemeinſchaftlichen Normalen ihrer Endpunkte 
iſt gleich der Summe oder dem Unterſchiede des Rechtecks, deſ⸗ 
ſen Seiten dem Bogen der einen von beiden Curven und der 
Entfernung derſelben gleich ſind, und eines Kreisſectors, deſ⸗ 
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$. 117. fen Radius dieſelbe Entfernung, deffen Winkel am Mittel: 
punfte aber der von ben begrenzenden Normalen eingefchlof: 
jene Winkel ift. 
Mir koͤnnen den in Rede ſtehenden Flaͤchenraum auch noch auf eine 
andere Weiſe ausdruͤcken. Da naͤmlich, zufolge der Gleichung (8), 
s = shavw—v);, 


fo ift, Durch Subſtitution in ( 9 


sm —jalr—v)F8, (10) 
und, wenn toir die halbe Summe der Ausdrücke (9) u. (10) bilden, 
= -Elaßs-+-s)) . (11) 


Daher der folgende Sag: 

Der Slächenraum zwifchen ben correfpondirenden Bogen 
zweier parallelen Eurven und den gemeinfhaftlihen Norma: 
len ihrer Endpunfte ift bem Slächenraume eines Baralleltra: 
pezes gleich, deffen parallele Seiten jenen Bogen, und beffen 
Höhe ihrer Entfernung gleich find. 

Beide Säge *) find, fo mie fie hier ausgefprochen werben, aber dahin 
eingufchränfen, daß bie parallelen Bogen feine Inflexionspunkte oder Rück 
Eehrpunfte enthalten dürfen. 


Aufgabe [195]. Den Bogen #’ einer Brennlinie B durch den cor: 
refpandirenden Bogen s der zugebörigen Brennlinie A auszudräden. 


Stellen wir ung eine Evolvente A’ ber Eure A und bie einhülfende 
Curve B’ aller im Lehrfag [49] ($. 102.) erwähnten Kreife vor, fo iR 
die Eurve B’ eine Evolvente der Curve B. Ein einfalender Strahl ö,, 
von feinem Berübrungspunfte auf der Curve A bis zur brechenden Eurve C 
gerechnet, befteht aus zwei Stuͤcken o, und o,, von welchen o, ber Kruͤm⸗ 
mungsrabiug der Eurve A’ iſt. Der gebrochene (oder zurückgetvorfene) Strahl 
ö',, von ber brechenden Curve C bis zu feinem Berührungspunfte auf ber 
Curve B gerechnet, befteht aus zwei Stüden o', und o’,, von welchen e', 
der Kruͤmmungsradius der Curve B’ if. Es iſt alſo 


Fa = mw rm 
Zufolge bes erwähnten Lehrfages E49] in $. 102. ift aber auch 


*) Mir haben fie und den oben von der Melation ber Bogen gegebenen, zuerſt in 
dem M&moire sur le parallölisme des lignes et surfaces conrbes par Crelle (Ann. d. 
math. p. et a. T. XI.) gefunden. 


ah 0, $. 117. 
pn’ 
alfo ift 
, 1 1 ’ J 
zur} = Tre 
Fuͤr einen andern einfallenden Strahl 5, und feinen gebrochenen (oder zu- 
ruͤckgeworfenen) 5’, haben wir eben fo 
1 lo. __, 
fAF0} = rtd ıF03} 3 
und durch Subtraction erhalten. wir 
| ER 1 
TIEF} = TEN IIFEr—)} - 
d 


Da nun aber (o.—o,) dem Bogen s der Evolute ober Brennlinie A 
(Aufg. 193.), und (0, — 0’) dem correfpondirenden Bogen s’ ber Brennlinie 
B gleich ift, fo haben wir 


1 ' 1 ’ ! 
1 — ıF st — re 9 j 
eine Gleichung, aus welcher s’ vermittelt s beftimmt werden kann. | 
Hierbei ift aber zu bemerken, daß diefe Relation nur unter ber Bes 


fchränfung Statt findet, daß fich innerhalb der Bogen s unb s’ feine aus⸗ 
gezeichneten Punkte befinden. 


$ 118. 

Aufgabe [196]. Unter allen Sectoren einer gegebenen Eurve, 
weldhe diefelbe Spize und einen gegebenen Winkel an der Spize ba; 
ben, denjenigen zu finden, in welchem der Bogen der Eurve ein Ma: 
ximum oder Minimam if. 

Es fey u = gylt) bie gegebene Gleichung ber Curve in Polarcoordina- 
tem, deren Pol die gemeinſchaftliche Spige der Sectoren if, und G = 


"PO. Ferner fey & ber gegebene conftante Winkel, welchen die Schenfel eines 
Sectors einfchließen, und s der Bogen des Sectors. Alsdann iſt 


t+6 HF — 2 AP? , 


0 
und, da s ein Marimum ober Minimum feyn fol, = = 0 oder * 20 
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$ 118. zu ſetzen. Nun iſt aber einleuchtend, daß das erſte der beiden Integrale, in 


welchem nach vollzogener Integration t-% für t zu ſetzen iſt, wenn es 
nach t differentüice wird, geben muß, und demnach 
haben wir 


n= GERSFETEHTENGIFTE . 
Es drückt aber, da = = gt) de — gleich if ($. 71. 


3. 16.), VO’ = V w+ + = bie Entfernung de einen End: 
punftes des Bogens von dem Endpunfte feiner Polarfubnormale, und eben 
fo Volt +3)? + P(t+9)? die Entfernung des andern Endpunftes von dem 
Endpunfte feiner Polarfubnormale aus. Soll alfo * — 0 ſeyn, fo müfß 
fen beide Entfernungen einander gleich feyn, und wenn wir demnach von dem 
Falle, in welchem = — 0 ſeyn kann, abftrabiren, fo ergiebt fih, daß 


für ein Maximum oder Minimum die Entfernungen der End; 
punfte des Bogens von den Endpunften ihrer Polarfubnor: 
malen einander gleich feyn müffen. 

Die Gleichung 


Vet N’ +gpErN = Ip’ rpm? 
reicht im Allgemeinen hin, t zu beftimmen. Nach gefchebener Beftimmung 
muß, vermittelt ber folgenden Differentialcoefficienten TE f = 


terſucht werden, ob für ben gefundenen Werth von t ein Maximum ober 
ein Minimum oder Feind von beiden Statt findet. 


Aufgabe [197]. Unter allen Sectoren einer gegebenen Curve, 
welche diefelbe Spize baben und die von Bogen begrenzt werden, de 
ren Fänge gleich und gegeben iff, denjenigen zu finden, deſſen Slächen: 
balt ein Maximum oder Minimum ift. 


N etc. I un⸗ 


Es ſey u = gt) die gegebene Gleichung der Curve in Polarcoordi⸗ 
naten, deren Pol die gemeinfchaftliche Spige der Sectoren ift, und a bie 
gegebene Länge der, die Sectoren begrensenden, Bogen, fo iſt, wenn t, u und 
t', w die Coordinaten der Endpunfte der Bogen bezeichnen, 
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SV wi + dt fr 'V werd +3. d=a: Ass 


und bifferentliren wir dieſe Gleichung nach t, fo haben wir 


] / nn. dd -V v4 
ren + =b. (2) 
Der Flaͤcheninhalt S eines folchen Sectors aber ift 
S=ywWd-fwd, 
woraus durch Differentiation nach t 
dS „dr 


= "—— u 


d dt 
folgt. Segen wir, indem wir von dem Sale, in welchem = =» ſeyn 
kann, abfirahiren, 2 = 0, fo haben wir 


dt 
wur —= 0 j (3) 


und wenn wir = mwiſchen den Gleichungen (2) und (3) eliminiren, 


1 du” —— 1 — u 
— — dtã Ir de 


Da num J = die trigonometrifche Tangente des Winfeld ift, welchen die 
Normale mit dem Radius vector bildet ($. 71. Aufgabe 115.), fo if 
der Coſinus dieſes Winfeld, und daher bedeutet 


(4) 


1 
1 du? 
un 


vn das Stücd ber Normale, welches die vom Pole aus ges 
u? 


uw? da 
fällte Senfrechte auf derſelben begrenzt. Es ergiebt fih demnach, daß 
für ein Marimum ober Minimum die Stüde der Normalen 
der Endpunfte des Bogens, welche von biefen Endpunften 
und ben, von der gegebenen Spiße der Sectoren auf bie Nor» 
35 
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$. 118. malen gefällten Senfrechten begrenzt werden, einander gleich 
find. 
Die Gleichungen (1) und (4) in Verbindung mit den Bleichungen 
u= 9ct) und u’ Ict) reihen im Allgemeinen bin, die vier Größen 
t, u, Eu. w gu beſtimmen. Nachdem dieſe Beftimmung gefchehen iſt, muß, 
wie gewöhnlich, unterfucht werben ob ein Marimum ober Minimum ober 
feind von beiden Statt finder. 


Aufgaben, weldhe auf Differentialgleihungen erfter 
Drdnung führen. 


§. 119 
Aufgabe [198]. Es foll die Curve gefunden werden, für welche 
die Subtangente eine gegebene Sunction der Ordinate ifl. 


Es fey YLy) die gegebene Function, fo haben wir ($. 71. F. 9.) 
dx __ dx 90 
= mı oder er, 
alfo durch integration 
= PN a 
x S y yrC 


als Sleichung der gefuchten Curve, in welcher C willkuͤrlich ift, und fo be 
ſtimmt werden fann, daß die Eurve noch eine Bedingung, z. B. bie burch 
einen gegebenen Punkt zu sehen, erfuͤllt. 

Es ſey z. B. 

I. Die Subtangente conſtant und gleich ı m, fo haben wie 


x = [Fiy+c ‚ de x—=migy-+C, 
oder auch, wenn wir —mloga für C feben, 


xml, oder I=e" 


Die gefuchte Curve ift alfo eine boarithmiſche Linie, und an keiner andern 
Curve iſt die Subtangente conſtant. 
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IL Es ſey py) = ıy, fo iſt | 6. 119. 
x=/ndy+C, ode x=ny+C. 
Die geſuchte Linie ift alfo eine Gerade, und Feine andere Linie hat bie Ei- 
senfchaft, daß die Subtangente und Ordinate in einem conftanten Verhaͤlt⸗ 
niſſe ſtehen. 
IL. Es ſey 05) = ayr, fo iſt 


x=a/yIdy+C, oder xs—C= —y . 


Die gefuchte Eurve ift alfo, wenn n eine pofitive Zahl, eine Parabel nten 
Grades. 


Aufgabe [199]. Es foll die Curve gefunden werden, an welcher 
die Subtangente eine gegebene Sunction der Abfciffe ift. 


Es fey 9) die gegebene Sunction, f6 haben wir (6. 71. F. 9.) 


di _ 1dy_1 
Lu rt Sur 
alfo durch Integration 
If 
log T; — ri N) 
‚oder auch | 
I 
y=(e 6) 


als Gleichung der geſuchten Curve, in welcher C eine willkuͤrliche Conſtante 
ift, Die nach einer noch hinzuzufügenden Bedingung beſtimmt werden Fann. 


Es ſey z. B. px) = nr, fo haben wir 


1 
ol f 1x = Log = lgı" 
log =-1/1a= —logx = logx 
oder Ä 
2 
y= CC". 
Die Eurve ift alfo, wenn m eine pofitive Zahl bedeutet, eine Parabel nten 
Grades. 
Aufgabe [200]. Es fol die Eurve gefunden werden, an welcher 
die Subnormale eine gegebene Sunction der Ordinate if. 


Es fey Hy) die gegebene Function, fo haben wir ($. 71. F. 10) 
35 * 


6. 119. 


0 ı ober a; 
alfo durch integration 
* — 
Sr 


als Gleichung ber Curve. Mit der Eonftanten. C verhält es ſich Hier und 
im Folgenden eben fo twie in ben beiben vorigen Aufgaben. 


I. Es fen z. 2. bie Subnormale conftant, fo IE y(y) = a, daher 


x = [Iay+c 
oder . 
x 5, +C . 
a 


Die gefuchte. Curve iſt demnach eine Parabel zweiten Grabes, deren Para 
meter gleich 2a iſt; und an keiner andern Curve iſt die Subnormale conftant. 
I. Es ſey aply) = y* , fo iſt 
x=afy"dy-+C 
oder 





x = 


—y+C 
die Gleichung der gefuchten Eurve, melche alfo eine Parabel höherer Orb⸗ 


‚hung ift, wenn 2—n eine pofitive Zahl. 


Aufgabe [201]. Es fol die Curve gefunden werden, an weldher 
die Subnormale eine gegebene Sunction der Abfciffe iſt. 


Es ſey Ylx) die gegebene Sunction, fo haben wir ($. 71. F. 10.) 
= 


und durch Sintegration 
7? = SyddkrC 


als Sleichung der gefuchten Eurve. 


Es ſey z. B. px) = art, ſo iſt Sya)d= af dm ul 


alfo 
2a 


n41 





C 
die Gleichung der Curve. 


— 5419 — 


Aufgabe [202]: Es foll die Eurve gefunden werden, an welcher 6. 119. 
die Polarfubtangente eine gegebene Sunction des Keitftrabls iſt. 
Es fey Yu) die gegebene Function, fo ift ($. 71. F. 15.) 


—* = gfu) , oder =, 


und, durch Integration, 
— [FW 
= S F du+C 
die Gleichung ber geſuchten Eurve. 
Es ſey z. B. Yu) = aut, fo iſt 
t = afur?du+C, 
d. i. 


ua 


t—C= — 


die Eurve alfo eine Spirale. In = 0, allo Yu) = a, fo folgt aus 
ber gefundenen Gleichung 
ut—O)-Fa =(0; 
die Spirale ift demnach alsdann eine hyperboliſche (vergl. $. 72. Aufg. 
117. II). 
Aufgabe [203]. Es foll die Curve gefunden werden, an welcher 
die Polarfubnormale eine gegebene Sunction des Leitſtrahls ift. 


Es fey Yu) bie gegebene Function, fo ift ($. 71. F. 16.) 
du dd 1 
| KT 99ı oder da ga) ' 
und, durch Sintegration, 





bie Gleichung der gefuchten Curve. 
Es fey z. B. gu) = au", fo ift 


1 1 
d. i 
ul 
t20 


die Curve alſo eine Spirale Iſt n == 0, alſo gu) = a, fo folgt aus 


6. 119. ber gefundenen Gleichung 
att—C) = u; | 
die Spirale ift ſodann die archimebifche (vergl. $. 72. Aufg. 117. II.). | 
Aufgabe [204]. Es fol die Eurve gefunden werden, an welder 
die Tangente mit dem Leitſtrahl einen Winkel bilder, der eine gege 
bene Sunction des Winkels ift, wein der Leitſtrahl mit der Abfeik 
fenachfe madht. 
Es ſey gt) die gegebene Function, P ift ($. 71. Aufg. 115.) 
dt 1 du 1 
u *— tang g(t) N oder ud — jang pl) ' 
und, durch Sintegration, ° 


logu = ——— d-+C N 


oder auch 


Per) 
1 
| u=C. E Lt) u 
die Gleichung der gefuchten Curve. 
J. Es fey der genannte Winkel conftant, alfo pt) = a und fang g{t) 


1 1 t . 
= tanga, fo ift ang gg“ = Sant = dangal folglich 
u= PALIIe 


die Eurve alfo eine kogarimifäe Spirale In dem beſondern Salle, daß 


a = In, iſt tanga = ©, daher je _ 1 und u — C, bie Eurve 
alſo ein Kreis. 


II. Es ſey ꝙ(t) = at; fo ift Sa 75t = nt = 


log sinn, Daher 
1 
u=Csan'’nt oder u C’sinnt. 
Iſt n IL, ſo iſt um Ceint, alfo u? = Cusiat, ober in rechtwinf: 
ligen Eoordinaten y’+-x? = Cy, bie Eurve alfo ein Kreis, welcher bie 
Abfciffenachfe im Anfangspunkte der Coordinaten berührt. 
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Mn=2, fo kw — C’sin?t, ober, wenn wir bie Abſciſſen⸗ 6. 119. 
achfe um einen halben rechten Winfel drehen, und fomit t--!r für t feßen, 
u? = C?cos2t, die Curve alfo eine Lemniscate ($. 62. ©. 3). 


5. 120. 
Aufgabe [205]. Es foll die Eurve gefunden werden, an welcher 
die Tangente eine gegebene Sunction der Ordinate iſt. 


Es fey 90) die gegebene Function, fo ift ($. 71. F. 11.) 
Vi 70 ddr * ne ' 
und, durch Sintegration, 
ss f VEN — 
die Gleichung der Curve. * 
J. Es ſey die Länge ber Tangente conſtant, und alſo 205) = a, fo 


haben wir 
2__ v3 
x ⸗ Vai‘ dy+C, 
y 
d. i. 
— 2__y3\2 
= Vale HFC (1) 
als Gleichung der gefuchten Eurve. 

Diefe Curve gehört zu denjenigen, welche Tractorien genannt wer: 
den. (Eine Tractorie (Zuglinie) ift eine Eurve, welche von dem einen 
Endpunfte eines nicht dehnbaren Sadens in einer horisontalen Ebene be 
fehrieben wird, wenn der andere Enbpunft deffelben auf einer in derfel- 
ben Ebene befindlichen gegebenen Curve — in bem obigen Falle auf ber 
Abſciſſenachſe — fich fortbervegt, bei melcher Bewegung aber nur fo viel 
Kraft angewandt werben darf, als zur Ueberwindung ber Reibung erforder; 
lich ift.) 

Berlegen wir ben Anfangspunft der Coordinaten, indem wir in (1) 
x für x — C fegen, fo fommt - 


2__„3)\2 
_ AV tale) re (2) 


Die Eurve befteht alfo aus vier congruenten Theilen; benn zu einem und dem: 





5190. 


Sig. 81. 
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felben Werthe von y gehören zwei gleiche und entgegengefeßte Werthe von x, 
und einem und demfelben Wertbe von x entfprechen zwei gleiche und entgegens 
gefete Werthe von y. Die beiden Coorbinatenachfen find demnach Achfen der 
Curve, und der Anfangspunft C ift der Mittelpunft berfelben. Se kleiner y ge: 
nommen wird, defto größer ift x, und für y=0 it x=w ; die Abſciſſen⸗ 


achfe ift alfo eine Afymptote der Eurve. Sur x=0 ff y Ka und = = 
0; und ba für Werthe von y, welche feiner ald —a und 





——— 
groͤßer -+a find, x imagindr if, ſo it y= =a bie kleinſte oder 
größte Ordinate; die Curve bildet bemnadh bei A und A’ zwei Spigen. 
Wir bemerfen von diefer Curve noch Folgendes. 
Erfteng, was die Nectification betrifft, fo ift 


3 


s — /V + Tady = = = Far = talgy+C, 


. und wenn bie Bogen in einem Roͤclehe zunte A anfangen ſollen, iſt 


Salogy -00 fuüͤ y ⸗ Xa, alſo Ka log Ea)+C = 0, dem 
nah s = tal, two der Werth von y abfolut zu nehmen if. Es 


fey nun P irgend ein Punft der Eurve und die Länge ded Bogens AP zu 
conftruiren. Wir beichreiben um C mit CA: einen Kreis, welcher die Abs 


ſciſſenachſe in D fchneidet; nehmen, auf CA, CQ=y, —=PN, ziehen 


OD, welche verlängert ben befchrichenen Kreis in E ſchneidet; durch E zie⸗ 


hen wir ER der Abſciſſenachſe parallel, twelche die Curve in R fchneider; 


fo ift Die Gerade ER —= Bogen AP. Die Nichtigfeit dieſer Conftruction 
ergiebt fich folgendermaßen. Die Gleichung des erwähnten Kreifeg ift 

y? +-x? — q? 
und bie der Gergden OD, weil CQ = yı und CD CA a (4. 4. 
G. 14), 

I —1. 

- yı I4+— 

Entwickelt man x u. y aus beiden Kleichungen, ſo ergeben ſich die Coor⸗ 


dinaten x’, y’ des Durchſchnittes E, naͤmlich 


x’ — _ ala? —yı ) . — 2a’y, 
" a? y > a’+-yr 


2 
Die Gleichung der Geraden ER iſt daher y — er ‚, und eliminiren 
1 
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wir y zwiſchen ihr und ber Gleichung (2), in welcher wir nur die untern 6. 120 
Borzeichen nehmen, fo erhalten wir für die Abſciſſe des Durchſchnittspunt⸗ 


tes R 

—y}) a? 
x en y3 N) 
und demnach ift 


ER=ror= tag. — alo Lo ale). 
3 87: 5, 87 


Da nun, dem Obigen zufolge, auch s, =AP = log”! ‚pitER= 
Bogen AP. 
Zweitens, was bie Duabratur ber Curve befrfft, fo if; weil = 





SV, 8 = Sydı = Syaydr = SVRZF.Ay, alfe 


Ss = — —yi+ ja .are(sin = I)\+c' . 


Soll nun der Slächenraum von der Ordinate CA anfangen, fo muß dag 
integral für x =D, alfo au fuͤr y — a verſchwinden; wir haben alſo 
= 4a°.4 sh C, 

woraus fich | 
Ss = 1Var—yi+jarfare(sin = 2) in} 


oder | 
S=!ly "—y’—}a?.aro(cos = 2) 

ergiebt. Segen wir hierin y = 0, fo erhalten wir für den Slächenraum, 
welcher zwifchen einem Zeige der Curve und der Abfciffenachfe, b. i. feiner 
Afymptote, liegt, den Ausdruck 4a’. Der ganze von ber Curve eingenom: 
mene Raum ift demnach = a’n, alfo dem Inhalte des vorher befchriebe: 
nen SKreifes gleich. 

Drittens, was den Krümmungsrabius der Curve betrifft, fo ift, da 

2 y „ey a dy a’y 


Sa’ WR 
eisfih pr $. 3. 8 9) 
—E alaꝰ — y? 
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5. 120. Um den Kruͤmmungsmittelpunkt eines Punktes P geometriſch zu beſtimmen, 
iſt nichts weiter erforderlich als die Tangente und Normale des Punktes P 
zu ziehen, und in dem Endpunkte der Subtangente eine Senkrechte auf der 
Abſciſſenachſe zu errichten; dieſe ſchneidet die Normale in dem Kruͤmmungs⸗ 


mittelpunkte O. Denn es iſt (6. 71. F. 9.) die Subtangente — = 
Va—y?, und da der Coſinus des Winfeld w, welchen die Normale mit 
der Abfeiffenachfe macht, — 1 


vum“ fo ift ecow — 
1425 


Va?—y?, alſo ocosw Subtangente, woraus bie Richtigkeit der Eon 
firuction erhellet. 
Viertens, was die Evolute der Curve betrifft, fo ift ($. 83, $. 8.) 


B=yr I —’- => ;  =ıFVa—y. 
Hieraus ergiebt ſich y— - und x — ut Segen wir dieſe 


Ausdrücke in die Gleichung (2), fo kommt 
| Va _ VRR, ang EHVFZEN y 
4 ß 


oder 
al PH FEN —* I, 


woraus fich denn 


Pl) 
ergiebt. Die Evolute befteht demnach aus zwei Kettenlinien, von welchen bie 
eine über, und die andere unter der Abfciffenachfe Liegt. 
II. Es fen das Verhältniß der Ordinate zur Tangente conflant und 
= 1:n, fo ift y(y) = ny, und | 
x= SV” —1.dy+C ode x—=V/n—1y-+C. 
Die gefuchte Linie ift alfo eine Gerade, wenn n>1. 


Aufgabe [206]. Es foll die Eurve gefunden werden, an weldyer 
die VNormale eine gegebene Sunction der Ordinate if. 
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Es fey ply) bie gegebene aa fo ift ($. 71. 5. 12.) 


V 1% +3 = - 
Daraus erhalten wir 
d__ 3 
ıy VYam’—y' 
und durch integration 


y 
\ x = ———, dy-+ C 
V(py?—y? 
als Gleichung der gefuchten Curve. 


I. Es fey z. 3. die Ränge der Normale conftant, fo IE Py) = a, 





alfo 
x - [3 ——.dy+C, 
d. i. 
x—= —-Va -0, 


oder 
6- 0 a· 
Die Curve iſt alſo ein Kreis, deſſen Radius gleich a iſt, und beffen Mittel; 
punft auf der Abfeiffenachfe liegt. 


IL € ſey poly) = ıy, fo if 
1 
ı * [art N 


1 
martı 


d. i. 


bie geſuchte Linie alſo eine Gerade, wenn n>1 iſt. 


Aufgabe [207]. Es ſoll die Curve gefunden werden, an welcher 
die Entfernung eines jeden Punktes von dem Endpunkte feiner Polar: 
fubtangente eine gegebene Sunction des Leitſtrahls ıfl. 

Es ſey plu) Die gegebene Sunction, fo if 

—g dt _ 4 Van 

&uV 1405 — gu; wotaus E-F, 


und durch integration 


$. 120. 


$. 120. 


Sig. 82. 
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t = f VOR ZE u4+C 


als Gleichung ber gefuchten Curve folgt. 


J. Es fey jene Entfernung eine conftante Größe, und alfo Yu) = a, 


ſo ift 
t= = ET + ' 


d. i. 





2 
t 7 — U arelsin = 2)+C, 


die Gleichung der Curve. Für u a ergiebt fi) daraus t = Caein; 
legen wir alfo bie Achfe, von welcher die t angerechnet werben, burch den 
Punkt, für welchen u = a, fo if t+-CFir für t zu fegen, und bie 
Gleihung iſt alsdann 
V 2 2 
— = arc(cos — =) . 
u a 

Die Eurve beftehet, wie leicht einzufehen ift, aus zwei gleichen Theilen. 
Es fann nun u nicht größer ald a genommen werden; und da, für u=a, 
t=0, ferne E = uU 
Va —u?, und, für dieſen Bert von u, gleich Null ift, fo berührt ber 
Radius vector in diefem Punfte A die Curve, und biefer Punft A iſt das 
ber ein Ruͤckkehrpunkt. Wenn u abnimmt, fo waͤchſt t immer mehr und 
mehr, und umgekehrt, wenn t wächft, fo nimmt u immer mehr und mehr 
ab; fru—= O iſt t w. Die Curve madht alfo unendlic viele Wins 
dungen um den Punkt C und nähert fich ihm immer mehr und mehr, ohne 
ihn je zu erreichen. 

Wir fonnen auf folgende Weife beliebig viele Punkte ber Curve geos 
metrifch beftimmen. Wir befchreiben um den Anfangspunft der Coorbinaten 
C einen Kreis mit dem Radius a. Sol nun A der Ruͤckkehrpunkt der 
Eurve feyn, fo nehmen wir, auf irgend einer Tangente BM des befchriebes 
nen Kreifes, den Punft M fo, daß BM = Bogen AB, sieben CM unb 
laffen von B eine Senfrechte auf CM herab; der Fußpunkt P diefer Senf: 
rechten ift alsdann ein Punkt der Curve. Denn es fey intel En I Mi 
fo it BM = Bogen AB = ad, daher CM = Va?+ 


t=7>= 








alſo die Polarfubnormale w? T = 
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CB’ a? a 
f U} m un Pe ——— [ 9 6. 120. 
= une — * Ta z alſo = 








' "U, gemer iſt t= Winkel ACP = ACB-BCM, und coeBCM = 
= alfo if | 
Va? u? 2) 
t= -—arcco —), 
u a 


welches bie Gleichung der Eurve if. 

Bollenden wir dag Rechteck unter CP und BP, und sieben die Dia⸗ 
gonale PT, fo it PT = CB = a, und CT auf CP fenfrecht; folglich 
ift PT die Tangente, und die Senfrechte PN die Normale im Punkte P. 

Der Drt be Durchfchnittepunftes O ber beiden Diagonalen, ober des 
Halbirungspunkted ber conflanten Tangente ift ein Kreis, deſſen Radius 
gleich 4a. Unſere Eurve ift daher auch die Tractorie biefes Iegtern, um 


- den Punkt C befchriebenen, Kreifes. | 
una dt Vu 
Was die Rectification der Curve betrifft, fo if, da = — 


8 =-/V« ed du = = / =du —= ZabgurC' , 
und, wenn die Bogen im Nückfehrpunfte A anfangen follen, 
s = al — . 
In Betreff der Duabratur haben wir 
sel = Ey Vew.dh, 


! 


alfo 
s= zw —uit}oare(ein = 2)+C', 
und wenn bie Sectoren von dem Radius vector CA anfangen follen, 
8 ze arc(cos = *) -Veze) . 
Für den Punft P iR CP = u, baher BP = VYa—uw und ACPB = 
IuVar—ui; ferner Kreisſecter BCQ = }a’are(cos = ".); folglich, if 
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s. 120. das Kreisſtuͤck BPQ = Hatarc( oo = =) Wem}; unb baher 


der Sector ACP der Curve = Kreisſtuͤck BPQ . 
3 
Den Krümmungsradius betreffend, haben wir, da a ı 





dt “ Va—u 
_W- 
du __ da —u? dan (22°? —u)u? 
a Een bennach 
du , _ au , d du aut 
are’ ma Tann? 


du? „Fu aꝰuꝰ(aꝰ — 2u?) 
a I 


Segen wir biefe Ausdrücke in denjenigen von o ($. 83: $. 15.), fo kommt 


— au/ a? — u? 
gu 


Um ben Rrämmungsmittelpunft von P geometrifch zu beftimmen, brauchen 
wir nur BC zu verlängern; der Durchfchnitt N dieſer Verlängerung mit 
der Normale ift der Krümmungsmittelpunft und NP der Kruͤmmungsra⸗ 
dius. Denn wir haben im rechfwinflign Dreiede NOP, NP = 
PO.tang NOP, und PO = IPT = !AC = Ha, ferner tangNOP — 





—tangBOP = —tang2BCM. Nun ift aber coaBCM = —, alfo 
er: Vai 
tangBCM — =, folglich tang BCM = 37, und dem. 
——— Eier: wa? — 
nah NP = a ar tr ‚ alfo NP = 0» 
du? d’u 


Fuͤr W — 12? if IN =tme=m. Die 
Eurve hat alfo zwei Inflexionspunkte, deren Leitſtrahlen gleich * ſind. 


Was endlich die Evolute unſerer Curve betrifft, ſo erhalten wir, durch 
Subſtitution der vorher angegebenen Ausdruͤcke in F. 11. u. 13. des $. 83. 





au? Va?—u? 
o= Es -gm 5 tang 3 = en 


Aus der Gleichung y = t-+% ($. 83. ©. 14) ergiebt ſich nun 
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yz= t-rare(tang == 7) j | | $- 120. 
welche Gleichung fich vermittelt. der Gleichung ber Eurve auf 
+Va?— u? 
Zu 
reducirt. Eliminiren wir zwiſchen biefem Ausdruck von > und denjenigen 
von 5 die Größe u, fo kommt 
ı=+ — 


2 1 
als Polargleichung der Evolute. 


U. Es ſtehe, als anderes Beiſpiel die in der Aufgabe genannte Ent: 
fernung mit dem Radius vector in einem gegebenen conftanten Verhaͤltuiſſe, 
fo iſt Yu) = nu, und daher 


ef lgıc, 


t= Un _Ibgu+rC. 
Die Enrve ift daher, wenn n>1 eine logarithmifche Spirale. 


Aufgabe [208]. Es fol die Eurve gefunden werden, an weldher 
die Entfernung eines jeden Punktes von dem Endpunkte feiner Polar * 
füubnormale eine gegebene Sunction des Leitſtrahls iſt. 


Es fey Ylu) die gegebene Function, fo ift 


du? 1? dt 1 
23 DU} ee 
und durch Integration 





alſo 


1 
Va rt 
als Gleichung der gefuchten Eurve folgt. 

1. Es fey die genannte Entfernung conftant, fo iſt Yu) = a, daher 


t = [= =du+C = are| sin = Drc 


u asin(t—C) . 





ober 
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$ 120. gegen wir die Abfeiffenachfe, von welcher bie t angerechnet werben, burch 
denjenigen Punkt der Curve, für welchen t = C ift, fo verwandelt ſich die 
gefundene Gleichung in 

u=asınt, 
oder, wenn wir zu vechttwinkligen Coordinaten übergehen, in 
P”’t=ay. . 

Die Eurve ift alfo ein Kreis, deffen Radius — 1, und ber burch den Ans 
fangspunkt der Coorbinaten geht. 


U. Es fiche jene Entfernung mit dem keitſtrahle in einem conſtanten 
Verhaͤltniſſe, fo iſt g(u) = nu, demnach 


t= I] ——— du-rl 
SE Fu 
b. i. 





1 
le 
und bie Eurve alfo eine Iogarichmifche Spirale, wenn n>1 ifl. 


. 121. 
Aufgabe [209]. Der Brt des Endpunktes der Polarſubnormale 
einer Curve und der Pol der Polarcoordinaten iſt gegeben; es pn diefe 
Eurve gefunden werden. 


Es ſey W = gl!) die gegebene Polargleichung des genannten Ortes, 


fo haben wir, zufolge $. 71., wenn t, u bie Polarcoorbinaten ber gefuchten 
Curve bezeichnen, 


, du , f 
u = dt 5 t = t-+;n . 
Segen wir biefe Ausdrücke in die gegebene Gleichung u’ — y(t), fo kommt 
d 
= PHim) ı 
und durch integration 
u= Sopt+Him)dt+C 
als Gleichung ber gefuchten Eurve. 
Wenn es bloß darauf anfommt, die Geſtalt der Eurve, nicht aber zu: 


gleich ihre relative Lage gegen den gegebenen Ort aufsufinden, fo fann man 
t ſtatt t-+47 fegen, und dann iſt die Gleichung derſelben u = Sylt)dt+C. 
I. & 
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J. Es ſey ber gegebene Ort eine gerade Linie, deren Entfernung vom 6. 121. 
Anfangspunfte der Eoordinaten gleich a ifl. Nehmen wir die Abfeiffenachfe, 
von welcher die t angerechnet werden, biefer Geraden parallel, fo ift deren 
Gleichung 


x 


sint ' 
Es iR alsdam U) = zip, daher HEHE) = augen = mi! 
und demnach 
um rt ' 
d. i. 


u = alogtang it-H!n)+C 
die gefuchte Gleichung ber Eurve. 
U. Es fey der gegebene Ort eine Parabel zweiten Grades und ihr 


Brennpunkt der Pol. Die Gleichung dieſer Eurve ift ($. 33. ©. 11), 
wenn wir den Parameter durch 2g bezeichnen, 


um 





1— cost! ' 
und es iſt alfo hier gt) = een] daher pt-HIm) = - rem 1 
Demnach iſt | 
— 1 
m Samt+t ! 
d. i. 
um —g.-M ,C ober (I-reint)a—C)-+g.cost = 0 
= ST entn o (l-+- sint)u— g.cost = 


die Gleichung der gefuchten Curve. Wenn wir gu rechtwinkfligen Coordina⸗ | 

ten übergehen, finden wir hieraus 
Hr OP —]; 

die Curve ift alfo im Allgemeinen vom vierten Grade. 


Aufgabe [210]. Der Urt des Endpunktes der Polarfubtangente 
einer Eurve und der Pol der Polarcoordinaten iſt gegeben; es foll diefe 
Euroe gefunden werden. 


Es fy u’ I0t) die gegebene Polargleichung bes genannten Ortes, 
fo haben wir, wenn t, u die Polarcoordinaten der geſuchten Curve bezeich⸗ 
36 
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8. 121. nen, zufolge $. 71., " 
’ „at . ' 1 
u — u F * =t—3zn 
Setzen wir biefe Ausdrücke in die gegebene Gleichung u’ = gt’), fo kommt 
„dt z 1 du 1 
"= g(t—ar) , ober 


wd * plt—ıin) ' 
und, wenn wir e integrkm, 


1 1 
u Sem tr 
als Gleichung der gefuchten Eurve. 


J. Es fen der gegebene Ort eine gerabe Linie. Nehmen wir die Or 
binatenachfe biefer Geraden parallel, fo ift ihre Polargleichung 





ucot =a. 
Daher iſt IN) = up MAN a nn Wie 
ben ao 
= (arc 
oder 
er 


Seen wir en für C und ſchaffen die Nenner fort, fo ergiebt ſich als Glei⸗ 
chung der geſuchten Curve 


um 


am 
1—mcost " 
wodurch eine Linie des zweiten Grades, deren Brennpunft im Pole Tiegt, 
ausgedruͤckt wird ($. 33. ©. 16.). 

11. , Es ſey ber gegebene Ort eine Linie zweiten Grades und ein Brenn; 


punkt derfelben der Anfangspunft der Polarcoordinaten. Aus der Gleichung 
($. 33. ©. 16.) 


al 
—1—meost 
erhalten wir glt—in) = ur ; und daraus ergiebt fich 
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! 


— = 1 /1-minddrt, so. 

alfo ' 

1 1 

— — = — (t+most)+C 

u r 

oder. 
r 
u = 


— t mcos t+Cr 
als die Bleichung ber gefuchten Eurve. 


ur . 122. 

Anfgabe [211]. Es find zwei fich fchneidende gerade Linien AB, Sig. 83. 
BC der Rage nach, und ein Punkt A auf einer derfelben gegeben. Man 
foll die Curve finden, welche fo befchaffen iff, Daß, wenn man irgend 
einen Punkt P derfelben mit dem Punkte A verbindet, die Verbindungs: 
linie fo weit verlängert bis fie die BC in D fchneidet, und in P eine 
Tangente an der Curve zieht, diefe Tangente, die BC in E fo fchneider, 
daß BE und DE in einem gegebenen Verhaͤltniſſe fteben. 

Wir nehmen die Gerade AB zur Abfeiffenachfe und die durch ben Hal 
birungspunft O von AB ber BC parallel geführte Gerabe zur Ordinaten⸗ 
achfe, bezeichnen bie laufenden Coordinaten ber ‚geraden Linien durch «, Pı 
die Eoorbinaten des Punftes P der Eurve durch x, y und das GStüd AB 
der gegebenen Geraden durch 2a. Nun iſt 

die Gleichung von BE: a=a, 


die Gleichung von AP: 4 = > (a-Fa), 


und hieraus erhalten wir die Eoorbinaten des Durchfchnitteg D, nämlich 
2a 
_ e=ı m P= Pr . 
Iſt nun n:m das gegebene Verbältniß, fo haben wir für bie Eoorbinaten 
bes Punktes E | 
2nay 
(m-+n)(x-+a) ' 
Die Gleichung der Tangente im Punkte P der gefuchten Eurve ift 


e=mı m fP= 


_.dy 
p-y= zen, 
36 * 


5 122. 


Fig. 84. 
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und da fie den Punkt P enthalten fol, muß fie von den ſo eben angege 
benen Eoordinaten befriedigt werben, woraus wir 
2nay dy, __ 
(m-+-n)(x-Fa) Im a @ ”) 

erhalten, welches die Differentialgleichung ber gefachten Eurve if. Um diefe 
zu integriren bringen wir fie auf die Form 

l1dy_ on—ma—(m+nxı _ n ı m 1 

ydı (m+n)a@—?)) m+rna+ı m+n'a—ı! 
wodurch fich ſodann 

















— log (a3) + —— log (a— x) 


an Pr. 


oder 


y- Cla-Hx)"(a—x . 
als die Gleichung ber gefuchten Curve ergiebt. 
Iſt ma oder mit andern Worten, ift E der Halbirungspunfe von 


BD, fo if — * =. — 4, und bie Gleichung der Eurve iſt dann 


y= Cla+x)i(a— ) ober, rational gemacht, 

P=Ca-n), 
die Curve alfo vom zweiten Grabe und eine Ellipſe oder Hyperbel, je nach⸗ 
dem C reell ober imagindr genommen wird. Die gu Eoorbinatenachfen ge 
nommenen Geraden find ein Paar conjugirte Durchmeffer der Curve. 


Aufgabe [212]. fine Curve ABC iſt gegeben und es foll eine 
andere Eurve abe von der Befchaffenbeit gefunden werden, daß, wenn 
mean in irgend einem Punkte B der gegebenen Eurve eine Senfredste 
“uf der Ordinate BN errichtet, darauf ein Stuͤck BD von gegebener 
Fänge a abfchneidet, und den Endpunkt D deffelben mit dem Durdy 





ſchnitte b der gefuchten Eurve und der Ordinate BN verbindet, die Ders 


bindungslinie Db die gefuchte Curve in b beräbre. 


Es feyen die gemeinfchaftlichen Abfeiffen beider Curven durch x, bie 
fenfrechten Ordinaten der gegebenen durch y’ und diejenigen ber gefuchten 
durch y bezeichnet; es fen ferner z’ = ylx) bie gegebene Gleichung der 
Curve ABC. 

Da BD der Abfeiffenachfe parallel ift, fo haben wir Winfel BDT = 
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DTN, alſo tangBDT = tangDTN, und ba tangBDT = = 


I und nt 4% ‚ 





dx 
_Y-Yy dy 3 _y 
Z= a ober det a a? 
folglich 
sa 


welches die Differentialgleichung ber veſuchte Curve iſt. 
Um dieſe gu integriren, ſetzen wir y= uz, wo u und * „mr noch 


zu beflimmende Sunctionen von x bedeuten. Alsbann in 2 = F 
72 — wodurch ſich unſere Gleichung in 
du di 1 _ x) 
2 ir as er 


verwandelt. Segen wir nun z— I = und a =(0, wo 


durch die legte Gleichung befriedigt wird ſo —8 wir, durch Diviſion 
mit uz, 


unb durch Integration 

log Cr = 4 der 2 — ce, 
wo C die Eonftante der Integration bedeute. Subſtituiren wir dieſen 
Ausdruck von z in die andere Gleichuns * = 2 ı fo ergiebt fich 


246) Ä 


= Ca ' 


und durch integration 


um aufe" edit. 
Da nun y == uz ift, fo haben wir 


6. 122. 
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y= —. f fe" p)di-+C} 
als Gleichung der gefuchten Curve. 


J. Es ſey z. B. die gegebene Linie ABC eine der Abſciſſenachſe pa⸗ 
ralfele Gerade, deren Gleichung y = y(x) = b; fo ift 


y='—.{fte'&+C} 
oder 
y=b+ Le 7 
Die geſuchte Curve iſt alſo im gegenwaͤrtigen Falle eine logarithmiſche Linie. 
Daſſelbe Reſultat ergiebt ſich auf einfachere Art aus der Differentialglei⸗ 
chung, welche jetzt 
dy — b 





at, — 7 
oder 
dx a 
dy_ b—y 


iſt, und integrirt unmittelbar 


x —alog * oder b-y= C.e " 





giebt. Diefe Gleichung flimmt mit der vorher angegebenen überein, wenn 
wir —Z für C fegen. | 


I. Es fey die gegebene Linie irgend eine durch den Anfangspunft ges 
bende Gerade, und y’ = y(x) = nz ihre Sleihung; fo ift 


y- "— ffare' d+C} j 


oder, wenn mir bie angebeutete integration ausführen, 


d |} 


y- + 


die gefuchte Gleichung ber Eurve. 
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III. Es ſey die gegebene Linie ABC eine logarithmiſche Linie und ihre 
Gleichung y = ya) = ae", fo ift 





y= ft Sae —* 3, 
oder, nach vollfuͤhrter eptegraion, 


y=lae' "+Se 


die Gleichung der gefuchten Curve. Fügen wir bie Bedingung hinzu, daß 
die gefuchte Curve die gegebene Iogarithinifche Linie auf der Orbinatenachfe 
ſchneiden fol; fo muß, für — O, y=y fon. Es if abe fuͤr x — 0, 


y= —R und y — a, es muß alſo ja = a, und folglic) 
— 1a? ſeyn. Diefer Werth, in die gefundene Gleichung geſetzt, giebt 


X 
y- ta(e "re “) 
und die Curve ift fomit eine Kettenlinte ($. 64. ©. 5). 

Aufgabe [213]. Es find zwei Eurven ABC, ABC gegeben; es 
fol eine dritte Eurve abe von der Defchaffenbeit gefunden werden, daß 
wenn in irgend einem Punkte B der Eurve ABC eine Senkrechte auf 
der Ordinate BN errichtet, und der Durchfchnittspunft B’ diefer Senf: 
rechten und der Curve ABC mit dem Durchfchnittspunfte b der Ordi⸗ 
nate BN und der gefuchten Eurve verbunden wird, die Verbindungslinie 
B’b diefe gefuchte Curve in b berübre. 


Wir bezeichnen die gemeinfchaftlichen Abfeiffen der Eurven ABC und 
abe durch x, die fenfrechten Ordinaten diefer Curven refpective durch y’ und 
y, und bie auf biefelben Achſen bezogenen Coordinaten ber Eurve ABC 
durch x’, y’. Es fey nun 

„= = (x) bie Gleichung der Curve ABC , 

x” = ıuy") die Gleichung der Curve ABC. 
Da BB’ ber Abfeiffenachfe parallel if, haben wir fang B'TN tang BBT, 
=. Es iſt deBb=y—y—=gypmM)-—Yı und BB = 
NN =x"—ı = wy”")—x; und, wel BN = BN, y =y=9(), 


alfo 7 — 


$. 122. 


gig. 85. 
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5. 122. alſo u(y”) = ıpla)), BB = up))— x. Demnach 
dy _' Pa) 


ds * w(p))—x 


dy — * 20 
dx WIR) —x ——0 
welches die Differentialgleichung der geſuchten Curve iſt. 
Um dieſe Gleichung zu integriren, ſetzen wr y = uz, wo u und z 
dı 


zei noch zu beftimmende Sunctionen bedeuten. Alsdann ift zZ =ur 


+2 zz, und unfere Differentialgleichung verwandelt fich, wenn wir, ber 
Eine wegen, Aꝙ(x)) —x durch f(x) bezeichnen, in 


oder 


20 
rer f(x) ° 
Segen wir nun 42 — ae und 2455 Ko) = 0, wodurch dieſe Gl 


1 . 
chung befriedigt wird, fo erhalten wir - = = 5! alfo, wenn wir 


z 1 Ss dx 
intehriren, log = — / ji oder = Ce ) wo C! bie 
Conſtante der Integration bedeutet, und ſubſticuiren wir dieſen — in 


d du x 
27- = En , fo ergiebt ſich 7 — = Ze = * 8, alſo 


um 2 ya ID +0. 


ix) 
Da nın y= uz iſt, fo haben wir 


1 1 
f f (x) 
y=e (x) {fe ) To rl} f 
al8 die Gleichung der gefuchten Eurve. 


1. Es feyen die beiden gegebenen Linien zwei auf ber Drbinatenachfe 
ſich fchneidende Gerade, welche mit dieſer Achfe, alfo auch mit der Abſciſſen⸗ 
achfe, gleiche Winfel bilden. Alsdann ift 
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y=-=aı+ m y"= —ar’+b 3 $. 122, 
daher ga) = ach; 2 = "L, alſo yo) = ZI und 10) = 


Y«Xax+b)—ı = b-(@x+b) _, — —2%ı. Solglih ift bie Glei⸗ 





a 
hung der Eurve 


1 1 
+[/—d — /—dı h 
yoc/% fe ® Td+c}, 
— 
oder, da [2% = — Ilogx — logxt, alfo € =, 


= AH / + * * 


y= fat +0} f 


oder 


oder auch 

y+raı—b = —Cı, 
und, wenn mir quabriren, 

(y-+ax—b)? = C% 
Die gefuchte Eurve ift alfo eine Linie sweiten Grades und zwar, wie man 
leicht findet, eine Parabel, welche von der Ordinatenachſe in dem Durch⸗ 
ſchnittspunkte der beiden gegebenen Geraden beruͤhrt wird. Die erſte dieſer 
Geraden enthält den Brennpunkt der Parabel, die andere iſt ein Durchmeſ⸗ 
fer berfelben. 


II. Es feyen die beiden gegebenen Curven zwei gleiche, fich von außen 
berührende Kreife, deren Mittelpunfte auf der Abſciſſenachſe liegen. Alsdann iſt 
„”+r?—2r =0 u y"?r”+2R =0; 
daher „= pr) = Van und X" — u) = rei y”. 
Folglich if ix) = u Vin —2)— x = rtVr? OA) — x = 
—ır+(r—x)—x, alfo entweber fx) = — 2x ober fx) = —2r. 

Nehmen wir fin = — 2%, fo ift 


Fre Sa Pn—eyrcr, 


$. 122. 
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a 
oder, da JE* 


= ,3 


ı — — 
y= | Peach 





2x3 
ober 


y+ Vin’ 4 Värzlog en — Fre = Czt 


bie Gleichung der gefuchten Eurve. 

Hätten wir I(x) = —2r genommen, fo würden wir, ba alsbdann BB’ 
(Fig. 85.) conftant wäre, einen Fall der vorigen Aufgabe erhalten haben. 

Aufgabe [214]. Es iff eine Curve gegeben; man foll eine andere 
Eurve von der Beſchaffenheit finden, daß die Tangente in einem jeden 
Punkte P der letztern auf der Ordinatenachſe ein Stuͤck abſchneide, 
welches derienigen Ordinate der gegebenen Curve gleich iſt, die durch 
den Punkt P geht. 

Es ſey y’ = px) die Gleichung der gegebenen Curve. Bezeichnen 
wir die, auf biefelben Coorbinatenachfen bezogenen, laufenden Coordinaten 
der Tangente im Punfte P, deſſen Eoorbdinaten x, y feyn mögen, durch 
a, ß; fo ift die Gleichung biefer Tangente 


d 
‚R—-y = (a2) . 
Für das Stüd der Drbdinatenachfe, welches durch diefe Tangente abgefchnits 
ten wird, erhalten wir, indem wir & = 0 fegen, f = y-ı{ und ba 


dieſes Stück ber durch den Punft P gehenden Ordinate der Eure y’= (x) 
gleich feyn fo, fo haben wir 


d 
x = yo), 


welches bie Differentialgleichung ber gefuchten Eurve ift. 
Die Integration diefer Gleichung kann eben fo wie Diejenigen in ben 
beiden vorigen Aufgaben bewerfftellige werben. Wir koͤnnen aber auch wie 


folge verfahren. Begeichnen mir 5 durch p, fo haben wir 


y=1p+y(x), 
und, wenn wir bifferentiiren, und nu durch (x) bezeichnen, 
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p = Pr + ' 


eine Selchung, die ſich von ſelbſt auf Er = — 0 oder 


BP _ __ER, 
dx x 


reducirt. Aus dieſer Gleichung erhalten wir durch integration 
p= -/2 d«+C; 


und wenn wir diefen Ausdruck von p in bie Gleihung y = px-+y(z) 
ſubſtituiren, kommt 


y- — [ Fax +06) 


| als Gleichung der gefuchten Eure. 
Es fey z. B. die gegebene Curve eine Parabel nten Grades, deren 


2-1 


Gleichung y' = ax” ift, fo haben wir g(x) = ax’, px) =nma ı 


/ 2 d« = m/f" k= m — er. Daher if. die Gleichung 





der gefuchten Eurve 





na 2 I} 
y=ı.% +Cı +3 
ober 
a n 
y= G+-_% . 
$, 123. 


Aufgabe (2151. Es foll die Curve gefunden werden, weldher die 
Eigenſchaft zukommt, daß wenn man um die Dreiedie, welche die Tan: 
gente und Normale eines jeden Punktes der Eurve mit der Abfciffen: 
achſe bilden, reife befchreibt, alle diefe Kreiſe einen und denfelben 
Ort der gleichen Tangente baben. 


Da die Dreiecke rechtwinklig find, und ihre Hppotenufen mit der Ab: 
feiffenachfe zufammen fallen, fo liegen die Mittelpunfte Her Kreife auf biefer 
Achfe, und die Gerade, welche der Drt ber gleichen Tangente ift, ſteht ſenk⸗ 
recht auf derſelben ($. 23.). Wir nehmen biefe Gerade zur Orbinatenachfe. 
Sind nun x, y die Eoordinaten der Eurve und x,, x, bie Abfeiffen der 


6. 122. 


5.123 Punkte, in welchen die Abfeiffenachfe vefpective von ber Tangente unb Nor 
male des Punktes xy gefchnitten wird, fo ift offenbar Kx,+-x,) die Ab⸗ | 
feiffe des Mittelpunfted und 5x, —x,) der Radius der Kreife. Die Se 
chung der Kreife ift daher, wenn a, 4 bi laufenden Eoorbinaten bedeuten, 
x.x 
———— = x —ı)? 
oder 
PR — (x -+X)e ri =0. 
Da nun alle Kreife, twelche denfelben Dre der gleichen Tangente haben, fich 
in denfelben, reellen ober imaginären, Punkten biefer Geraden fchneiden muͤſ⸗ 
fen, fo muß bie fo eben gefundene Gleichung für « = 0 einen conflan: 
ten, pofitiven oder negativen, Werth für A? geben. Bezeichnen wir Diefen 
durch e?, fo haben wir, da ra—= O, f= —ız, if, 
ss, rt? =0. 
Segen wir num in diefe Gleichung für x, und x, bie in $. 71. (Aufg. 114.) 
angegebenen Ausdrücke, fo erhalten wir 


| d d 
(reise =, 


oder, wenn wir mit 1 multipliciren, 


dy dy ady _ 
GR FrIaAENtre 5* 0, 


welches die Differentialgleichung der gefuchten Curve ift. 

Mas nun die Sintegration diefer Gleichung betrifft, fo bemerfe man 
bei einiger Aufmerkfamfeit bald, daß fie fih dadurch bewerlſtellizen laͤßt, 
daß man 

y’+-x?’—e?’ = 2ız, 
und demgemäß 


dız 
xı—  pz—ı 


dy dı dy _ d 
regt alſo æ — 
ſetzt. Fuͤhren wir dieſe Subſtitutionen aus, ſo kommt 
d 


(x +62 —z) = e? 
oder | 
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dı? 
x? 45 „-"=e, 
woraus wir 
1 dı 1 


Ver zi dı x 
und durch Sintegration 
logfr-+Ve+ 2} = = 1 N 
alfo 
z+-/e® +2? = z 


| a 
erhalten. Um die Homogeneität diefer Gleichung berzuftellen, fegen wir 8 


fuͤr C, und erhalten alsdann, wenn wir ſie rational machen, 
B*+4(z2?->e?) = (ex — B?z)? 
oder 
.. Bz—eR-Bt—0; 
und wenn toir für 2xz wieder „?’--x?— e? fegen 
B?y? + (B’— e?)x? -+-B?(B?— ee?) = 0 
als Gleichung der gefuchten Curve. Diefe ift alfo eine Ellipſe oder Hyper⸗ 
bel, und wenn e? poſitiv, d. i. wenn die Durchſchnittspunkte der Kreiſe 
reell find, fallen diefe Punkte mit den Brennpunften dieſer Eurven zufammen. 
Aufgabe [216]. Es find zwei Punkte gegeben, und es fol die 
jenige Eurve gefund.n werden, welche alle Strahlen, die von dem einen 
der beiden Punkte ausgeben, nach einem gegebenen Brechungsverhaͤlt⸗ 
niffe, fo bricht (oder zuräd'wirft), Daß die gebrochenen (oder zuruͤckge⸗ 
worfenen) Strablen fi in dem andern gegebenen Punkte vereinigen. 
Wir nehmen einen der gegebenen Punkte zum Anfangspunfte rechtwink⸗ 
liger Eoorbdinaten, deren Abfciffenachfe wir durch ben andern gegebenen Punkt 
legen. Iſt nun a bie Abfeifie biefes zweiten Punktes und mn’; n dag gege- 
bene Brechungsverhälmiß, fo haben wir, zufolge der Gleichung (8) im 
. 100., indem wir = Pf 0 und ad’ =a feßen, 


‚cd 
nfyl+x} njy$ +ı—al 


VPn = — a)? 
als Differentialgleichung der gefuchten Curve. 


$. 123. 
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Da jeder Theil dieſer Gleichung, wie leicht zu ſehen, ein unmittelbares 
Differential iſt, ſo hat die Integration keine Schwierigkeit, und wir finden 
unmittelbar aus ihr 

nYy? +2? = np? +(x— a)” +C, 
welches die Gleichung der gefuchten Eurve ift. 

Da Vy?+x? den vom Anfangspunfte der Coordinaten, und Vy?+(x—a)? 
den von dem zweiten gegebenen Punfte nad) bem Punkte xy gezogenen Leit: 
ſtrahl ausdrückt, fo haben wir, wenn wir biefe Leitſtrahlen durch u und u 
bezeichnen, 

n'u — nu' =C. 
Hieraus ſehen wir, wie unſere Curve die Eigenſchaft hat, daß die Geraden, 
welche von den gegebenen Punkten nach irgend einem ihrer Punkte gezogen 
werden, nachdem ſie mit zwei conſtanten Zahlen multiplicirt worden, eine 
conſtante Differenz oder Summe haben, je nachdem dieſe Zahlen von dem⸗ 
ſelben oder vom entgegengeſetzten Zeichen ſind. 

Es iſt uͤbrigens leicht einzuſehen, daß die Curve im Allgemeinen vom 
vierten Grade iſt. 

Wenn nn, reducirt ſich die Curve auf eine Hyperbel, wenn m’ = 
—n auf eine Ellipfe, deren Brennpunfte die gegebenen Punkte find. 

„Setzen wir die mwilfürliche Eonftante C = 0, fo iſt bie Eurve ein 
Kreis, defien Mittelpunft auf ber Abfeiffenachfe liegt, und deſſen Nabiug bie 
mittlere Proportionale zwiſchen den beiden Entfernungen ber gegebenen Punkte 
von biefem Mittelpunfte ift. 


§. 124. 
Aufgsbe [217]. Die Eurve zu finden, an weldher die Vormale 
und die Entfernung ihres Endpunktes vom Anfangepunfte der Coordi⸗ 
naten in einer gegebenen Relation fieben. 


Wenn x, y bie rechtwinfligen Coorbinaten der Curve und «, 9 bie 
jenigen der Normale bedeuten, fo ift die Gleichung ber Normale 


P—-yPp+tle—y=0, 
wo p für 2 geſetzt if. Nehmen wir A = 0, fo ergiebt ſich das von 
ber Normale auf der Abſciſſenachſe abgeſchnittene Stuͤck 
e=ıtry.» 
Die Länge ber Normale aber ift yYL-+-p? ($. 71. 5. 12). Wenn nun 
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die Normale zu dem genannten Abſchnitte auf der Abſciſſenachſe in einer $. 124 


Relation ſtehen foll, die durch die Gleichung N = g(e) gegeben it, fo 
haben wir 
yVi+R = ypaHyp)ı m 
welches die Differentialgleichung der gefuchten Eurve if. 
Diefe Gleichung fann integriert werden, ‚ohne daß die Function — be 
ſtimmt if. Wir fegen naͤmlich 
ıtp=a;, (2) 
wo a eine willfürliche Conftante bezeichnet, und integriren biefe legte Gleis 
chung, moburd wir 
P+r?—2ı = C 
erhalten. Segen wir nun bie willfürliche Conflante C = (ya)’— a”, fo 
baben wir 
y’+(x—a)’ = (ga)? ; (3) 
und dies iſt das complete integral ber Gleichung (1). Denn bifferentiren 
wir bie Gleichung (3) nach x, fo fommt 
yp+rı—a=0, (2) 
und eliminiren wir a zwiſchen (2) und (3), fo erhalten wir 


y’1+p?) = {pa+yp}’ ı 
ober, wenn wir die Duabratmwurzeln beider Theile nchmen, die Gleichung (1). 

Die Steihung (3) drückt einen Kreis aus, deſſen Mittelpunft in der 
Entfernung a vom Anfangspunfte der Coorbinaten auf der Wbfeiffenachfe 
liegt, und defien Radius gleich Yla) if. Es ift augenſcheinlich, daß ein 
ſolcher Kreis die Bedingung der Aufgabe erfüllt. 

Außer dieſen Kreifen giebt es aber im Allgemeinen noch eine Curve, 
welche ter Bedingung der Aufgabe genügt. Dies ift die einhuͤllende Eurve 
aller diefer Kreife, deren Gleichung fich ergiebt, wenn wir, infolge des $. 94., 
die Gleichung der Kreife 


y’+(x—a)’ = (pa)’ (3) 
nach a bifferentüiren, woburd) wir 
x—a-+gy(a).p(a) = 0 (4) 


erhalten, und a zwiſchen den Gleichungen (3) und (4) eliminirn. Daß 
die Sinalgleichung dieſer Elimination, welche feine willkaͤrliche Eonftante ent: 
hält, die Differentialgleichung (1) befriedigt, feßen wir aus ber Theorie ber 
particulären Solutionen als befannt voraus. 


— u... — — — 


5. 124. 
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Es ſey z. B. die gegebene Relation N = ktat, fo iſt ꝙ(a) — ka 
und gla).y(a) = ik. Die Gleichungen (3) und (4) find alfo in bie 
ſem Sale 

"”’+ra—ı? =k ; s-arik=0; 
und bie Elimination von a giebt 
y°’ —ñ— k(x+ 1k) r 
welches die Gleichung einer Parabel ift, deren Parameter = k, und deren 
Brennpunft im Anfangspunfte ber Eoorbinaten liegt. 

Aufgabe [218]. Der Ort des „Yalbirungspunftes desjenigen 
Stüdes der Normale einer Eurve, welches zwifchen der Curve und der 
Polarfubnormale liegt, ift gegeben; man foll die Eurve finden. 

Bezeichnen x, y die rechtwinfligen Eoorbinaten ber Curve, «, ß aber 
die Coorbinaten ber geraden Linien, fo ift die Gleichung der. Normale im 
Punkte xy 

B—Pp+(a—x) = 0 
und bie, im Anfangspunfte der Coorbdinaten auf dem, nach dem Punkte xy 
gezogenen, Leitftrahl errichtete Senfrechte bat zur Gleichung 
— — Lu 
Aus beiden Gleichungen erhalten wir durch Entwichelung von « u. A die 
Soordinaten des Durchfchnittes der Normale und der genannten Senkrech⸗ 
ten, d. i. des Endpunktes der Polarſubnormale, naͤmlich 


GHPy , 9 _ __KHtypix 
a m p) ß ——n © 
J—ıp Jıp 
Die Coorbinaten des in ber Aufgabe genannten Halbirungspunftes finb aber 


($.5.8. 4) 
=ı@+r) ; PP=iP Hy. 
Die Subftitution der für «’ u. 2’ gefundenen Ausdrücke giebt 
?—x’)p+2ry A — y„?—r’— 2xyp 
2(y—xp) J . Ay—ıp) 
Iſt nun 2" = ya”) die Gleichung des gegebenen Ortes jenes Halbirungs⸗ 
punftes, fo haben wir 
y„—ı—Ayp _ (re) (5) 
Ay) Ay—ıp) J' 
welches die Differentialgleichung der gefuchten Eurve ifl. 


dd" = 





Diele 


⸗ 
u 
— 
X 
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Dieſe Gleichung kann integrirt werben, ohne daß die Function ꝙ be 6. 124. 
ſtimmt iſt. Wir ſetzen naͤmlich 
(y —x?)p-+2ıy — 
26⸗5 J ( 
wo a eine willfürliche Conftante bezeichnet, und integriren dieſe legte Glei⸗ 
hung. Dies bewerkſtelligen wir dadurch, daß wir fie. mit dem integriren- 


den Sactor Ze multipliciren, wodurch ſich 
0 
y’ 
ergiebt, eine Gleichung, die wir auf die Form 
f2yp-+2(x— a)ty— $y’+-x’—2axtp _o 





bringen können, und bie, wie nun leicht zu ſehen, das unmittelbare Diffe⸗ 
rential von 
y?-+-x? — 2ax 


=C 
. y oo. 
ift. Segen wir die willfürliche Eonflante C = 2y(a), fo haben wir 
+’ — 2g(a).y—2ax =0, (7) 


und dies iſt das complette Integral der Gleichung (5). Denn differentii⸗ 
ren wir die Gleichung (7) nach x, ſo kommt 


Y-pyaptrı—-a=0, (8) 
und eliminiven wir ga) zwifchen den Gleichungen (7) und (8), fo er: 


giebt fich 

2(y—ıpJa = (y„’—ı’)p+-2y. 
Segen wir den Ausdruck von a, welcher aus biefer legten Sleichung her: 
vorgeht, und der mit dem Ausdrucd (6) übereinftimmt, in bie Gleichung 
(7), fo erhalten wir die Gleichung (5) wieder. 

Die Gleichung (7) drückt einen Kreis aus, twelcher durch ben Anfangs⸗ 
punft der Koordinaten geht, und deſſen Mittelpunft, da feine Eoordinaten a 
und ga) find, in dem gegebenen Orte liegt. Daß diefer Kreis der Bedin⸗ 
gung der Aufgabe genügt, iſt leicht einzufehen. Denn menn man in dem, 
in ber Peripherie liegenden, Anfangspunfte ber Koordinaten auf dem Leit 
firahle AP eines Punktes P des Kreifes eine Senfrechte errichtet, fo trifft 
Diefe den Kreis nothwendigerweiſe in dem Enbpunfte des Durchmeſſers, defs« 

® 37 


N 
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$. 124. fen Anfangspunkt P ift; dieſer Durchmeffer aber ift bie Normale des Punk⸗ 
te8 P und wird von dem, in dem gegebenen Orte liegenden, Mittelpunft bed 
Kreifes balbirt. 

Außer dieſen Kreifen giebt es aber im Allgemeinen noch eine Curve, 
welche der Bedingung der Aufgabe genügt. Dies ift die einhüllende Curve 
aller diefer Kreife. Ihre Gleichung ergiebt fih, wenn wir, zufolge bes 
$. 94., die Kreisgleichung 


y’-++-r?’—2y(a).y—2ax = 0 (7) 
nach a bifferentiiren, wodurch wir 
yp(a)-+x = 0 (9) 


erhalten, und a zwiſchen den Gleichungen (7) u. (9) eliminiren. Die Si 
nalgleihung dieſer Elimination iſt eine particuläre Solution ber Gleis 
dung (5). ' 

Iſt 5 B. der gegebene Ort eine Ellipfe ober eine logarithmifche Spis 
tale, fo wird bie Bedingung von den, in der Aufgabe [159] ($. 96.) ge 
fundenen, Eurven erfüllt. 

Aufgabe [219]. Die Eurve zu finden, an welder die Subnor: 
male und’ die Entfernung des Balbirungspunktes der Subtangente vom 
Anfangspunkte der Coordinaten in einer gegebenen Relation fieben. 

Bezeichnen wir bie rechtwinfligen Coordinaten ber gefuchten Eurve durch 
x, Y, fo iſt die Abſciſſe des Endpunktes der Tangente eined Punfted xy, 


gufolge $. 71. (Aufg. 114.), x, = — und folglich die Abſciſſe des 
Halbirungspunktes der Subtangente 


_ı — (x —_I\ - 2PY 
r =; tg = (2x 2) =. 
Die Subnormale 2 aber iR ($. 71. 8.11.) z=yp. Iſt nun x’ = (7) 


die gegebene Nelation, fo haben wir m == o(yp) oder 


y = Zıp—2py(yp) ı (10) 
welches die Differentialgleichung der gefuchten Eurve ift. 
Diefe Gleihung kann integrirt werden, ohne daß die Sunction 9 be 
ſtimmt if. Mir fegen nämlich 
ypyp=3a, (11) 
mo a eine wilfürliche Eonftante bezeichnet, und integriven dieſe letzte Gleis 


RT an 70 eilt 
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hung, wodurch wir 


y = 2ıx-+-C 
erhalten. Segen wir nun die willkuͤrliche Conſtante C = —2apla)) fo 
haben wir 
y’ = 2a[ı — p(a)] ; (12) 


und dies ift das complette integral der Gleichung (10). Denn differen 
türen wir biefe Gleichung (12) nach x, fo kommt 

yp=a, (11) 
und eliminiren wir bie Conſtante a zwiſchen (11) u. (12), ſo erhalten wir 
die Gleichung (10) wieder. 

Die gefundene Gleichung (12) druͤckt eine Parabel aus, deren Para⸗ 
meter gleich 2a iſt, und deren Scheitel die Entfernung ꝙ(a) vom Anfangs 
punfte der Coordinaten hat. Es iſt leicht zu fehen, daß eine folche Para» 
bel die Bebingung der Aufgabe erfült. Denn da die Subnormale dem hal; 


6. 124. 


ben Parameter gleich ift, fo haben wir z = a, und da die Gubtangente . 


eines jeden Punktes doppelt fo groß ift, als die vom Scheitel anfangende 
Abſciſſe Diefes Punktes ($. 35. Aufg. 63.), fo balbirt der Scheitel die Sub- 
Tangente; die Entfernung des Halbirungspunftes ber Gubtangente ift daher 
(a), alfo x = Ya). Aus z=a und X = ga) aber folgt X = plz), 
welches die Bedingung der Aufgabe ift. 

Außer diefen Parabeln giebt es indeflen noch eine Curve, welche der 
Bedingung der Aufgabe genügt. Dies ift die einhuͤllende Curve aller dieſer 
Parabeln, deren Gleichung toir, zufolge bes $. 94., erhalten, wenn wir zwi⸗ 
fehen der Gleichung ber Parabel 


y’ = 2a[x — p(a)] (12) 
und ber, durch Differentiation nach a gebildeten, Gleichung 
xs—[gy(a)+ag(a)] = 0 (13) 


bie willkuͤrliche Sonftante a eliminirn. Die Sinalgleichung ift eine partis 
euläre Solution der Gleichung (10). 

I. Es fey z. B. bie gegebene Relation X = nz, fo iſt Y(a) = na, 

(a) = n. Die Gleichungen (12) u. (13) find dann 
y?’ = 2a(xı—n) ; x—2nn =0; 

und die Elimination von a giebt 

y2 = dr y — * Van’ 

37 * 
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$. 124. welches die Gleichung zweier, durch ben Anfangspunft ber Eoorbinaten ge: 
benden Geraden ift. 
II. Es fey die gegebene Relation x’ — kizt, fo ift g(a) — kat, 
p(a) = 4kta7}. Die Gleichungen (12) u. (13) find in biefem Salle 
y?—= Rı—ka) ; x—ikal = 0; 
und die Elimination von a giebt | 
8 
"= 4 ! 


welches die Gleichung der Neilifchen Parabel it ($. 58. ©. 6). 


$. 125. 

Die Trajectorie ift eine Eurve, melche eine Reihe ftetig auf einans 
der folgender Eurven fo ſchneidet, daß die Durchfchnittepunfte einer gegebe 
nen Bedingung entfprechen. insbefondere verfieht man aber unter einer 
Trajectorie diejenige Curve, welche Die ftetig auf einander folgenden Curven 
der Reihe unter demfelben Winkel fchneidet. Iſt diefer Winfel ein rechter, 
fo heißt bie ſchneidende Curve orthogonale Trajectorie. 

Aufgabe [220]. Die Gleichung der fietig auf einander folgenden 
Eurven und der Winkel, unter weldhem diefe gefchnitten werden follen, 
ift gegeben; es fol die Gleichung der Trajectorie gefunden werden. 


Es ſey 

| Yyır,a) = 0 (1) 
bie Gleichung der gegebenen Eurven in rechtwinkligen Coorbinaten, in welcher 
a diejenige Größe bedeutet, welche fich von einer Eurve zur andern veräns 
dert, und es fey nm bie trigonometrifche Tangente des gegebenen Winkels. 

Sind nun x, y die auf biefelben Achfen bezogenen Coordinaten der ge: 


füchten Eurve, und bezeichnen wir, der Kürze wegen, T f = vefpective 


N 
durch p’, pı fo if, der Bebingung ber Aufgabe gemäß, da p’ u. p bie tris 
gonometrifchen Tangenten ber Winfel find, welche die Berührungslinien in 
den Punkten x’y’ u. xy mit ber Abfcifienachfe bilden, für die Durchſchnitts⸗ 
punkte ber Trajectorie und ber gegebenen Eurven 


_P-P 


1-+-pp’ ' 
- ober, wenn wir ben Nenner fortichaffen, 
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(np — — =0. (2) $. 125. 


In dieſer Gleichung ift p’ als eine gegebene Function von y', x’ und a zu 
betrachten, ba bie Gleichung (1) gegeben if. Eliminiren wir die Größe a 
zwiſchen ben Gleichungen (1) und (2), fo erhalten wir eine Gleichung, 
welche nur x’, y’ und = enthält, und dieſe ift bie Differentialgleichung ber 
gefuchten Trajectorie, wenn wir x u. y für X u. y’ feßen, weil für die 
Durchſchnittspunkte der Trajectorie mit den gegebenen Eurven x = x und 
 y„=y if. 

Soß die Trajectorie eine ortbogonale feyn, fo if n = zu fegen, 
wodurch die Gleichung (2) ſich auf 


—* —A (3) 
reducirt. 
Wenn ſtatt der Gleichung (1) die Polargleichung 
Yu,t,a) = 0 (4) 


der gefchnittenen Eurven gegeben ift, und t, u die Polarcoordinaten ber ges 


fuchten Zrajectorie bedeuten, fo ift, weil 3 * und — * die trigonome⸗ 


triſchen Tangenten der Winkel ſind, welchen die Stormalen mit den Leitſtrah⸗ 
Ien bilden ($. 71.), für die Durchfchnittspunfte der Trajectorie mit den ge 
gebenen Curven, 


Adu_ 1 du 
ud ud 
— Idu du 
145 dt di ' 
ober, wenn wir die Nenner fortichaffen, 
ee) =0. (5) 


In diefer Gleichung ift * als eine bekannte Function von u’, t' und a zu 


betrachten, da die Gleichung (4) gegeben if. Eliminiren wir die Größe a 
zwiſchen den Gleichungen (4) und (5), fo erhalten wir eine Gleichung, 


welche nur u, t und = du F enthält, und biefe ift bie Differentialgleichung ber 
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$. 125. gefischten Trajectorie, wenn wir barin t u. u für f u. w fegen, weil für 


die Durchfchnittspunfte der Trajectorie mit den gegebenen Curven t = t 
und u = u ff. 

Soll die Trajectorie eine orthogonale feyn, fo it n = 5 zu feßen, 
wodurch fich die Gleichung (5) auf 

* uu — 0 (6) 
reducirt. 

Da bie Entwickelung von a aus ber Gleichung (1), ober auch bie Eli, 
mination diefer Größe swifchen den Gleichungen (1) u. (2) ſich zuweilen 
nicht ausführen laßt — ein Fall, der oft eintritt, wenn die Gleichung (1) 
transfcendent ift — und die Aufftellung der Differentialgleichung der Curve 
nach der oben angegebenen Art dann unmöglich wird; fo ift es gut, noch 
ein anderes Verfahren zur Auffuchung der Trajectorie zu Fennen, und dies 
läßt fih auf folgende Weife herleiten. 

Da eine jede Curve der Reihe einen beftimmten Durchfchnittepunft, alfo 
einen beftimmten Punkt der gefuchten Trajectorie giebt, fo folgt, daß jedem 
beftimmten. Werthe von a ein beftimmter Werth von x entfpricht, oder, mit 
andern Worten, daß x eine Sunction von a und alfo umgekehrt auch a eine 
Function von x if. Laͤßt ſich demnach y’ aus der gegebenen Gleichung 
(1) entwickeln, fo daß wir erhalten 

| y=vaıa), (7) 
fo verwandeln wir zunaͤchſt x u. y’ in x u. y, unb differentüiren diefe Gleis 
hung nach a, wodurch wir 


dy _ (< HE: 
ı« \% + dk 


erhalten; dieſen Ausdruck fubfituiren wir für S7 in die Gleichung (2); 


mas ung 
r d dıy\ da W 
(np -2/(E ++ +n=0 
giebt. In biefe Gleichung müffen wir für p’ feinen aus der Gleichung (7) 
zu enttwickelnden Werth fegen, indem wir wieder x’ u. y' inxu. y ver 


wandeln. Durch diefe Verwandlung aber geht p’ offenbar in (3) und 
die zulegt angegebene Gleichung in 


gene FIRE OB 


-$. 126. 


et © 


über. Diefe Differentialgleichung enthält Fein y, fondern nur x und a; im 
tegriren wir fie, fo erhalten wir eine primitive Gleichung zwiſchen x und a. 
Eliminiren wir a zwiſchen diefer Gleichung und der Gleichung (1 ober 7), 
in welcher Iegtern x u. y’ inx u. y zu verwandeln find, fo ergiebt ſich 
die verlangte Gleichung ber Trajectorie. 

Sol bie Trajectorie eine orthogonale feyn, fo if, wie oben, n=! 
zu feßen, wodurch die Gleichung (8) ſich auf 


ee 000 
reducirt. 


Beiſpiel J. Es ſeyen die Linien, welche geſchnitten werden ſollen, 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende Gerade. Die Gleichung 
(1 od. 7) iſt in dieſem Falle 

y=ı, 
woraus p = a. Die Gleichung (2) ift demnach 


MI +atn=0, 


und wenn wir für a feinen Werth aus y’— ar feten, und x, y mit 2,y 
vertaufchen, fo ergiebt fich 


WI +ytu=0. 


Diefe homogene Differntialgleihung läßt fich auf verfchiebene Arten inte | 


griren. Transformiren wir fie in Polarcoorbinaten, indem wir y = usint, 


du . 

7 —sint+-ucost 
x = ucost, und demnach © =n feßen, fo erhalten wir 

Feoet —usint 


du 
Izau= 0, oder 


l 
7 
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$. 125. alſo 
| [u = b. i PR — 
ud n!' TC n 
oder 
* 
u — Ce. 
Die Trajectorie iſt daher eine logarithmiſche Spirale (vergl. $- 2 Aufg. 
117. V.). $ür die orthogonale Trajectorie if n= ©, alfo — 0 


und = — 1, folglich u = C, wodurch ein Kreis ausgedrüdt if. 
Nach dem andern oben angegebenen Verfahren erhalten wir, aus ber 
d 
Sleihung y’ = ax, ylX,a) = ax; daher iſt (& 2?) =a 2) = =y, 
und in Folge der Gleichung (8) 


name —0. 
Durch Separation der Veränberlichen erhalten wir 


“„i—na da _ n 
1-+r2 a ! 
und durch Sintegration 
arc(tang = a)—inlog(1-Fa?) = nlog 
oder 
Vr’-Fa?r? —* 





are(tang = = a) = nlg 
und wenn wir, in Folge der Gleichung y — ax, I 7 für a fegen 


3 


. , Very 
are( tang = 2) = nl ' 
oder auch 
arc (tang_= 2) 
Vy?’+x’ = Ce n 
welches die Gleichung der logarithmiſchen Spirale in rechtwinkligen Coordi⸗ 
naten iſt. 


Beiſpiel IL. Es ſeyen bie Curven, welche geſchnitten werben ſollen, 


logarithmiſche Spiralen ufib | 6188. 


B|t 


u’ = ae 
ihre Gleichung, in welcher a bie von einer Eurve zur andern fich aͤndernde 


Größe if. Wir finden sundchge Ze > DR — —; und durch Subſti⸗ 
tution dieſes Ausdruds in bie Sleihung (5), indem wir u für uw feßen, 
(am) Hudl-+nm) =0 
oder 
Ä 1 du _1 l-+-nm 
ud mn ' 
Durch integration erhalten wir hieraus 
I-tom Atom | 
lg — tm, t oder u= Ce "7" 


als Gleichung ber * ndide alfo wieder eine Iogarithmifche Spi⸗ 
rale if. Soll bie Zrajectorie orthogonal fen, fo muß n = geſetzt 
werden, woburch fich die gefundene Gleichung auf 


u Ce 
vebucirt Sol bie Trajectorie bie gegebenen Spiralen unter bemfelben con: 
ftanten Winkel fchneiden, unter welchen fie von ihren Leitſtrahlen getroffen 


werden, fo muß n = u ‚=m, alo m—n = 0 ſeyn; die Differen- 


tialgleichung der Trajectorie reducirt fich in biefem befondern Falle auf 
* —=0, woraus t—=C folgt, und dieſe Gleichung druͤckt eine durch den 
Anfangspunkt gehende Gerade aus. Soll endlich die Trajectorie die gege⸗ 
benen Spiralen unter demſelben conſtanten Winkel ſchneiden, welchen die 


Normalen biefer , Eurven mit den zugehörigen Leitſtrahlen bilden, fo muß 
ı=-u7y=—oı alfo nm-+1 = 0 feyn, wodurch ſich bie ge: 


fundene allgemeine Gleichung der Trajectorie auf u = C reucirt, und 
hierdurch ift ein Kreis ausgebrückt, deſſen Mittelpunkt im Pol der Spira- 
Ien liegt. 
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ober, a a = 
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Alle dieſe einzelnen Ergebniſſe haͤtten leicht vorausgeſehen werden koͤnnen. 

Aufgabe [221]. Es ſoll die orthogonale Trajectorie aller durch 
die Bleichung y’ = ax" ausgedrüdten Parabeln gefunden werden, wenn 
a die fich verändernde Größe iſt. 

Wir erhalten zunaͤchſt * — p'=nax” ", und wenn wir biefen Aus 
druck in die Gleichung (3) fegen, und x’ mit x vertaufchen, 


nd 
nax +1 = 0, 


zZ =, 


woraus durch Integration 

ny +’ = 
als Gleichung ber geſuchten Trajectorie folgt. Diefe iſt daher eine Ellipſe, 
und begeichnen wir ihre Achfen durch 2A, 2B, ſo FA=Cmd B= 


=c. Die eine der beiden Achfen kann daher willfürlich angenommen wer 


2 
den; ter Quotient n aber ift gleich n. 

Es verſteht fich von felbft, daß man hier, und auch in jebem anbern 
Falle, flatt die Eonftante a nad) gefchehener Differentiation zu eliminiren, 
die gegebene Gleichung durch Entwicelung von a fo umformen kann, baf 
dieſe Größe a ben einen Theil der Gleichung bildet, und daß die ſodann 
vorsunehmende Differentiation, eine Differentialgleichung giebt, toelche Die 
Größe a nicht mehr enthält, und aus der man nur p’ zu entwickeln und in 
die Gleichnng (2 od. 3) zu feßen braucht, um die Differentialgleichung ber 
Trajectorie zu erhalten. Verfahren wir mit der gegebenen Gleichung y’= ax 


auf diefe zu ‚ fo finden wir nad) einander: a = I ;0=xp—ny; 
pP = I —I und, durch Subſtitution dieſes Ausdrucks in bie Gleichung 
(3), —* +xı = 0, wie oben. 


Aufgabe [222]. Es foll die ortbogonale Traiectorie aller durch 
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die Gleichung (7) + (=) = 1 ausgedrüädten Eurven gefunden wer: $. 125. 
den, wenn a die fich verändernde. Groͤße bedeutet. 
Mir erhalten aus der gegebenen Gleichung 


m—1 m—1 
pt =0, 
b a 
und wenn wir a eliminiren, 





ıy p=y'—-b, de p= _ 

xy 
Gegen wir biefen Ausdrud von p’ in bie Gleichung (3), und x, y für 
x, y, fo erhalten wir. 


2 une — 0 ‚ 


b’ ıd 
aa 


woraus wir durch Integration 


ober auch 








b’y’ 
iv — 3_n == 140C 
oder 
2b” 3—n 
2 3 
Pr +C 


als Gleichung der gefuchten Trajectorie finden. 

KWennn— 2 ift, fo drückt die gegebene Gleichung (2) + (= _ 1 
eine Reihe von Ellipſen aus, in welchen die Scheitel einer Achſe zuſammen 
fallen. Die vorher gefundene Differentialgleichung, —* = —x, 
iſt in dieſem Falle 


und giebt durch integration 4y?—b? log — — 11? ode 


yır = 2’ 
als Gleichung ber Trajectorie jener Ellipſen. 
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Aufgabe [223]. Es ſoll die orthogonale Trajectorie aller Ellip⸗ 
ſen gefunden werden, welche dieſelben Brennpunkte haben. 
Bezeichnen wir die gemeinſchaftliche Excentricitaͤt der Elipſen durch e, 
fo ift die Gleichung biefer Ellipſen 
ay? (aꝰ — e?)i? — a’(a?—e?). 
Daraus erhalten wir 
| ı__ (a (—e)x 
pP = a ! 
und wenn wir biefen Ausdruck i in die Gleichung (3) feßen, 
(a? ey Far =0. 


Eliminiren wir nun a zwiſchen dieſer Gleichung und derjenigen der Ellipſen, 
und ſetzen x u. y für x’ u. y', fo eat ſich 
dy 


v4 Ya -)=edz 


als Differentialgleichung ber Trajectorie. Diefe Gleichung ſtimmt mit ber 
in der Aufgabe [215] ($. 123.) gefundenen überein, wenn wir e? in —e’ 
verivandeln, und kann wie diefe, indem man y?-+-x?-re? = 2xz feßt, it 
tegrirt werden. Man findet alsdann zunächft zwiſchen x u. z die Gleichung 


x 
z-+ 722 — e? == F 


42 
oder, wenn man 3 für die willkuͤrliche Conſtante C fegt, die Gleichung 


rational macht und dann y?-+-x?-+e? für 2xz ſubſtituirt, 
. Aty? > (A? — e?)r? — A?(A? — e?) 

eine Gleichung, in welcher A die willfürliche Eonftante iſt. Diefe Gleichung 
der Trajectorie ift der gegebenen vollkommen ähnlich; fie drückt Ellipfen ober 
Hyperbeln aus, je nachdem man bie willfürliche Eonftante A? größer ober 
kleiner als e? nimmt. Es muß aber A? fleiner ald e? genommen werden, 
wenn bie gefundene Curve die gegebenen Ellipſen wirklich fchneiden fol, 
was man dadurch findet, daß man die Coordinaten ber Durchfchnittgpunfte 
aus den beiden Gleichungen entwickelt, die, mie fi) dann zeigt, unter ber 
Vorausfegung, daß a?>e? ift, nur reell find, wenn A?<e? iſt; wie denn 
auch von vorn herein Elar ift, daß wenn A?>e? die gefundene Gleichung 
eine der gegebenen Ellipfen ausdrückt, die fich nicht fchneiden, da fie beide 
Brennpunkte gemein haben. 


— 589 — | 


Die orthogönale Trajectorie iſt alfo eine Hpperbel, welche mit den ge: S. 125 
gebenen Ellipſen beide Brennpunfte gemein hat. Uebrigens fieht man leicht 
ein, daß eine Ellipfe und Hpperbel mit gemeinfchaftlichen Brennpunften fich 
nothwendigerweiſe rechtwinklig fehneiden müffen, weil bie Gerade, toelche ben 
Winkel der beiden, von den Brennpunften nac) einem Durchfchnittspunfte 
gezogenen, Reitftrahlen balbirt, bie Normale an ber einen uhd die Tangente 
an ber andern Curve iſt. 

Aufgabe [224]. Die orthogonale Trajectorie aller Linien zwei⸗ 


ten Grades zu finden, welche ſich in den Eckpunkten eines gegebenen 
Rechtecks ſchneiden. 


Nehmen wir die Verbindungslinien der Halbirungspunkte der gegenuͤber⸗ 
liegenden Seiten des Rechtecks zu Coordinatenachſen, und bezeichnen die 
Seiten des Rechtecks durch 2u und 29, fo werden alle Linien zweiten Gra⸗ 
des, welche durch die Eckpunkte gehen, durch die Gleichung 

| | yax = Ma, 
ausgedrückt, wo a diejenige Größe ift, die fich von einer Curve zur andern 
verändert. Entwickeln wir a aus biefer ee fo fommt 
—— 


x? NH 


a — — 


und nun durch Differentiation 

K— ypP—(y?— Ar =V. 
Bermittelft der Gleichung (3) erhalten wir jetzt 

Tre y 0 
als Differentialgleichung der Trajectorie. Um dieſe zu integriren, fepariren 
wir die Veraͤnderlichen, und erhalten 

Rd _ _Noe 
ydkT x N! 
woraus denn . 
| IP Aly= —ietelg- ı 
oder auch, wenn wir C für c“ ſetzen, 
5yů 2l0g-— —* oder Ca+r) _ ye ge 


folgt, welches bie Gleichung ver gefuchten Trajectorie if. 
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$. 125. und integriren, fo fommt 
„= —ir—nlg 
oder 
2y?+-x°+2alog = 


$. 126. - 

Aufgabe [226]. Die Trajectorie aller Eurven zu finden, weldye 
einer gegebenen äbnlidh und Abnlid) sliegend find, und die fämmelich 
einen und denfelben Aehnlichkeitspunkt mir der gegebenen haben. 

Es fen ber gemeinfchaftliche Aehnlichkeitspunkt ber Anfangspunkt der 
Dolarcoordinaten, unb 


= — y(t) 
die polargleichung der gegebenen Curve. Alsdann find ſaͤmmtliche Curven 
der Reihe buch — — = o(t') oder 

= Bi 


ausudriden. Hieraus erhalten wir R 77 = ag(t), wenn für na 


gefeßt wird. Subſtituiren wir dieſe Ausdruͤcke von u und * in die Glei⸗ 


ſchung (5) des vorigen $., ſo kommt nach der Diviſion durch a, und wenn 
wir t für t fegen, | 


Inꝙ(t) — Ole- +uip )HngH} ı 


1 du — POLY) - a) 
ud gou—ngk) ' 

welches bie Diffrentalgleichuns der Trajectorie iſt. Integriren wir ſie, ſo 
erhalten wir 


oder 








u POLnp — 
log pt) — nꝙ — (2) 
als Polargleichung der — in welcher C die Conſtante der Integra⸗ 
tion iſt. 
- Soll die Trajectorie eine orthogonale ſeyn, fo iſt n — zu ſetzen, 
wodurch ſich 
log 





_ _[® 126. 
als Polargleichung der orthogonalen Trajectorie ergiebt. 
Beifpiel J. Es foll die orthogonale Trajectorie aller ähnlichen und 


ähnlich-liegenden concentrifchen Ellipfen gefunden werden. 

Nehmen wir bie größere Achfe zur Abfeiffenachfe ‚ von welcher die t 
angerechnet twerben, fo ift 

_ ab 
Nm $a? sin?t'-+b?cos?t'}? 
die Gleichung einer von diefen Elipſen. Wir haben daher 
ab abe? sintcost 
gu = fa? sin’t+-b?cos’t}! ; yo=  Jarsintt+-b?cos2t}i ' 

wo e? für a —b? geſetzt if. 

Die Gleichung (3) iſt alfo im gegenwärtigen Galle 








ı a?sin?t +b?cos#t' , arsint 'b’ce cost 
lg = e sintoost = 4/T% cost | eint a j 
oder . 
u ‚a? b? . 
log = — —bogeost + Zlogeint . 
Diefe Gleichung können wir wie folgt umformen, 
e? .b? t 
u sin 
log — * 54 
0 cos" t 
‚alfo, wenn wir c” für c® fegen, in 
.b? 
u = cr ade = t j oder u b’ „cos"t = int h 
cos it 
und wenn wir mit ud multiplichen, in 


u " cos" tt cu sint. 


Sehen wir nun zu rechtwinkligen Coordinaten über, fo haben wir 
By b? :b? 
=Uy, 
2 
ober, wenn wir * —=.n ſetzen, 
38 
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C=%. 
Die Trajectorie ift alfo eine Parabel nten Grades. 
ir bemerken hierbei, daß fich diefelbe Gleichung nach der im vorigen 
Paragraphen für rechtwinklige Coorbinaten aufgeftellten Formel auf einfachere 
Weiſe auffinden läßt. Denn die genannten Ellipſen find in: techtwintligen 


Coordinaten durch die Gleichung 


ny?+r? a 
aus udrucken, wo a die von einer Curve zur andern ſich veraͤndernde Con⸗ 
ſtante iſt. Durch Differentiation erhalten wir daraus nyp+r= =0, un 
vermittelft der Gleichung (3) des vorigen $. 


d 
x —ny =0, 


eine Gleichung, die, nachbem man die Variabeln feparirt bat, 
und dann durch Integration logCy = nlogx, oder 
Gg=%!%7%), 


dy _® 
yd x! 


wie vorber, giebt. 
Uebrigens wird man leicht einfehen, daß fich dieſes Nefultat aus der 
Löfung der Aufgabe [2217 ohne alle Rechnung hätte herleiten laſſen. 
- Beifpiel IL. Es fol die orthogonale Trajectorie aller ähnlichen und 
ähnlich liegenden confocalen Linien zweiten Grades gefunden erben. 
Mir haben zufolge des $. 33. (G. 16) 


’ r 
mens ! 
woraus wir 
u 0) — mr ain t 
a = PUT (li— meost')? 
erhalten. Segen wir biefe Ausdruͤcke in bie leicuns (3), ſo kommt 
u_ 1—meost , 2 dt 
ec” . meint — m" F u ' 
alfo 
N log —- CC = —Iogtang}t— Iogeint ! 
ober 
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di. , $. 126. 
usint = Ciang" it 
als Polargleichung der gefuchten Eurve. 
Fuͤr die Parabel it m = 1 ($. 33.), und diefer Werth von ın re 
ducirt die gefundene Gleichung auf 
usint = Ctangit = = 0, ' 
alfo auf 
um Treost ' 
wodurch wieder eine Parabel ausgebrückt wird. 

Beifpiel IH. Es fol bie orthogonale Trajectorie aller Kreife gefun⸗ 
den werden, welche mit einem gegebenen einen und denſelben Aehnlichkeits⸗ 
punkt haben. 

Es ſey der gegebene Aehnlichkeitspunkt der Anfangspunkt rechtwinkli⸗ 
ger Coordinaten, deren Abſciſſenachſe wir durch den Mittelpunkt des gege⸗ 
benen Kreiſes legen. Die Gleichung dieſes Kreiſes iſt alsdann 

— 0 — 
oder in Polarcoordinaten, 
u? —- 20u cost -+k? = 
woraus wir erhalten: | 


U = gl) = acot! LVarcost—Kk? ; 





du _ = asint ſœ cos Va? cost! — I 
u e 


Setzen wir diefe Ausdruͤcke in die Gleichung (3), fo ergiebt fich 
un Vo? cos’t—k? 
log GG 777 asint 
Segen wir, um das Integral zu finden, 
a? cost—k? = 2°, alfo «cost = Vk?Fz? u. asint = Ver-k?’—z%, 


dt. 


. dt 
fo ift a? sintcost- = —z, und demnach 


Vo?rcost— k? 7? 
—i- — — — —— — —— — — — — —— 
38 * 


! 
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6. 126. woraus fich denn 


I = eo ee, 


und wenn wir wieder Va*cos"t—k? für z und «cost für VYk?-+-z? fegen, 
bg. = = lg — 
„VER, ——— —K?.cost-+Va?costt— ki} 
I  —— — — 


sint 
als Bolargleichung der Trajectorie ergiebt. 

Wenn k = 0 ift, berühren bie Kreife einander und die Drbinaten: 
achfe im Anfangspunfte der Coordinaten; die Ordinatenachfe ift alsdann ber 
Ort der gleichen Tangente, und es rebucirt fich bie gefundene Gleichung ber 
Zrajectorie auf lg. = ug" alſo u fu= Saint, wodurch ein 
Kreis ausgedrückt wird, der bie Abfciffenachfe im Anfangspunfte der Coor⸗ 
dinaten berührt, was mit dem, in der Löfung der 225 ften Aufgabe etwaͤhn⸗ 
ten, Salle übereinftimmt. 

Aufgabe [227]. Die ortbogonale Trajeetorie einer gegebenen 
Eurve zu finden, wenn diefe Curve fich in ihrer Ebene um einen gege 
benen feften Punkt drebt. 

Mir nehmen ben gegebenen Punkt zum Anfangspunkte ber Polarcoordi⸗ 
naten, und es fey, in Beziehung auf biefelben,. die Gleichung ber gegebenen 
Curve in einer ihrer Lagen 

!= olu). 
In irgend einer andern Lage ift die Gleichung dieſer Eurve alsdann 
t ra = > 


dt 
Hieraus erhalten wir u > pw), alſo 9 a = 555 und wenn wir die⸗ 


fen Ausdruck in die Gleichung (6) des vorigen $. ſetzen, und t, w mit 
t, u bertaufchen, 


welches die Differentialgleichung der geſuchten Eurve if. Bringen wir Diele 
auf die Som . = - 0. fo ergiebt fich durch Sintegration 


— — — . 126. 
t+C= I EO% (4) $. 126 
las Gleichung ber orthogonalen Trajectorie. 
Beifpiel J. Es fol die orthogonale Trajectorie aller gleichen und 
confocalen Parabeln gefunden werben. 
Wenn wir den conflanten Parameter diefer Parabeln durch Zr bexich⸗ 
nen, fo iſt die Gleichung von einer derſelben ($. 33. ©. 10 od. 16) 








(L—cost')u —r ‚ 
woraus wir ti = are( cos = A), alfo 
ꝓcu) = are(cos = — 
und demnach 
® (u) — — — — 
uV2ru —r? 
erhalten. Die obige Gleichung (4) ift alfo im gegenwärtigen Falle 
—_ "u 
t40 = = ya V2ru —r 
oder wenn wir bie Sintegration an 


wodurch die gefuchte Srojetsrie ausgedrückt wird. 


Beifpiel I. Es fol die orthogonale Trajectorie d der Spirale, welche 
durch die Gleichung 
un rt 


ausgedruͤckt wird, und die ſich um ihren Pol dreht, geſanden werden. 
Aus der gegebenen Gleichung erhalten wir t end) alfo ift Yu) = 


n n—1 
—* und gu) = n—- . Die oben gefundene Gleichung (4) giebt 
Demnad) 
r? 1 
+ =- Z/ m 
und, wenn wir bie Integration ausführen, 


.du , 


+ 
++! 
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$. 126. oder, indem wir die Eonftante C, welche fich nur auf bie Lage der Achfe, 
von welcher die t angerechnet werden, besieht, gleich Null fehn, , 
n’urt = r? 
als Gleichung ber orthogonalen Trajectorie. 
Aufgabe [228]. Die ortbogonale Trajectorie einer gegebenen 
Eurve zu finden, wenn diefe Curve ſich fo bewegt, daß jeder Puntt 


derfelben eine gerade Kinie beſchreibt, die einer gegebenen Richtung 
parallel iſt. 


Wir nehmen die gegebene Richtung zur Ordinatenachſe rechtwinkliger 
Coordinaten. Iſt nun, in Beziehung auf dieſe, 
y= y«@) 
die Gleichung ber gegebenen Eurve in einer ihrer Lagen, fo wird die Gleichung 
| ytı= +6) \ 
diefelbe Curve in einer andern der genannten Lagen ausdrüden. Nun * 


T -py= 6 ) und durch Subſtitution dieſes Ausdruckes in bie Glei⸗ 


chung (3) des vorigen 8. ehalten toir, wenn x’ in x verwandelt wird, 
vo a+l= — 0, 


woraus ſich 27 = — 55 und durch Integration 


—E [6 d<-+C | (5) 
ale Gleichung ber gefuchten Trajectorie ergiebt. 


Beifpiel I. Es fol die orthogonale Trajectorie der Parebel deren 
Gleichung y’ = kx" ift, gefunden werben, wenn dieſe Curve parallel mit 
der Orbdinatenachfe verfchoben wird. 

Wir haben in diefem Falle ya) = kx", daher px) = nk, 
und zufolge der Gleichung (5), udn wir 


y= _ xl. dx f 


2—n 


— — __4+C 
I = m —2)nk m 
als Gleichung der Trajectorie. 
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Fuͤr n = 3 ift die Gleichung der Zrajectorie y = * 


3kxy = 3kCx-+1, wodurch offenbar eine Hyperbel ausgedrückt wird. 
Beifpiel I. Es ſey bie van Eurve eine durch die Gleichung 


x’ 


‚=3 —F re ” 
ausgebrückten Kettenlinie, und es fol bie orthogonale Trajectorie gefunden 
erden, wenn jene Eurve fi & 2 para der Ordinatenachſe bewegt. 


Hier iſt ga) = en —_e ‚, alfo, zufolge der Gleichung 8 . 


— —d-+C. 
(3) 


Um de Integration auszuführen, fegen wir e m_ z, alſo x = mlog⁊ 











—T7z 


und = — . Hierdurch erhalten wir 
8 1 
y= nf dr N 2 ’ 
7 _ ca - 
woraus fih e" = er , und wenn mir wieder e" für z fegen, 


x 7, 
(1-e")e" — cli+.”) oder auch 
ty I x 
en —_e ALCe”+C —=0 
als Gleichung der orthogonalen Zrajectorie ergiebt. 
Beifpiel II. Es ſey die gegebene Eurve eine Eycloide, welche fich 
ihrer Baſis parallel bewegt. 
Nehmen wir die Baſis zur Orbinatenachfe,- fo ift die Gleichung der 
Cycloide ($. 66. ©. 4) 


y = a.are(cos = 





—) Ver f 


woraus wir px) = er und demnach, zufolge der Gleichung (5), 


— .+C oder $. 126. 
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erhalten. Fuͤhren wir die angedeutete Integration aus, ſo iſt 
= —)_ Varel . 


Diefe Gleichung drückt eine Cycloide aus, welche der gegebenen gleich ift, 
Die aber eine umgefehrte Lage hat, fo daß die Baſis der einen die Tangente 
in den Scheiteln der andern if. ' 








= —aüre[ 
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Aufgabe [229]. SEs foll die Trajectorie gefunden werden, welche 
eine Reihe fletig auf einander folgender Eurven fo fchneider, daß der 
Winkel, welche eine jede Eurve der Reihe mit der fchneidenden Eurve 
in dem Durdhfchnittspunfte bildet, von der Ordinate diefes Punktes 
halbirt wird. 


Es ſey 
yK,y,a) = 0 (1) 
die Gleichung ber gegebenen Eurven in rechtwinkligen Coorbinaten, worin a 
bie zu variirende Conſtante bedeutet, und es feyen x, y bie auf biefelben 
Achſen bezogenen Coordinaten der gefuchten Trajectorie. Bezeichnen mir 
I, durch p', fo muß in Folge ber Vedingung ber Aufgabe 
dy _ 
7 —p (2) 
ſeyn. Eliminiren wir zwiſchen den Gleichungen (1) u. (2) die Eonftante 
a, und fegen, nachbem dies gefchehen, x u. y an die Stelle von vu. y, 
weil für bie Durchfchnittspunfte x’ — x und y’ = y ift, fo erhalten wir 
bie gefuchte Gleichung der Trajectorie. 
Beifpiel J. Es fol bie Trajectorie gefunden werben, welche alle 
durch die Gleichung 
ya 


auggebrückten Eurven, in welcher a die zu variirende Conftante ift, fo ſchnei⸗ 
det, daß die Winfel in den Durchfchnietspunften von den Ordinaten derſel⸗ 
ben halbirt werden. 

Wir erhalten aus ber gegebenen Gleichung P= = nay"-!, alfo zufolge 
der Gleichung (2) 





dy A 
I — —_na"- . 127. 
dx nax ! $ 
und wenn wir a eliminiren und x, y für x’, y' fegen, 
dy ny . 1 dy n 
dx = ——_ 0 — dx = — > 


alfo durch integration 


lg = —nlgx oder w=C 
ale Gleichung der gefuchten Trajectorie. 
Wenn n = 1, d. i. wenn die gegebenen Linien durch den Anfangs: 
punft gehende Gerade find, fo ift 
y=C, 
die Trajectorie alfo eine gleichfeitige Hpperbel. 


Beifpiel IL. Es fol die Trajeckorie gefunden werden, welche eine 
Curve, bie fich dergeftalt bewegt, daß alle ihre Punkte gerade Linien, bie ei- 
ner gegebenen parallel find, befchreiben, fo ſchneidet, daß bie Winkel in ben 
Durchſchnittspunkten von den Ordinaten halbirt werden. 

Es ſey die gegebene Gerade die Orbinatenachfe und alsdann 

y= oa) 
die Gleichung ber gegebenen Eurve in einer ihrer Lagen, fo wird 
y+ta= ga) 
die Gleichung aller von ber Trajectorie zu fchneidenden Eurven feyn, wenn 
a als eine fich fletig ändernde Größe betrachtet wird. Wir erhalten aus die: 
fer legten Gleichung p = y(x‘), und, zufolge der Gleichung (2), 


d 
A OF 
folglich, wenn wir integriren, da Sp(d)dx = ya)-+C iſt, 
y+C=—oßn. 


Die Trajectorie ift demnach der gegebenen Curve gleich, fie hat aber in Be⸗ 
ziehung auf die Abfeiffenachfe eine entgegengefegte Lage. 

Aufgabe [230]. Es fol die Trajectorie gefunden werden, welche 
eine Reibe fietig auf einander folgender Euren fo. fehneider, daß in 
den Durchſchnittspunkten die Tangente der Trajectorie und diejenige 
der gefchnittenen Curve in .einer gegebenen Relation fleben. 


g. 127. 
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Es ſey ply',x,a) —= 0 die Gleichung der gegebenen Eurven, worin a 
die zu variirende Eonftante, ferner x, y bie auf diefelben rechtwinkligen Ach⸗ 
ſen bezogenen Coordinaten der Trajectorie. 

Die Tangente in einem Durchſchnittspunkte, deſſen Coordinaten x’ = x 
und y’ = y find, haben refpective die Ausbrüde ($. 71. F. 11.) 


yVi-+-p” und yV/1-+-p? 
p pP 


Iſt nun die gegebene Relation durch die Gleichung T = w(T) ausge⸗ 
drückt, wo T’ und T die Längen der Tangenten in einem Durchfchnift& 
punfte refpective an der gegebenen und an der gefüchten Eurve bebeuten ſo 


haben wir 
—— (a). (3) 


Eliminiren wir zwiſchen Bier Gleichung und der gegebenen Gleichung 
y = g(x') die Conſtante a, und feßen y n. x an die Stelle von y u. x, 
fo erhalten wir die Differentialgleichung der gefuchten Trajectorie. 
Beifpiel. Es fol die Zrajectorie gefunden werden, welche eine Pa 
vabel zweiten Grabe, Die nach der Richtung ihrer Achfe fortbetvegt wird, 
in jeder Lage fo ſchneidet, daß in den Durchfchnitten die Tangente ber Tras 


jectorie und diejenige der Parabel in dem Verhaͤltniß von L:!n fehen, bie 


Längen beider Tangenten von dem Berührungspunfte big zu einer feften, auf 
der Richtung der Achfe der Parabeln fenfrechten, Geraden gerechnet. 
Nehmen wir die genannte Senfrechte zur Abfeiffenachfe und nennen ben 
Parameter der Parabel 2k, fo ift 
2k(y-+a) = x” 
die Gleichung, welche Ber Curve in einer jeden ihrer Lagen ausdruͤckt. Wir 


erhalten daraus p' = — ‚, und da die Gleichung T = Y(T') im gegen; 


wärtigen Sale T = nT’ ift, fo haben wir, zufolge der Gleichung (3) 


yVl+p’ _ nyVk?-+x” 
ee 
Segen wir nun x u. y an bie Stelle von x u. y', fo erhalten wir 
yi+Pp’ _ nV +? 
— x 


p 
als Differentialgleichung der gefuchten Trajectorie. Es ergiebt fih aus 


| 
ı 
l 


berfelben \ 
—% 
P= %x 

und nun durch Sintegration 


— Yarka +(n?— Ir 


VVi 1? — — 
+C= n?k re 1)x 
ober f 
(2? —1)?(y-+ CP? — (na? — 1)? = n?k? 
als Gleichung ber Trajectorie. Diefe Curve ift demnach eine Ellipfe oder 
KHpperbel, von welcher eine Uchfe mit derjenigen der Parabel zufammen fällt, 
je nachdem n?<1 oder n’>L1 ift: 


$. 128. 

Wenn eine Curve B auf einer andern feften Eurve A forfroßt, ohne 
verfchoben zu werden, fo befchreibt irgend ein beftimmter Punkt in der Ebene 
der rollenden Curve B eine dritte Eurve C, welche Roulette genannt wird. 
Die fefte Eurve A heißt die Bafis ber Roulette. Die Cycloiden, Epicy: 
cloiden und Hypocycloiden find demnach) Rouletten. 


Aufgabe [231]. Die Baſis (A), die rollende Eurve (B) und der 
befchreibende Punkt P in der Ebene der letztern iſt gegeben. Es foll 
die Roulette gefunden werden. 


Die Roulette bat in einer jeben der verfchiebenen Lagen, welche fie wäh. 
rend des Rollens einnimmt, einen Punkt mit der Baſis gemein, und in biefem 
Punkte offenbar einen Contact erſter Ordnung mit diefer Curve. Es fey b 
derjenige: Punkt der rollenden Curve (B), welche beim Anfange ber Bewe⸗ 
gung auf der Baſis (A), und swar im Punkte a biefer Eurve, befindlic) 
war. Iſt nun bei einer fpätern Lage der rollenden Curve der Punkt n der: 
jenige, in melchen fie fich berühren, fo muß der Bogen bn der Eurve (B) 
dem Bogen an der Curve (A) gleich feyn, meil ein Verſchieben der beweg⸗ 
lichen Eurve nicht Statt gefunden haben fol. Wir wollen nun annehmen, 
daß die rollende Curve (B) auf Polarcoorbinaten bezogen fey, deren Pol 
ber befchreibende Punkt P ift, und daß die Gerade, von welcher die t an: 
gerechnet werden, durch den vorher genannten Punft b gehe; ferner wollen 
wir annehmen, daß die Baſis (A) auf ein rechtwinkliges Coordinatenſyſtem 
besogen jey. Bezeichnen wir nun bie Polarcoordinaten des Punktes n der 
Eurve (B) durch t, u und die rechtwinkligen Coordinaten beffelben Punf: 


6. 127. 


Sig. 86. 
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5. 128. tes n ber Curve (A) durch c, A, ferner die Länge des Bogens bn, welche 


der Länge des Bogens an gleich ift, durch s; fo ift, da die Eurve (B) ge 
geben, s eine befannte Function von u, und, ba auch die Curve (A) geges 
ben, s eine ebenfalls befannte Function von a; folglich ift u als eine be 
ftimmbare Function von « anzufehen. Died vorausgefegt, fommt ed nun 
darauf an, die Eoordinaten bed Punktes P, welche wir auf biefelben Achfen 
beziehen, auf welche &, 4 bezogen gebacht werben, und die wir durch x u..y 
bezeichnen, durch & und A auszudrücken, ober nur fo viele Gleichungen zwi⸗ 
fchen den ſechs Größen «, A, t, u,x und y aufiuftellen, daß wir, vermit 
telft derfelben und der gegebenen Gleichungen ber Eurven (A) und (B), bie 
vier erfien Größen eliminiren, und zu einer Gleichung der Eurve (C) zwi: 
fhen x und y gelangen fönnen. 

1. Ziehen wir in den Eurven (A) u. (B) zwei, durch den Punft n 
gehende, Sehnen nm, nm’ und feßen diefe Sehnen an bie Stelle der ihnen 
zugehörigen Bogen, fo ift Klar, daß die rollende Bewegung der Eure (B) 
bei dem Punkte n aufhören und flatt ihrer eine drehende Bewegung eintre: 
ten würde, welche fo lange dauern würde, big die Sehne nm’ in die Rich—⸗ 
tung ber Sehne nm gefommen wäre. Bei biefer Drehung würde der Punkt 
P einen Kreisbogen befchreiben,, deſſen Mittelpunft n und deſſen Radius 
Pn — u iſt. Der Mittelpunftswinfel dieſes Kreisbogens ift dem Winkel 
gleich, welchen die Sehne nm, nm’ in ihrer urfprünglichen Lage mit einan: 
ber bilden; er wird daher ein anderer feyn, wenn bie durch n beliebig ge: 
zogenen Sehnen eine andere Lage haben; aber ber Mittelpunft n unb der 
Radius Pn = u diefes Kreisbogens bleiben biefelben, wie auch die Seh: 
nen durch den Punft n gezogen werben mögen. Und hieraus laͤßt fich ein 
fehen, daß bie geſuchte Roulette von einem Kreife, der mit dem Radius 
Pn um n befchrieben ift, berührt werden muß. Die Koulette kann daber 
als die einhüllende Curve derjenigen Kreife betrachtet werben, deren Mittel: 
punfte auf der Eurve (A) liegen und deren Radien den Leitfirahlen u ber 
Eurve (B) gleich find. Die Gleichung biefer Kreife ift 

G-M’ra—e)”’=u), (1) 
worin x, y die laufenden Eoorbdinaten bedeuten, A aber, in Solge ber ge 
gebenen Gleichung der Curve (A), als eine Function von «, und u, zufolge 
des oben Sefagten, ebenfalld ald eine Function von & angufehen if. Dif 
ferentiiren wir diefe Gleichung. nach &, wodurch wir 

Era) ru = 0 (2) 
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erhalten, und eliminiren zwiſchen den Gleichungen (1) u. (2) dag «a, fo 
erhalten wir die Gleichung der einhüllenden Eurve oder ber gefüchten Ron: 
lette. 
Die Ertwic ung von x und y aus den Gleichungen (1) u. (2) giebt 





uns, wenn wir I fie V ı+ 2 ſetzen, 
Kerze} 
ı= (3) 
Te 
ne —— 
da de da? de? 
y=1- —· (4) 
da? 


Da diefe Herleitung ber gefuchten Gleichungen noch einige Dunkelheit 
zurücklaffen könnte, weil es vielleicht nicht einleuchtend genug ift, daß bie 
Monlette als die einhüllende Curve der genannten Kreife angefehen werben 
fann, fo wollen wir diefelben Gleichungen auf einem andern, allerdings we: 
niger zierlichen, Wege auffuchen. 

U. Es feyen Pn, nN bie fenfrechten Drdinaten von P u. n; es ſey 
ferner nT die gemeinſchaftliche Tangente beider Curven (A) und (B) in 
ihrem Berührungspunfte n, und nQ ber Abfciffenachfe parallel. Wir be: 
zeichnen die Winkel nTX, PnT und PnQ refpective durch m, n und k, 
und es iſt AN=a,ıN=P,Ap=x,Pp=jy. 

Es iſt ferner PnQ = PnT—QnT .und, wegen des Parallelismus 
von TX und nQ, QnT = nTX, alfo PnQ = PnT—nTX oder k = 
n2n—ın; folglich 


cosk = cosncosm-H-sinnsinm R sink —= sinncosm—cosnsinm . 
Bir haben aber tangm — F, tangn = uS; folglich 
= 2 dt 


[0 


$ 128. 


Fig. 86. 
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du 
1 1 1 _d 
cosm — Id 53 cosn = rn 5; 
V + de "tt u 
und demnach 
du, do du dß 
7Tu | dt da" 
cosk —= ds ds 3 sink = — 7 Fr N 
da dt da dt 
ober, wenn wir bie Zähler und. Nenner dieſer Ausdrücke mie n multipliciren, 
du dd dud? dt 
de de de de "de 
cosk — = gi 7 3 sink = — a 
da? da? 
Es ift aber 
da de _da _ du\d® _ „de du 
anal“ a at 
folglich 
„ar ds? du? dt ds? du? 


und demnach auch 
du__ d d? dw Audfß ds? 
da t de de? de? Le dada 
ds’ ’ se da 
de? de? 


cosk = 


Wir haben nun auch) Ap = An— On; Pp = nN-FPQ, und Qn = 


ucosk; PQ = usink, folglid) 
Ap=ı=oa—ucs ; Pp=y= f+usik. 


Setzen wir hierin die für cosk und sink gefundenen Ausdruͤcke, fo erhal: 
ten wir bie oben gefundenen Formeln (3) und (4), woburd bie Richtig: 


feit der in (I.) gemachten Herleitung beftätige ift. 


II. Da der Punfe P der Berübrungspunft eines eingehüllten Kreifes, 
der n zum Mittelpunfte hat, und der einhüllenden Curve oder Roulette iſt, 
fo folgt, daB der Radius vector Pn der rolfenden Curve mit der Normale 
der Roulette zuſammenfaͤllt. Died ergiebt fih auch auf folgende Meike. 
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Bent wir Dr die Gleichung (1) vollſtaͤndig bifferentiiven, fo fommt 6. 128. 
re Ar ann - 

und dieſe Gleichung reducirt fi bi in Folge der Gleichung (2), auf 
-9% I+4—0)= =. (9) 


Der Werth von = ift alfo derfelbe, man mag als conflant oder als 


veränderlich anfehen, oder bie Gleichung (5) drücke fowohl die Normale’ im 
Punfte xy bes Kreiſes, deſſen Mittelpunft «A ift, als die Normale im 
Punkte xy der Roulette aus. u 

IV. Wenn in der Aufgabe nicht beſtimmt ift, welcher Punkt b ber 
rollenden Eurve auf dem gegebenen Punkt a, oder auf welchem Punkt a der 
Baſis der gegebene Punfe b der rollenden Curve liegt, fo ift s zwar noch 
immer eine durch die gegebene Gleichung der Curve (A) beftimmbare Func- 
tion von @ und eine durch die Gleichung der Eurve (B) befiimmbare Func⸗ 
tion von u, allein eine biefer Functionen enthält eine durch die Sintegration 
„ hineingefommene wilffürliche Conftante C, welcher jeber beliebige Werth bei- 
gelegt werden kann, und diefe Conftante befindet fi) dann auch in dem 
Ausdrucke, welcher u durch @ angiebt. Daher enthält alsdann im Allge⸗ 
meinen bie Sinalgleichung der Elimination von a zwiſchen den Gleichungen 
(1) u. (2) oder (3) u. (4) dieſe Conftante, und dieſe Finalgleichung 
drückt fodann alle Nouletten aus, welche der gegebene Punkt P befchreiben 
fann, während die Curve (B) auf ber Baſis (A) rollt. 

Differentiiren wir die genannte Sinalgleichung und eliminiren die Con- 
ftante C, fo erhalten wir eine Differentialgkeichung ber Roulette, welche, ob: 
gleich fie Feine willkuͤrliche Conftante mehr enthält, nicht weniger umfaffend 
ift, als jene primitive Gleichung, indem durch integration biefelbe Conftante 
wieder hineintritt. 

Zu dieſer Differentialgleichung ber Roulette fönnen wir aber auch auf 


du __duds ds Ve Ar. a 
folgende Weife gelangen. Da 77555* 





1+ 
du _ V via ‚du , 
te 
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6. 128. Aungen (1), (5) und (2) find nun, wenn wir in ber zuletzt genannten 
für F 2 den eben angegebenen Ausdruck fegen, 

u = u, (6) 

0-9 +4a—-e)=0, (7) 


Ars} wre imo. 


Nach der Subftitution der aus den gegebenen Sleichungen hervorgehenden 
Ausdruͤcke von u, = und 5, = refpective in t und @, enthalten dieſe 


Gleichungen (6, 7,8), außer x, y und 7, nur noch die sulegt genann⸗ 


ten Veränderlichen t und «. Eliminiren wir demnach diefe beiden Größen 
zwifchen den drei Gleichungen (6, 7,8), fo erhalten wir eine Gleichung ix 


x, y u. — welche die Differentialgleichung der Roulette if. Die Se 


tegration dieſer Differentialgleichung giebt die primitive Gleichung der 
Roulette. 

V. Wenn die rollende Curve (B) der Baſis (A) gleich iſt, und jene 
im Anfange der Bewegung ſo liegt, daß zwei einander entſprechende Punkte 
auf einander fallen, ſo laͤßt ſich die primitive Gleichung der Roulette ohne 
alle Integration ſinden. Denn bei der vorausgeſetzten Gleichheit und Lage 
der Curven (A) und (B) fallen während der Bewegung nur immer homo 
loge Punfte auf einander. Nehmen wir daher denjenigen Punft IZ, tel 
cher in der Ebene der Baſis (A) dem befchreibenden Punkte P in ber Ebene 
der rollenden Curve (B) entfpricht, zum Anfangspunfte der rechtwinfligen 
Coordinaten =, A und x, y, fo ift ber Radius vector u, welcher von P 
nach einem Berührungspunfte «P gezogen wird, dem Radius vector gleich, 
welcher von IZ nach bemfelben Punkte binführe, weil in gleichen Figuren 
bomologe Punkte gleiche Linien begrenzen. Es ift alfo W = «’+-P*, unb 


demnad) u = a. Die Gleichungn (1) u. (2) gehen durch 
Subftitution diefer Ausdrüde in 


Pr —2/y—20ıx =0, (9) 
+ = 0 (10) 
über, 


über, und enthalten u und t nicht mehr. Eliminiren wir «= szwifchen ihnen, 
fo erhalten wir die Gleichung der Roulette. 

Die Uebereinſtimmung biefer Gleichungen (9 u. 10) mit den Gleichun: 
gen (3 u. 4) des $. 96. (Aufg. 160.) zuigt, daß die in Rede ſtehende 
Roulette die einhülende Curve aller Kreife tft, deren Mittelpunfte auf ber 
Bafis A liegen, und deren Peripherien durch den Anfangspunft der Coordi⸗ 
naten II geben, was auch eine Folge bes oben unter (l.) Geſagten if. 
Vergl d. Anmerk. S. 475.) 

Wenn z. B. eine Ellipſe auf einer ihr gleichen Ellipſe rollt und die 
homologen Punkte dabei auf einander fallen, fo beſchreibt irgend ein Punkt 
der Ebene der rollenden Ellipfe eine Curve vom vierten Grade ($. 96. 
&. 10); ein Brennpunft derfelben befchreibt aber einen Kreis ($. 96. ©. 11), 
Das Lebtere laͤßt fich auch durch eine fehr einfache geometrifche Betrachtung 
einfehen. 

VI Wenn die Baſis eine gerade Linie tft, und dieſe zur Abfeiffen- 


achfe genommen wird, fo haben wir A = 0, und daher = 2 — 0 und 


= . Die Gleichungen (3 u 4) reduciren ſich dann auf 
4 
x — —— N (11) 


= Fu 1-9; (12) 
bie Gleichungen (6), (7) u. (8) beruf 


„"’+a—o)’ = = u; 


du? du 
— 2 _— I 
a—e)y Wr tur = 0 
Eliminiren wir (x — a) zwiſchen den drei legten Gleichungen, fo erhalten wir 
d 

y (145 = u; (13) 

VE ed 
Ya +5 — Hr dt (14) 


Die Elimination von «a gwifchen ben Gleichungen (11) u. (12), nachdem 
39 


6. 128. 
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3 128. u und? 7  burch & ausgebrückt worden, giebt die primitive Gleichung der 


Roulette: bie Elimination von t zwiſchen ben Gleichungen (13) u. (14) 
giebt die Differentialgleichung piefer Curve. 

Aufgabe [232]. Ein gegebener Rreis rollt auf irgend einer ge Ä 
gebenen Eurve. Wlan fol die Roulette finden, welche vom Mitte: 
punkte des Kreiſes befchrieben wird. 


Die Polargleichung des Kreiſes iſt u — r, wenn de Mittelpunft zum 
Anfongspunft genommen wird. Daraus erhalten wir Se — 0, und durch 
Subfitution in den Gleichungen (6) u. (8), 

y— —R ⸗2 
— —— — — — 


Dieſe beiden Gleichungen enthalten t nicht mehr, und geben nach Elimina⸗ 
tion von c die Gleichung der gefuchten Moulette. Aber eben biefe Gleichun: 
gen geben durch biefelbe Elimination auch die Gleichung berjenigeg Curve, 
welche der gegebenen Baſis in der Entfernung r parallel ift ($. 92. Aufs. 
149.); daher ift die gefuchte Roulette eine der gegebenen Baſis in der Ent: 
fernung r parallele Curve, was durch eine fehr einfache geometriſche Be⸗ 
trachtung beſtaͤtigt wird. 

Aufgabe [233]. Eine gegebene Parabel rollt auf einer geraden 
&inie; es foll die vom Brennpunkte befchriebene Roulette gefunden 
werden. 


Es fen der Parameter der Parabel — Am, alfo die Entfernung be} 
Brennpunkte vom Scheitel = m. Die Polargleichung diefer Parabel ift 
:($. 33. 6. 10) 


u — 


| 


2 —— woraus nn ment 
1— cost ' dt ”  (l—eost)? 


Subftituiren wir biefe Ausdrücke in die Gleichungen (13 u. 14), fo kommt 


d 
y (1 * 


y 23 = TA —cost)? +sint](L— cost)? — = Am? sin’t. 


—J — 4m’, 


Da nun (1—cost)?’+sin?t = 2(1—cost), und sin’t= (l—costi(1-+cost) 
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ift, fo vertvandelt fich die Iegte Gleichung, wenn wir fie durch (L— cost) $. 128. 
dividiren, in 


cs)? == 2m’(l-Fecost) . 
Dividiren wir ferner diefe Gleichung burch die erfie, fo erhalten wir 





/ 1% 5 
woraus ſich 


ergiebt. Durch Subſtitution des letzten Ausdrucks in bie erfte Gleichung 


fommt . 








Paul 
als Sn der Roulette. 
Entwickeln wir I I, fo ergiebt ſich P ml, alfo ift 
1 dy _ ı | 
— m’ 


| m 
als Gleichung der Nonlette folgt. Somohl aus biefer Gleichung, als aus 
dem Ausdrucke für den Differentinlcoefficienten, Von? , feben wir, daß 


y” nicht Kleiner ald m? werben Fan, wie denn auch bie Fleinfte Entfernung 
bes Brennpunkts von der Parabel gleich m iſt. Beftimmen wir C fo, baß, 


frx=0, y=m fo, fo haben wir og = 0, alſo — *1, 


und daher C = m. Die Gleichung ber Roulette iſt alsdann 
39 * 








6. 18. 
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Vz? 


— _ be! I I ode. = Im(e"+e ”) f 


und die Ronlette ift folkd eine Kettenlinie ($. 64. ©. 5 u. 6). 


Aufgabe [234]. Die Roulette zu finden, weldye der Mittelpunft 
eines gegebenen Kreiſes befchreibt, wenn fidh feine mit ihm feſt ver: 
bundene Evolvente auf einer geraden Kinie waͤlzt. 


I. Aus der Polargleichung wi Kreisevolvente ($ 66. ©. 2) erhalten 











dt Vu? — a? au V du? 
wir du == au 5 alfo if. = ma ‚und u 5 = 
2 .. 
rer: . Segen wir biefe Ausdruͤcke in bie Gleichung (14), fo ergiebt ſich 
” — u? — au? 
Id Va a Vera 
Disibiren wir durch ze = ſo fommt 
| d 
J Be =a, 
und dies si bie Differentialgleichung der Roulette, welche integrirt 
y’ = 2ax-+-C 


giebt. Die Roulette ift demnach eine Parabel zweiten Grades, deren Para: 
meter dem Durchmeſſer bes gegebenen Kreifes gleich ift. 
D. Zu demfelben Nefultate gelangen wir vermittelt der Gleichungen 


. (Al u. 12) wie folgt. In $. 116. (Aufg. 192. IV.) haben wir für ben 


Bogen der Kreisevolvente ben Ausdruck s = = +C gefunden. Da num 

die Bafis eine gerade Linie ift, fo haben wir auch s = a, folglich = = 
3 

+0 woraus fich 


u V2a(@— C) und = —— Dre 


ergiebt. Segen wir diefe Ausdrücke in Die Gleichungen (11) u. (12), fo 
kommt 

s=a—ı ; y= Fi? —2a0—a, 
und wenn wir « eliminiren, 
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y? = 2ax Ha? —2al , 


6. 128. 


eine Gleichung der Parabel, die mic der vorher gefundenen übereinftimunt, 


wenn mir bie Eonftante C gleich a — 2aC feßen. 
Aufgabe [235]. Die Roulette zu finden, welche der Pol einer by; 


perbolifdhen Spirale befchreibt, während fich diefe Eurve auf einer ges . 


raden Linie wälst. 
Aus der Polargleigung der hyperboliſchen Spirale ($. 68. ©. 3) 


u = —, ehaltn wir — TE = — nd und. biefe Ansbräde, in die Gleis 
dungen (13) u. (14) gefeßt, so 


ri) = 


m —(t” It = — r. 


Eliminiven wir t, fo kommt * == y (14 zz): woraus wir 


„je 4 — 1 
y D dı 1] 
und durch Sintegration 
(r+ — ——— 


x = t/r? — Yzelrlog ——— 
erhalten. Die Roulette ift baber die in der 205 ten Aufgabe betrachtete 
Tractorie ($. 119. ©. 1). 


Aufgabe [236]. Die Roulette 3u finden, welche der Pol einer 
logaritbmifchen Spirale befchreibt, wenn diefe Eurve fich auf einer ge; 
raden Linie wälst. 


u 


Aus der Gleichung u = 8 ($. 68. ©. 5) erhalten wir = = — 
und, indem wir biefen Ausdruck in bie Sleichunen (13) u. (14) ſetzen, 
y (1452) =wW m y? 7 T (m+1) = =u’; 
ferner, durch Elimination von u, 


—R 


= =1, 
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$. 128. und, wenn wir integriren, 
my = 3:-+-C 
als Gleichung ber Roulette, welche alfo eine gerade Linie iR. 


$%. 129. 
Aufgabe [237]. Eine Roulette und ihre Baſis find gegeben; es 
fol die Bleihung der rollenden Eurve gefunden werden. 


I. Die Gleichungen (6, 7 u. 8) des vorigen $. enthalten die Löfung 
auch diefer Aufgabe. Da nämlich die Gleichung der Roulette und die der Be 


ſis gegeben ift, fo fönnen wir aus ihnen 5 und 2 durch @, ferner y um 


= durch x ausdrüden. Segen wir nun dieſe Ausbrücde in bie genannte 
Gleichungen, fo enthalten fie außer t und u nur noch die Veränderlichen 
& und x, und wenn wir diefe beiden legten Größen zwiſchen den drei Glei⸗ 
chungen eliminiven, fo erhalten wir eine Gleichung in t, u u. = 7 wede 


die Differentialgleichung ber rollenden Curve ift und integrirt die Polarglei⸗ 
chung berfelben giebt. 


| I. Wenn die gegebene Baſis eine gerade Linie iſt, koͤnnen wir und 
der beiden Gleichungen (13 u. 14) des vorigen $. ſtatt der vorher genann: 


ten drei Gleichungen bedienen, indem wir, nachdem für y u. = ihre Aus 


druͤcke in x ſubſtituirt worden, zwiſchen biefen beiden Gleichungen x elümini 
ven, wodurch wir bie Differentialgleichung der rollenden Eurve erhalten. 


Aufgabe [238]. Diejenige Eurve zu finden, welche, indem fie auf 
einer Parabel zweiten Grades rollt, eine gerade Kinie erzeugt, die auf 
der Achfe der Parabel ſenkrecht ſicbt. 


Bezeichnen wir den Parameter der Parabel durch 4m, ſo iſt ihre Glei⸗ 
chung in rechtwinkligen Coordinaten 


d m 
A = 4ma , woraus = 7 


Iſt nun x+a = 0, die Gleichung der zu erzeugenden, auf der Achſe der 
- Parabel fenkrechten Geraden, fo haben wir Fe =0 oder = =!. Gub: 
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flitwiren wir biefen Werth in die Gleichung (7) des vorigen $., fo ergiebt 6. 129. 

fich y — = 0, alo y = P. Segen wir dieſen Werth von y und den 

Werth —a von x in bie Gleichung (6) des vorigen $., fo erhalten wir 
ar = zu, dp = ku—a. 


Da aber = = — ift, fo haben wir jege — 
Durch Eußfirarin aller diefer Ausdrücke in bie Steichung (8) ergiebt fich 


uꝰ VIi. _m du 
% ra 7 u re 


woraus wir 

dd _  Vm 

du 7 uvzu—.a 
erhalten. 


Bei der Integration biefer Gleichung unterfcheiben wir brei Fälle. 
Nämlich: Aftens, wenn a poſitiv ift, erhalten wir durch Integration 


{+ = VX. at(co⸗ = ZaZe) ; 


2tend, wenn a negativ ift, giebe die Integration, indem wir —a’ für A 


fegen, 
+ V >: box Vi Vu Ve) 


Ztens, wenn a — 0 ift, befommen wir durch Antegration 


I/m 
t+C = ge 
An dem erften Falle, in welchem bie gu erzeugende Gerade, xta=0, 
offenbar gänzlich außerhalb der Parabel liegt, fo daß fie diefe Eurve nicht 


fchneidet, haben wir alfo, wenn wir bie Eonftante C, welche fich nur auf 
die Lage der Achfe bezieht, von welcher bie t angerechnet werden, gleich Null 


fegen, 
. m 
| 2a 


um — — 
14H . 
m 


woraus fich 
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$. 129. ergiebt, eine Gleichung, bie transſcendent if, wenn V: eine Irrational⸗ 


zahl. In dem befondern Falle, in welchem a — m, ber Abſtand der gege: 
benen Geraden vom Scheitel der Parabel alfo dem vierten Theile des Pa⸗ 
rameters gleich, und biefe zu erzeugende Gerade folglich die Directrig Der 
Parabel if ($. 33. Aufg. 49.), geht Lie zulege aufgeftellte Gleichung in 
2m . 

l-+cost 

über, und drückt dann eine Parabel aus, deren Parameter gleich) Am ($. 33. 
G. 10), und die alfo der gegebenen gleich iſt. Wenn daher eine Parabel 
auf einer ihr gleichen Parabel rollt, fo befchreibt der Brennpunft der rollen; 
ben die Directrie ber feften Parabel, mas fich auch auf andern Wegen leicht 
finden läßt. 

An dem zwelten Sale, in welchem bie gegebene Parabel von der zu 
erzeugenden Geraden, x Pa = 0 oder x = a, geſchnitten wird, haben 
mir, die Eonflante C = 0 feßend, . 

ViEu— Va) _ VE 


Zu 


ober auch, durch Entwickelung von u, 
E4a' 


u = — — 


er 


u — 


In dem dritten Falle endlich, in welchem bie Parabel von der zu 
erzgeugenden Geraden in ihrem Scheitel berührt wird, haben wir, wenn bie 
auf die Lage der t fich beziehende Conſtante C gleich Null geſetzt wird, 

ut? = 4m. 
Dieſe Eurve if der Ort des Endpunftes der Polarſubnormale einer hyper⸗ 
boliſchen Spirale ($. 74. Aufg. 122. II.). 


. 130. 
Aufgabe [239]. Kine Roulette, die fie erzeugende rollende Eurve 
und der befchreibende Punkt in der bene der leztern iff gegeben; es 
fol die Baſis gefunden werden. 


I. Auch die Löfung diefer Aufgabe iſt in den Gleichungen (6, 7 u. 8) 
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des $. 128. enthalten. Da nämlich die Gleichungen der Roulette und ber 6. 130. 
rollenden Curve gegeben find, fo fönnen wir y u. 7 dur) x, und u m. 


- durch t ausdrücken. Die genannten drei Gleichungen enthalten alsdann 


außer 4 und @ nur noch die Veränderlichen x u. t, und eliminiven wir diefe, 
fo gelangen wir zu der Differentialgleichung der Baſis, welche fodann zu 
integriren if. * 

I. Wenn die gegebene Roulette eine gerade Linie ift, und biefe zur 


Achfe der x genommen wird, fo haben wir y= 0 und 2 =0. € 
reducirt fich alsdann bie Gleichung (7) des $. 128. auf 


x—a=0(0; 


und „demnach die Gleichungen (6) u. (8) auf 


UV u / du? _ uU ı+ 
— of — — 


Die erſte dieſer Gleichungen reducirt die zweite auf: 
de _ „du 
657 2 *7 (15) 


Setzen wir in dieſe Gleichung für @ 7 - ben Ausdruck, der fich aus der gege 


benen Polargleichung der —8 Gurte als Function von u barftellen 
läßt, und alddann u = =—P, fo haben wir die Differentialgleichung ber 
gefuchten Baſis. u 

Aufgsbe [240]. Auf welcher Eurve muß eine gegebene S£llipfe 
rollen, wenn ein Brennpunkt derfelben eine gerade Linie befchreis 
ben fol? 


Aus der Polargleichung der Ellipſe ($ 33., ©. 11) 
(a— ecost)u — b? 


\ —ıh? 
erhalten wir t = arc( cos _ * ), und demnach 


= 0b? 
Ver eu? — (au— b)3 

- Die Gleichung (15) ar ung Daher 

d? t-uV e?u? ?—(@au—b? 


an = —p 





— 618 — 
$. 130. Segen wir dern u = Fa fo ergiebt ſich, da e = a?—b? if, 
'b 
= —b+229— ' 


und durch Sintegration 


e+C= b.arel in == „== j 


ober wenn wir die auf die Lage dei Anfangspunktes der @ fich beziehende 
Eonftante C = 0, und wieder Va —b? — e ſetzen, 


— — fza 
* b. arc( sin oo) 
oder auch 
p—ı = e.sin 


als Gleichung der gefüchten Baſis. Man ficht leicht ein, daß diefe Curve 
mit der Duabratrir des Tfchirnhaufen ($. 65. ©. 2) in der Verwandt⸗ 


ſchaft der Affinität ſteht, und daß fie dieſe Quadratrix felbft if, wenn 


3 __}3 
e = inb oder — =jnife 





Aufgabe [241]. Auf welder Eurve muß eine Eardioide rollen, 
wenn der Rüdtchrpunfe diefer Eardioide eine gerade Linie beſchrei⸗ 
ben foll? 

Die Polargleichung der Carbioide ift ($. 61. ©. 6) 

u= 2r-+2rcost, 


du 
dt 


erhalten. Segen wir biefen Ausdruck in bie Gleichung (15) und fobann 
PB für u, fo fommt 


aus der wir 


— Y4ru—u? 


de _ 4 
a. Vurß— 
und durch Sintegration 
a+C = #2. arc| cos = >ZP) VER} 


“ Gleichung der gefuchten Bafıs, die folglich eine Cycloide ift ($. 66. 
4). 


“ 8° 
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. 131. 

Aufgabe [242]. Es iff eine Roulette gegeben; man foll die Ba; 
fis und die rollende Eurve finden, unter der Bedingung, daß diefe beis 
den gefuchten Eurven gleich feyen, und daß ihre bomologen Punfte 
beim Rollen auf einander fallen. 


I. Wenn wir, wie in ben beiden vorigen $$. verfahren wollen, fo 
konnen wir, vermittelſt der Gleichungen 


5x-28 - 2x =0, (9) 
a, — 
„tt: >= 0, (10) 


in $. 128., bie Differentialgleichung ber verlangten Eurve auffuchen. Wir 
fönnen nämlich zwiſchen biefen Gleichungen (9 u. 10) und der Gleichung 
der gegebenen Roulette x und y eliminiren, und dadurch eine Differential: 
gleihung erhalten, in welcher feine Veränberlichen als « u. 4 vorkommen. 
Diefe Elimination Fönnen wir dadurch bewerfftelligen, daß wir die Aus: 
drücke von x und y, welche fi) aus den Gleichungen (9) u. (10) erge⸗ 
ben, nämlich 


x m — 


2(#— ep)p 
1-+-p? 
wo p für a 7. gelegt ift, in die gegebene Gleichung der Roulette ſubſtitui⸗ 
vn. Nun pr klar, baß, welches auch diefe gegebene Gleichung ber Roulette 
feyn mag, nach jener Subftitution, (#— ap), ans biefer Gleichung entwickelt, 
einen Ausdruck geben wird, ber aus den Eonflanten, welche in ber Gleis 

hung vorfommen und aus p zufammengefegt feyn wird, fo daß wir 
P-p=yp) oder 4 ap-+ylp) 

haben, two ꝙ(p) eine beflimmte Sunction von p bedeutet. Diefe Differen- 

tialgleichung kann dadurch integrirt werben, daß. wir fie wieder nach « bif: 

ferentiiren, wodurd fh p = prfa-+ P}E ergiebt, eine Gleichung, 

die fich von felbft auf | 


' vd 
je+gp};, = 


% 


rebucirt, und alfo entiweber = = 0 oder a+gl(p) = 0 giebt. 


g. 131. 





$. 131. 


9 
— 620 — 


Der erſte Factor, — 0, bat zum Integral p = C, und, wen 


wir diefe Eonftante in bie ie Gleichung PP = ap-+y(p) ſubſtituiren, erhal⸗ 
ten wir 

RP =TaryC) _.. m 
als volfländiges integral der fo eben genannten Differentialgleichung. 

Der zroeite Factor a+-gp) = O giebt für p einen gewiſſen Aus 
druck in a, und fubftituiren wir dieſen in bie Differentialgleichung p= 
ep-+-y(p), fo Trhalten wir zwar eine primitive Gleichung in « u. Pf, bie 
aber, da fie Feine wilfürliche Conftante enthält, nur eine particuläre' Sol 
tion jener- Differentlalgleichung ift. | 

Die Gleichung (17) drückt offenbar eine gerabe Linie aus. Suche 
wir, nach $. 94., die einhülende Curve dieſer Geraden auf, inden wir die 


- Gleichung (17) nach C differentiiren, wodurch fih & 9(0) = 0 er⸗ 


giebt, und eliminiren C, fo kommen wir augenfcheinlich zu derjenigen Gl 
hung, welche, nach Dem, was fo eben bemerft worden, bie particulär 
Solution ift. | 

II. Da die Gleichungen (9 u. 10) fich darauf beziehen, daß der An 
fangspunft der Coordinaten der die Roulette befchreibende Punkt ift, fo er⸗ 
halten wir nach dem vorher angegebenen Verfahren auch nur diejenige Curve 
als Baſis und ale rollende Curve, in welcher der Anfangepunft ber x, y 
der befchreibende Punkt if. Wollen wir daher alle Eurven finden, melde 
der Aufgabe genügen, fo müflen wir den Anfangspunkt unbeſtimmt laffen, 
db. i. x+a und y-+b für x und y in die gegebene Gleichung der Row 
lette fegen, two denn a und b zwei willkuͤrliche Eonftanten bedeuten; ober 
wir müffen ſtatt der Gleichungep (16) die Gleichungen 

ma; ia (18) 

in Anwendung bringen. 

II. Mir fönnen aber auch auf folgende Meife. verfahren. 

Die Gleichung (9) volftändig differentiirt giebt 


V-MF+6—e) = er f 


und da der zweite Theil diefer Gleichung, in Folge der Gleichung (10), ver: 
ſchwindet, ſo haben wir die Glechang 


— = 0, (19) 


— 21 — | | 
soelche wir ftatt der Gleichung (10) benugen können. Die beiden Glei- $. 131. 
ungen (9) u. (19) enthalten aber den Differentialcoefficienten 2 nicht, 
und wenn wir zwiſchen ihnen, der gegebenen Gleichung der Roulette und 
derem Differentialgleihung x, y u. = eliminiren, fo erhalten wir, ohne 
Integtation, die primitive Gleichung der geſuchten Curve. 

Soll dieſe Gleichung aber alle Curven ausdrücken, welche ber Aufgabe 
genügen, fo müffen wir vor der Elimination in die Gleichung der Roulette 
xa und y+b für x und y fegen. 

Aufgsbe [243]. Pie Eurve zu finden, welche fo befchaffen ift, 


daß, wenn auf ibr eine ihr gleiche Curve rollt, ein mit der letztern feft 
verbundener Punkt eine gegebene gerade Kinie befchreiben Kann. 


Es fen die gegebene Gerade die Orbinatenachfe, deren Gleichung alfo 
10. 

J. Verfahren wir nach der in der vorigen Aufgabe zuerſt angegebenen 
Art, ſo haben wir in die Gleichung der gegebenen Geraden die Ausdruͤcke 
(18) zu ſubſtituiren, und erhalten dadurch die Differentialgleichung 

1 +p? — ! 
deren complettes Sintegral, nach Demjenigen, was in der vorigen Aufgabe 
fich ergeben Bat, 


a 


AP eC)C _ 0 

1+G 7 
oder 

a(l æCy - 20 - 40)0 = 0 
iſt. Differentilren wir dieſe Gleichung nach ji " fommt 
(a-+2e) CE —P = 
und, wenn wir C eliminiren, 
PP = 2a(@-$1a). 

Die gefuchte Bafis ift alfo eine Parabel, deren Brennpunft im Anfangs: 
punfte der @, £ liegt, und deren Directrie die gegebene Gerade ift; ber 
Brennpunkt einer gleichen Parabel befchreibt alfo während des Rollens auf 
diefer Baſis die gegebene Gerade; was mit einem Reſultate in der Aufgabe 
[2387 uͤbereinſtimmt 6 129. J 





6. 131. 
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II. Verfahren wir nach der in der vorigen Aufgabe angegebenen zwei⸗ 
ten Art, fo haben wir in bie gegebene Gleichung x = 0 die Subſtitution 
x-ra für x zu machen, wodurch wir 

ıtraı=0, 
und durch Differentiation 


erhalten. In Folge biefer Gleichungen haben wir x = —a, und, vermit: 

telft der Sleichung (19), y = Pf. Diefe Werthe, in bie Gleichung 
y„’+r—2fy— 20 = 0 (9) 

fubftituirt, geben 


P = 2a(a-4+-3a) 
wie vorher. 


. 132. 
Aufgabe [244]. Die Evolvente einer gegebenen Eurve 3u finden. 


Es feyen =, 4 bie rechtwinkligen Coorbinaten der gegebenen Curve 
und x, y die auf biefelben Achſen bezogenen Coordinaten der geſuchten 
Evolvente. 

J. Wir gehen von der zu Ente des $. 87. angegebenen Eigenfchaft 
der Evolvente aus, daß ihre Normalen Tangenten der Evolute find. 

Die Gleichung der Tangente an der gegebenen Eurve in einem Punkte 
aß derfelben ift, wenn t, u die laufenden Eoordinaten dieſer Geraden be 
deuten, 


8 Bun . 


Da nun der Punkt xy der Ebolvente ‚ welcher dem Punfte =? entfpricht, 


in biefee Tangente liegen muß, fo haben wir 


d 
y-h= a). a) 
Die Gleichung der Normale an der gefuchten Eurve in bem Punkte xy ifl 
u_NI+t—) = 0, oder auch 
sw +09) = =0; 
und da der, dem Punkte xy entfprechende, Punft «A in biefer Normale 


— 293 — 
liegen muß, fo haben wir auch | 
DE +R—ı) = =0. (2) 


Die beiden Gleichungen (1) u. (2) enthalten die Löfung ber Aufgabe. Eli: 
miniren wir nämlich zwiſchen dieſen beiden Gleichungen, ber Gleichung der 


dB . 
gegebenen Curve und ihrer Differentialgleichung die drei Größen @, /, = ‚ 


fo erhalten wir eine Gleichung in x, y u. = welche die Differentialglei- 


chung der gefuchten Evolvente iſt. 
‚Statt einer der beiden Gleichungen (1) u. (2) koͤnnen wir auch bie 


Gleichung 

drab— | 

di dc +l1= (3) 
in Anwendung bringen, welche ſich ergiebt, wenn wir — —, ftoifchen jenen 
eliminiren. 


1. Wir fönnen aber auch davon ausgehen, daß bie Evolvente die or⸗ 
thogonale Trajectorie aller Tangenten der gegebenen Evolute iſt. Alsdann 
muͤſſen wir, um die Differentialgleichung jener Curve aufzufinden, zufolge 
der 220ten Aufgabe ($. 125.), zwiſchen der Gleichung der Tangente 


| = Ee-0), (a) 
ber Sleichung 484 
y | 
untl | (3) 


der Gleichung der gegebenen Curve und ihrer Differentialgleichung, , u. 
* eliminiren, was mit dem vorher Geſagten uͤbereinſtimmt. 


III. Wir koͤnnen endlich auch die Evolvente als die Roulette anſehen, 
welche von einem, auf der Tangente ber gegebenen Evolute liegenden Punkte 
befchrieben wird, während diefe Tangerfte fich auf ber. Evolute waͤlzt. Nun 
ift aber die Polargleichung einer geraden Linie, wenn ber Anfangspunft auf 
ihr felbft angenommen wird, t = a, wo a eine conflante Größe und zwar 
der Winkel ift, den biefe Gerade mit ber Abſciſſenachſe bilde. Es ift dem; 


nach G = 0 ober = }, und bie Gleichung (8) des $. 128. teducirt 
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$. 132. fich, nach GSubftitution dieſes Werthes, auf f 
| v-AP+c-ruV 149, = =0. 


Eliminiren wir zwiſchen diefer Gleichung und der Gleichung (6) dee $. 128. 
dag u, fo kommt | 





vr = Sao), 


und wir haben, zur Auffindung der Differentialgleichung ber Roulette, d. i 
der Evolvente, zwifchen dieſer legten Gleichung, der Gleichung (7) des 
$. 128. und der gegebenen Gleichung ber Baſis oder Evolute, Die Groͤßen 


a,ßu. = zu eliminiren, was mit dem angegebenen Verfahren völlig über: . 


einftimmt, da bie fo eben genannten &feichungen mit ben Gleichungen (1) 
u. (2), identifch find. 

IV. Wir fönnen und aber auch, wenn wir die Evolvente als eine 
Roulette betrachten, der Gleichungen (3) u. (4) des $. 128. bedienen. Da 
nämlich bier die Länge ber Tangente, von dem Berührungspunfte an bie zu 
dem befchreibenden Punkte, an die Stelle des Bogens s ber rollenden Eurte 
fritt, une jene Länge offenbar gleich u ift, fo haben wir u = s; daher 


aud) @ = — wodurch die erwaͤhnten Gleichungen (3) u. (4) ſich auf 
x u nd y_= p—:* (4) 
reduciren. Drücken wir nun 4 und auch s, oder den Bogen der gegebenen 
Curve, dur) @ aus, fo bilden die Gleichungen (4) ein Gleichungsſyſtem, 
durch welches die gefuchte Evolvente dargeftellt wird, und woraus noch « 
eliminirt werden muß, wenn dieſe Eurve durch eine einzige Gleichung auf 
gedrückt werden fol. 

V. Welches Verfahren man auc) wählen mag, fo ift Klar, daß die 
Gleichung der Evolvente eine durch Integration bineingefommene willfürliche 
Conſtante enthalten wird, der man unbegrenzt viele .Werthe beilegen kann. 
Zu einer gegebenen Evolute gehören demnach unzaͤhlig viele Evolventen, 
welche aber ſaͤmmtlich einander parallel find ($. 92. u. 93.). 


Aufgabe [245]. Die Evolvente einer Parabel zweiten Grades 


zu finden. 
Es 
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Es ſey ber Parameter ber Parabel gleich k, dann iſt bie Gleichung $. 132. 
diefer Curve 


Bp= Ta: 
und 7 ap -7 . Die Brian (2) u. (3) find baher im gegenwärti- 


gen Falle, wenn wir @ * I Hurch p bezeichnen, 


—— ⸗0, 
2op+k =0, 
und die Elimination von «@ giebt 
4p’ytApı+k=0. 
‚Um Biefe Differentialgleichung gu integriven, loͤſen wir fie nach yauf, und 
erhalten 


— _ı_ 
a BEE 
Differentilren wir nun nach x, fo kommt 
_ 1 k \dp 
m +6 — 


oder 

dp p(l+p)  2p’(i-p) 
Diefe Differentialgleihung kann wie diejenige in $. 122. (Aufg. 212.) in- 
tegrire werden. Wir fönnen aber auch auf folgende etwas abgeänderte 
Meife verfahren. Wir fegen nämlich x — Pv und beflimmen v fo, daß, 


wenn P als conſtant angefehen wird, der Ausdruck Pv bie Gleichung 3 = 

x ec. . . ⸗ ⸗ . 
— befriedige. Fuͤhren wir dieſe Subſtitution aus, indem wir zu⸗ 
Pv 1 dr 


dv " — 
gleich 7, — —— = fegen, fo fommt P-- * rim de 3* 


TA5 und nun durch m. logv = —= lg-— Vor oder v= 


p(l-+-p 


. Mir haben alſo x = 





‚, und jet betrachten wir P als 
40 


DE 
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- 6.132. eine Function von p, die wir fo beſtimmen, daß ber eben angegebene Aus⸗ 
druck von x, bie zu integritende Gleichung befriedige. Zu dem Ende feßen 
wir x = Pr und demgemäg 3X Fr = + in jene Gleichung, und 
erhalten | 


Das erfte Glied des erften Theils dieſer Gleichung hebt fich aber mit dem erften 
Gliede des zweiten Theilg, wenn wir für v ben verber gefundenen Ausdruck 


fegen, und daher rebucirt fich die Gleichung auf * er ‚ oder, 
nach jener Subftitutioh, auf 
BE 
dp  2ZpyYirp 
woraus fich durch Sintegration 
= Mar _ u IL ic 
ergiebt. Wir haben alfo, da x = v.P, 
x —1 } 
—— *— lo C 
’=7n Were + 


und 
4p aypäpıtk — =0, 
zwei Gleichungen, welche burch Elimination von p bie Gleichung der ge 
fuchten Evolvente geben. 
Wir tollen und noch überzeugen, daß bie Sleichungen (4) zu demſel⸗ 
ben Reſultate führen. 





dR Ver +4a? ds 
Da = 2 nV 
pe 
= = ae —; ferner ift, zufolge der Aufgabe 191] in $. 116, 


wenn wir « u. * für das dortige x u. p ſetzen, 
2 
= TR ET, 


Die Subftitution diefer Ausdrüde in die Gleichungen (4) giebt 


[4 
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k?  f, 2er Vi Ie  4C 
le — [— 





— 1 — ——— —— 
TAT yore 
ka 20 VxRMAG IC 
2Vk? +4 


und das Syſtem diefer beiden Gleichungen drückt die gefuchte Evolvente 
aus. Daß aber die Elimination von «& zwifchen diefen beiden Gleichungen 
diefelbe Gleichung in x u. y giebt als bie Elimination von p zwiſchen den 
beiden vorher gefundenen, erhellet auf folgende Weile. Climiniren wir ben 
in den Parentheſen eingefchloffenen Ausdruck, fo ergiebt fich 


k 
s=jerz, 


$. 132. 


und fegen wir hierin und in der erfien Gleichung des Syſtems «= — x | 


fo finden wir 
4p eurer =6, 
„-_i__b_ (Er! pP—1 +E) 
| 4p- 
zwei Gleichungen, welche mit den oben angegebenen übereinftimmen, wenn 


wie bie willlurliche Conſtante °C in C verwandeln 


Aufgsbe [246]. Die fEvolvente einer XTeilifchen Parabel zu 
nen. 


Ans der Gleichung biefer Curve A — kai ($. 58. &. 6) finden wir 


d ds — d Vv44+-9k?« . 
* = 3kof; 78 VIAα; 28 => 7 ferner iſt, zufolge 


der Aufgabe C191] in $. 116., wenn wir « u. k für das dortige x u. p 
ſetzen, s = m ——(4+9ka)i+-C. Durch Subſtitution biefer Ausdruͤcke 
in bie Gleichungen (4) ergiebt fich 


8 2C 
IXX 1 CD (EEE LU 0 
. m TR For l 
y 4 S3Ckat 


D) Je ’ 
und das Spftem dieſer beiben Gleichungen druͤckt bie gefuchte Eoolvente aus. 
40 * 





6. 132. 


Die Elimination von « iſt in dem befondern Galle, in welchem C — 0 
geſetzt wird, fehr Teiche und giebt 


16 8 
"RE — zw) 
alfo eine Parabel seiten Grabe, was mit dem Refultate in $. 88. (Auf 


gabe 145. I.) übereinftimme. 


Aufgaben, weldhe auf Differentialgleihungen höherer 
Drdnungen führen. 


. 133. 

Aufgabe [247]. Es foll diejenige Curve gefunden werden, an 
welcher die von einem beftimmten Punkte anfangenden Bogen mit den 
Stuͤcken der Ordinatenachſe, welche durch die Tangenten in den End: 
punkten diefer Bogen abgefchnitten werden, in einem gegebenen Dex 
bältniffe fteben. 

Es feyen x, y die rechtwinkligen Eoordinaten der gefuchten Curve, und 
= = p. Die Tangente in einem Punkte xy diefer Curve fchneibet von 
der Drdinatenachfe ein Stück ab, welches = y—px ift ($. 71. Aufg. 114, 
wo, in dem Ausbrude von AT, x u. y mit’einander gu vertaufchen find). 
Da nun der Bogen s = SVl-++p?.ds-+C, fo haben wir, win L:n 
das gegebene Verhältniß ift, 

n{/VI+p.k+C} = y—p. 
Differentiiren wir dieſe Gleichung, um fie von dem Integralzeichen zu bes 
freien, fo haben wir 
nYl-+-p? = in, (1) 
als zweite Diffentialgleichung der gefuchten Curve. Diefer geben wir bie 
Tom 
n dx 1 


ı® Vire 


' 
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und finden dann durch Integration | 
nlog — — bg fp+Vi+p} ı 





alfo 
“ = p+li+p ı 
1 
woraus ſich 
dy x" x“ 
—- I _ ı!2 _I2_ 2 
Ph <=} VW 


ergiebt. Integriren wir dieſe Gleichung, fo kommt | 
ir l—n 
al. ___ — tt 3 
rd — GCVC.I 8 
welches die Sleihung der gefuchten Eurve ift. 

Zur Beſtimmung der beiden Conftanten dient die Bedingung, daß die 
Eurve durch den gegebenen Punkt gehen foll, und daß fich die Bogen in 
diefem Punkte anfangen ſollen. Begeichnen wir bie Coorbinaten beffelben 
durch a und b, fo haben wir, zufolge der gefundenen Gleichung (3), erſtens 

ats i—n 
b-+C, = _ —ı |; 4 
ru He user} ? ( 
und, da bie Tangente im Anfangspunfte ab der Bogen durch den Anfangs⸗ 
punft der Orbinatenachfe gehen, alfo, für x = a und y == b, der Aus 
druck y-px=0 feyn muß, in Solge der Gleichung (2), 
l+n : ln 
b—_ı! I — — <—} —0. (5 
H C CC” 
Die beiden Gleichungen (4) u. (5) reichen hin, C, und C, zu beftimmen. 
Liegt 5. DB. der Anfangspunft dee Bogen auf ber Freue und ift alfo 
ıi—n 
b = 0, fo rebueirt fich die Gleichung (5) auf - — burn 0 und 
giebt C, — a, vermittelft welchen Werthes wir ns ber Gleichung (4) 


G = — erhalten. Die Gleichung (3) ift alfo in biefem Falle 


+ 1 (2) (2) "} 
Ira_-T 7 3a 1-+n "ı1—n\a j 
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Wenn n = HI if; geht die Gleichung (3) in 
y+G, = Hl, Char 
über. 


Aufgabe [248]. Es fol die Eurve gefunden werden, an welder 
die Slächenftäde, welche von den, in einem gegebenen Punkte anfan 
genden Bogen, von der fenkrechten Ordinate diefes Anfangspunktes der 
Bogen, von derjenigen ihres Endpunftes und von der Abfciffenachfe 
begrenzt werden, zu den Dreieden, welche die Ordinate, die Tangente 
und die Subtangente des $Endpunftes jener Bogen bilden, in einem 
gegebenen Verhaͤltniſſe fleben. 


Wenn x, y die rechtwinfligen Koordinaten der gefüchten Curve und 
7 —=p if, fo wird das genannte Flaͤchenſtuͤck allgemein durch S = 
frü+Cı die Subtangente durch — und daher das genannte Dreiec 
burch I ausgedrut Iſt nun 1 : nn das gegebene Verhaͤltniß, fo fe 
ben * 
2 
— * (6) 


Um dieſe Gleichung von dem Integrationszeichen gu befreien, differentiiren 
wir fie, und erhalten 


oder 


yd_ 
* dx 
als zweite — der geſuchten Curve. Um dieſe gu integriren, 
ſeben wir A = ober SP ayP für =, woraus fich 


—— oder 


ergiebt, und erhalten nunmehr 
gCp = XAl—ı)ogy bt Cp - y M 








YO) dp dx %e-1) 
Es iſt alſo p ee "x folglich 57 Cy ‚ woraus mie $. 138. 
derum durch Integration . | 
x a, 
+Ga= 20 — 


oder wenn wir bie Conſtante C, für u J ſetzen, 


+, ⸗ Cy (8) 
als Gleichung der geſuchten Curve folgt. 

Was nun die Beſtimmung ber beiden Conſtanten C, u. C, betrifft, 
fo erhalten wir ans der Bedingung, daß die Curve burch den gegebenen 
Punfe gehen fol, wenn a, b deſſen Eoorbinaten find, die Bedingungs⸗ 
gleichung 





a+C, = Ch”; (9) 
und da ber Ausdrud Sydx-+-C für x = a verfchwinden muß, indem Die 
von der Eurve begrenzten Slächenftücke, fich bei der Ordinate bes Punktes 
ab anfangen follen, fo muß auch, zufolge der Gleichung (6), der Ausdeuck 

in 


2 
25 für ı=a und y = b verfchtwinden, fo daß, weil p = I (7) 
ift, au -CB — 0 oder 
2) 

(n—1)C,b”" —= 0 (10) 
feyn muß. Die beiden Eonftanten C, und C, wären nun aus ben Blei- 
chungen (9) u. (10) zu beftimmen. Es giebt aber die Gleichung (10) 
entweder C, = 0 oder b = 0, und wollten wir C, = 0 ſetzen, fo 
würde die Gleichung (8) der Eurve s+-C, = 0 feyn, wodurch eine ber 
Drdinatenachfe parallele Gerade ausgedruͤckt wird, an welcher ſolche Flaͤ⸗ 
chenftücke und Dreiecke, als in der Aufgabe vorausgeſetzt worden, im eigents 
lichen Sinne nicht eriftiren. Iſt aber b = 0, dag heißt, liegt der gege: 
bene Punkt in der Adfeiffenachfe, fo bleibt C, unbeſtimmt (wenn nicht etwa 
noch eine Bebingung hinzugefügt wird, als z. B. daß bie Eurve durch einen 
zweiten gegebenen Punkt gehe). Die Gleichung (9) aber rebucirt fih in 
biefem Sale auf 

a+0G,=0 oe ar, =o, 
je nachdem (2n —1) pofitiv ober negativ ift, d. i. je nachdem nz oder 
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6.133. n<! if. In dem erften Salle, wenn nämlih n>4, if al C. —=—.a, 


und die Gleichung ber gefuchten Curve für einen gegebenen, in der Abſciſſen⸗ 
achfe liegenden, Punkt, deſſen Abfciffe gleich a, 


ı- a+Cy , 


wodurch eine Parabel ausgebrückt wird. In dem zweiten Falle, wenn nam: 
lich n<1, ift aber C, — w , und da dieſer Werth nicht in bie Gleichung 
(8) fubftituire werben kann, fo giebt es für m<4 feine Eure, welche den 
Bedingungen ber Aufgabe genügt. Legen wir aber ber Eonflanten C, einen 
beliebigen Werth, z. B. k bei, fo ift 
x +k= — C,y 2n—1 
bie Gleichung der Eurve, und diefe hat, wie man leicht findet, die Abfcifien- 
achfe zur Aſymptote, fobald n<! iſt; die Zlächenräume nun, welche zwi⸗ 
fchen der Eurve, ihrer Afpmptote und irgend einer Ordinate liegen, ſtehen 
zu den von berfelben Orbinate und der zugehörigen Tangente und Subtan- 
gente gebildeten Dreiecken in dem gegebenen Verhälmiffe L:n. 
Wennn=z ift, erhalten wir durch integration, ftatt der Gleichung (8), 
xı+C, = Clogy , 
alfo eine logarithmiſche Linie (vergl. . 110. ©. 511.). 


$. 134. 
Aufgabe [249]. Die Eurve zu finden, deren Krummungsradius 
conſtant if. 


Es fey a die conftante Länge des Krummungaradius, x, y die recht 
winkligen Eoordinaten der gefuchten Curve und I — — p, fo haben win, 
zufolge des $. 83. (5. 10.), 


(1--p?) dx a 
_—-/ a woraus — = — — 
dp l dap A+pi' 
dx 
dy _ _dyd _ dı 





dy ___ap 
dp (1+p)} 
folgt. Durch Integration biefer beiden letzten Gleichungen finden wir nun 


\ 








und durch Elimination von p, 
y—-C)’+i—-C’=.ı. 

Die gefuchte Curve ift demnach ein Kreis, defien Radius gleich a ift. 

Aufgabe [250]. Die Curve zu finden, an welder der Kruͤm⸗ 
mungsradius eines jeden Punktes mit der Normale deffelben Punktes 
in einem gegebenen conftanten Verbältniffe ſteht. 

Mir erhalten, wenn n : 1 das gegebene Verhaͤltniß ift, die Begeichnung 
in der vorigen Aufgabe beibehaltend, aus ber gegebenen Bedingung unmit- 
telbar die Gleichung 








1-+p?)% — 
7 = nyV/i-+p? f 
dx. 
welche fich von felbft auf 
d 
7, = 1+p 
, dp _ dy dp „dp. . 
reducirt. Da num de "rdy — p ds ift, fo haben wir 
d 
AyP ay —=1-+p, 
woraus fich 
Ad __m_ 
ydp  I4+p* ' 
und durch integration / 
2 
logy = Indog HP , 
oder 
2 
Cy = 1+p? — 


ergiebt, welches die erſte Differentialgleichung der geſuchten Curve iſt. Hie⸗ 


_— 
raus erhalten wir p = Vcey-ı oder 


dx _ 1 
7 
CGy —l 





$. 134. 


$. 134. 
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air n n = —1 haben wir alfo 
a _y_ 
 VG—y? il 


und durd) Integration x VG, —yP-+C, oder 
„?’ri—C”=L, . 
Die gefuchte Curve ift alfo, fürn = —1, ein Kreis, deſſen Seitelpunf 
auf der Abfeiffenachfe liegt. - | 
Fuͤr n — +1 haben wir 


a“ _ 1 _ 
dy  Veor-1 ! 


und durch integration, nachdem wir ar für C, geſetzt haben, 
R 1 


x — GC, lg $y+VYyP —-C}} -+C, N 
ober auch 








Die gefuchte Curve ift alfo, für n +1, eine Settenlinie ($. 64. ©.5) 
Sürn = —2 haben mir | 


dı Yy y 


dy — * Veoy—y' 
und durch Integrafion, nachdem wir C, in 2C, verwandelt haben, 
(= Care(cos = AI) _yaCyy: . 

⸗ ıl _ 

Die gefuchte Curve ift alfo, fürn = —2, eine Eycloide ($. 66. ©. 4) 
Sira — +2 haben wir 

de __ 1 

day VGy—1ı il 





und durch Integration U 
x = SVCy-I+C, J 
1 


oder wenn wir für C, ſetzen und rational machen, 
1 
(«— CC)’ = 4C,(y—G)) .- 


— 5 — 
Die gefuchte Eurve ift alfo, für n = -+2, eine Parabel zweiten Grades, $. 134. 
in welcher die Leitlinie zur Abfeiffenachfe genommen ift. 


Aufgabe [251]. Es foll die Eurve gefunden werden, an welcher 
der Rrümmungsradius eines jeden Punktes zu demjenigen Stüde der 
Normale deffelben Punktes, weldhes von ihm und feiner Polsrfubnor: 
male begrenzt wird, in einem gegebenen conftanten Verhaͤltniſſe ſteht. 


Es fen mn: 1 das gegebene Verhaͤltniß, t u. u bie Polarcoordinaten der 
gefuchten Eurve und, der Kürze wegen, = = p, fo ift, zufolge der For: 
meln (16 in $. 71.) und (15 in $. 83.) und in Folge ber. Bedingung 
der Aufgabe, . 

2 28 
=, 
u?-+-2p?— ug 


dp du 


d 
woraus fi, wenn wir, da = du dt iſt, pgE B für SP - fegen, 


— ——— = a) 


ergiebt. Um dieſe Differentialgleichung zweiter Ordnung zu integriren, ſetzen 
ir p = uz und demgemaͤß 2 = tu, und erhalten 


A—n) (+2) +nuz = 0 (2) 


oder 
1 du n _E_ 


“ — — OD | , 


alſo durch Inrarain 


142 20-1) 
logu 3 Tv VL era * ober IF? = Cu” . (3) 


Diefelbe 8 2) verwandett ſich aber er wenn wir für uz wieder p, 


dı dıdt _dı 
und, da du ” = dt du * —— — , fuͤr u 2 alfo & ; ten, in 


man = =0b, 
eine Gleichung, der wir die Form 
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dt on 1 
dd n—1 i+7 
geben, und nun burch Integration 





0 14 = ——areltang = 2) 
finden, woraus 


(n—1)(t+C,) 


z tang ⸗ und 1422 = (4) 


| 1 
cos?" — 1) —S 
n 


folgt. Eliminiren wir 1-7’ eifiien den Gleichungen (3) u. (4) ſo er⸗ 
giebt ſich, wenn wir C, in cn „ verwandeln, 
= Ta RZDE+C) 


n 


als die Gleichung der gefuchten Curve. 
Wennn — +LI if, reducirt fich die Gleichung (1) auf 


= C, (5) 


d 1 
ep Et, 


woraus durch Sfntegration unmittelbar 
u du u 
log p = log C, oder Fr = C 
Loc: . . . . d 1 
folgt; und geben wir dieſer Differentialgleichung die Form Tr =c 
1 
ſo erhalten wir durch abermalige Integration = — oder 
2 1 
t 
um Ge: . 
Die gefuchte Eurve ift alfo, für n = +1, eine logarithmifche Spirale 
(Vergl. $. 85. Aufg. 142. VIIL) 
Für n = —1 haben wir aus der Gleichung (5), und wenn wir die 
Achfe, von welcher bie t angerechnet werden, fo legen, daß C. = 0 iſt, 
uꝰ cos2t = C,', 
oder in rechttwinfligen Coordinaten 
y-t’=-—C} . 
und die gefuchte Eurve ift alfo eine gleichfeitige Hyperbel. 
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Für n — +2 haben wir aus ber Gleichung (5) 
uteositt = C, oder. ucos’it = Aull-Fcost) = C} 
welches die Polargleichung der Parabel ift ($. 33. ©. 10). 
Sur n = —2 haben wir aus (5) 
wcost =, . 
Fuͤr n —= 1} haben wir aus (5) 
unlcoot =(C, oder u= 2roost, 
wenn wir GC, = = fegen, welches Die Volargleichung eines Kreifes iſt, 
für welche der Pol in der Peripherie diefes Kreifed liegt. 
Sur n = — haben wir aus (5) 
| u°cosdt —=C, - 
Für n = % haben wir aus (5). 
u”2cos2tt=(C, oder wW aꝰ cos2t, 


wenn wir C, = z feßen, welches die Polargleichung ber Eemniscate ift 
($. 62. ©. 3). | 
Fuͤr n — 3 haben wir aug (5) 
utcos4t = C, 
gr n= +2 haben wir aus (5) 
u-lcocjt =C, oder u= Ar(l-+cost) , 


wenn wir C? = * ſetzen, welches die Polargleichung der Cardioide iſt 
($. 61. ©. 6). | 


135. 

Aufgabe [252]. Es foll die Curve gefunden werden, an welcher 
der Rrümmungsradius eines jeden Punktes eine gegebene Sunction des 
Winkels iff, welchen diefer Kruͤmmungsradius mit der Ordinatenachſe 
bildet. 


Wir bezeichnen den Krummungsradius durch o, den Winkel, den er 
mit der Ordinatenachfe bildet, durch v, und es ſey p(v) die gegebene Func⸗ 
tion, fo daß wir haben 

oe=y(v). 
Da der Krümmungsradius eines Punktes mit defien Normalen zuſammen⸗ 
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$. 135. fällt, und dieſe mit ber Ordinatenachſe einen Winkel bildet, deflen trigono⸗ 
metrifche Tangente gleich = — p ift, fo haben wir 


’ tangv =p;5 
daher 
sinva —— cos v 

-\YiI>p ’ u Vi+p? 

und durch Differentiation - 
dp Er. dp 

„Er dx .__dv Pax dy dx 
cos = ; MRV— == —— = — . 





"& Ad+pmi 3 AaA+pi dA+p} 
Hieraus erhalten wir 


1 d _ (1-+p?)} .„ 1 dy__ A+p 
! 








cosv dv dp ? sinv dv ur. 
ds dx 
q 3 
oder, weil ir * = o iſt, 
ds 
= — = ocosv und =’ = o8sinv. (1) 
Subftituiren wir, aus der gegebenen Gleichung, y(v) für eo, fo kommt 
= = o(v).cosv und I — = g(v).sinv, 


und endlich durch Integration 
x+C, = /y(v).cov.dvr und y-rC, — S[pv).sinv.dv f 
ein Spftem’ zweier Gleichungen, welches die Curve ausdruͤckt, und aus wel: 
chem wir, durch Elimination von v, bie geſuchte Gleichung der Curve her⸗ 

ſtellen koͤnnen. 

1. Es ſoll die Curve gefunden werben, an twelcher der Kruͤmmungs⸗ 
rabdius o dem Winfel v proportional, und für welche daher 

0 — a7 
iſt. 
Hier haben wir p(v) = av, und daher 
x+C, = afv.cov.dv ; _ y+C = afv.cnv.dr, 
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d. i. " 6 135. 
x+C, = alcosv-Fv.sinv) ; y-+C, = alsinv—v.cosv).. | 

Das Syſtem diefer beiden Gleichungen druͤckt die gefuchte Curve aus. Der: 

legen wir den Anfangspunft der Coordinaten, indem wir x u. y refpecfive 

für x+-C, und y+C, fegen, und geben dann zu Polarcoordinaten ‚über, 

fo erhalten wir durch Divifion 

sin t t _8inv—v. cos v 


cost _cosvtv.sinv! 


woraus 
v(sinv.sint-}>cosv.cost) = sinv.cost— cosv.sint 
oder sin(v—t) = v.cos(v—t), daher tang(v—t) = v, und 
v—t = arctang =v) ober t= v—arcltang = v). 
Nehmen wir aber die Duabratfumme jener Gleichungen, fo fommt 


3_„23 
u’ = aꝰ aꝰvꝰ ö morudg v= — i 5; 
und fegen wir biefen Ausdruck in den ſo eben für t erhaltenen, fo er⸗ 


giebt fich 





t= —— _ rc tang = 





Hera) 


als Gleichung der gefuchten Curve, welche demnach eine Kreisevolvente ift 
($. 66. G. 2), was fich leicht Hätte vorherfehen laſſen. 
u. Es fol die Curve gefunden werden, für welche 
0 = acosv 
iſt. 

Da bier p(v) = acosv iſt, fo haben wir, wenn wir ben Anfangs⸗ 
punft ber x, y gehörig verlegen, oder, was auf baffelbe hinausläuft, C, 
und C, gleich Null fegen, 

x afcoev.dv ; y= afsinv.cosv.dv, 
d. i. 6 
x = jaf2vHsin2v} ; y=4afl—cos2v} | 
ein Syſtem zweier Gleichungen, welches mit dem Syſtem der Gleichungen 
(3) des $. 66. übereinftinmmt, wenn wir t für 2v fegen, und welches da⸗ 
ber eine Cycloide ausdrückt, deren erzeugender Kreis la zum Radius hat. 
III. Es fol die Eurve gefunden werben, für welche 


. und durch Elimination von v, 





iſt. 
Wir erhalten, da y(v) = * iſt, und indem wir C, — C, —0 


ſetzen, 
d. i. 


xs=afdıv ; y=aftangv.dv, 


x=av ; y= —alogcosv, 


x 
y= —alog cos — . 
IV. Es foll die Eurve gefunden werben, für welche 








o = alangv 
if 
Wir erhalten - 
52 
x=afsinvdv ,; y a —— ‚dv, 
d. i. 
,1 4in v 
x = —2008V |, = —asinv-+alog COS V ' 
und durch Elimination von v, 
y Ve—s tagte. 


Die gefuchte Eurve ift alfo bie in $. 120. betrachtete Tractorie ($. 12. 
G. 2). 

Aufgabe [253]. Es foll die Curve gefunden werden, an welder 
die in einem und demfelben Punkte ſich anfangenden Bogen eine gege 
bene Sunction des Winkels find, welchen die Normalen in den End: 
punften diefer Bogen mit einer und derfelben Normale bilden. 


Wir bezeichnen die Bogen durch s und die genannten Winkel durch v, 
und es ſey g(v) die gegebene Function, fo daß 
s = y(v) - 
ift. 
Nehmen wir den einen unveränderlichen. Schenfel der Winkel v zur 


Ordinatenachſe, fo ift, wie in der vorigen Aufgabe, 
c08V 








_ — — __P 
N Vi+p * Vi+p’ 
. V 2 
Mir haben aber auch ds = Vi-+p; de = I+pP — — I+p ; 
dx dy y p 
folglich 
— . V , 

und, wenn wir mit Z° multipficien, 

d d d ds 

* == cosv. 3 T = 8inV TI‘ (2) 
Nun Fönnen wir aus ber gegebenen Sleihung E I = = o(v) ab 
leiten, und diefen Ausdruck fubflituiren, wodurch fich 


d ) d y [) 
5 = g(v).cosv ; En = g(v).sinv, 
und durch Integration | 
x+C, = /yp(v).cosv. dv ; y+rC = fp(m).sinv.dv 
als dag Gleichungsſyſtem ergiebt, welches die Curve ausdruͤckt. 


1. Es fol die Eurve gefunden werden, an welcher die Bogen s den 
Winkeln v proportional find, und für welche daher 


s — av 
iſt. 


Da bier pr) = av, folglich ꝙ(0) = a, fo haben wir, die Con⸗ 

flanten C, = C, = 0 feßend, 
x = afosv.dv ; y= afsinv:dv 
oder 
x —masinv ';s y= —acosv, 
und durch Elimination von v 
„+ =». 

Es fommt alfo nur dem Kreife die Eigenfchaft zu, daß bie Bogen s ben 
Winfeln v proportional find. 

I. Es fol die Eurve gefunden werden, für welche die Gleichung 

s = av? 
Statt findet. 
41 





| 


6,13. 
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Da hier ꝙ(v) = av?, folglich ꝙ() = 2av, fo iſt 


x = 2afv.osv.dv 5 y= 2afv.sinv.dv, 


und daher, wie in (I) der vorigen Aufgabe, die gefuchte Curve die Evol⸗ 
vente des Kreifes, deſſen Radius gleich 2a iſt. 


III. Es fol die Curve gefunden twerben, für welche | 


s = asıinv 


Wir haben hier g(v) = asinv, folglich iſt p’(v) = acosv, daher 
x = afcooev.dv ; y = afsinv.cosvdv. 
Die Eurve ift alfo, wie in (II.) der vorigen Aufgabe, eine Cycloide, deren 
erzeugender Kreis den Radius 4a bat. 


IV. Es foll die Eurve gefunden werden, für welche 














s = alangv 
iſt. r 
Da hier pr) = atangv, alſo 6) = —— ı fo iſt 
1 
Ey Fear ı Ja * ! 
d. i 
— Lain v _ 
x = alog cosv I IT av 


Aus der erſten biefer beiden Gleichungen ergiebt fich 
1 0. 
ler): 


und dieſer Ausdruck, in bie zweite Gleichung gefeßt, giebt 


=yaa (e’ te ") . 
Die Eurve ift alfo eine Kettenlinie ($. 64. ©: 5). 


Aufgabe [254]. Es foll die Eurve gefunden werden, an welcher 
der Rrüämmungsradius eines jeden Punktes eine gegebene Sunction des 
Dogens iff, der von diefem Punkte und einem feften Anfangspunfte 
begrenzt wird. 


Wir bezeichnen die Krümmungsrabien durch o, die Winkel, welche fie 





mit der Ordinatenachfe bilden, durch v, und bie Bogen durch s. Es fey 
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nun (8) die gegebene Function, fo baf 6. 135. 
| e = Yy6) 

bie gegebene Gleichung zwiſchen ꝙ u. s iſt. 

Zufolge der im ber Aufgabe [2527 gefundenen Gleichungen (1) ift 


dx _ ..dy 
IT Measv 5 T = g.cnv. 
Diefe Ausdrücke. feßen wir den Ausdruͤcken (2) in ber vorigen Aufgabe 
dx ds dy ds 
dv — dv C08V , dv = dr V 
gleich, und erhalten dadurch 
ds 
oem. (3) 
In Folge der gegebenen Gleichung haben wir daher 
d d 1 
= us) ‚ober I, = 5 A 
woraus wir durch integration 
1 
— 1] —- .ds 
ne 577 inte 


erhalten. Entwickeln wir, nad) vollgogener Sintegration, aus diefer Glei⸗ 
hung das s, fo ergiebt ſich eine Gleichung von der Form s = ylv), 
welche wir nach der vorigen Aufgabe behandeln, und badurch bie vollſtaͤndige 
Loͤſung der gegenwaͤrtigen erhalten koͤnnen. 

I. Es fol die Curve gefunden werden, an welcher bie Kruͤmmungs⸗ 
radien ben Bogen proportional find, und für welche baber 


oe = ns 
Hier ift we) —= ns; folglich 


1 1 
= fzürc, 
1 


 v= — log 7 , woraus s—= Ce” = dv). 


if. 


d. i. 


Es iſt demnach () = nCe“, und fomit 


x-+C, = nCfe".cosv.dv ; y+C, = nCfe".sinv.dv, 
41 * 





u 
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6.135. d. i, wenn wir bie auf ben Anfangepımft fich beziehenden Eonflanten C, = 
„= 0 fegen, 
__ nC(ncosv-H-sinv)e” — ___ nC(nsinv— cosv)e” 
= n?+1 En n’+-1 ‘ 


Trangformiren wir x u. y in Polarcoorbinaten, indem wir x = ucost 
und y = ueint feßen, fo ergiebe fich durch Divifion 


Nnsinv— coav 
si = ncosv-L-sinv Ber) ı 


wenn wir bie conftante Größe n = * ſetzen, und es iſt alsdann 


t — —M de v— tFAM u 
Nehmen wir bie Summe der transformirten Gleichungen, nachdem wir ihre 
beiden Theile quabrirt haben, fo kommt 
u — n?C’e" alſo u nCe”, 
und fegen wir hierin ben für t gefundenen Ausdruck; fo haben toir 
um nCertta ). 
Die geſuchte Curve iſt alſo eine logarithmiſche Spirale ($. 68. ©. 5). 
1. Es fol die Eurve gefunden werden, für welche 


07 6 = a? 


iſt. 
Wir erhalten aus dieſer gegebenen Gleichung e = Va’—s? = ws), 
und fomit 
1 
u Pr 
d. i. 





v= are| sin = )+C woraus s = asin(v—C) 


folgt. Legen wir die Drbinatenachfe der Normale im Anfangspunfte ber 
Bogen parallel, fo verfchwinden v und s zugleich und dam iſt = 0, 
wodurch fich die fo eben gefundene Gleichung auf s = asinv rebukirt. 
Die gefuchte Curve ift alfo, zufolge (ILL) der vorigen Aufgabe, eine Cy⸗ 
cloide. | 

II. Es foll die Eurve gefunden werben, für welche 


ao = 8’-ra? 
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Mir haben bier (le) = + und daher 
vo Fre .ds+C}, 
d. i. 
v= arc( tang = =)+C woraus s atang(v — C). 


Die geſuchte Curve iſt alſo, zufolge (1V.) ber vorigen Aufgabe, eine Ket⸗ 


tenlinie. 


$. 136. 
Aufgabe [255]. Die Relation, in welcher der Arümmungersdius 
e einer Eurve A mir dem Winkel v fiebt, unter weldhem die Normale 
die Abfeiffenachfe fehneider, ift gegeben. Es foll eine Relation zwiſchen 
dem Rrüämmungsradius g’ der Evolute A’ jener Eurve und dem Wins 
kel v’, unter weldhem die Normale der Eurve A’ die Ordinatenachſe 
fchneidet, gefunden werden. 


Es ſey 
e = HP) 
die Gleichung, welche die gegebene Relation ausdruͤckt. Wir begeichnen bie 
Bogen der Eurven A und A’ durch s und s’; und im Anfangepunfte a ber 
Bogen s ſey oe — c, fo iſt, wenn wir den Krümmungsmittelpunft a’ des 
Punftes a zum Anfangspunfte der Bogen s' nehmen ($. 117. G. 7), 
® —=0—cC, 


und daher durch Differentiation 


ds‘ _do 
dv dv’ 
Da aber offenbar v=,vif, wen die Eoordinaten rechtwinklig find, fo 
_dsdv _ds 
haben wir auch @ T — =]; daher E NEN Tr Wo 
ds’ _deo 
dvd 
Es ift aber auch ($. 135. ©. 3) 
52; 


folglich haben wir 


g. 135. 
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— ud, _ lei: 
e= = = = om; 
und, da v = v iſt, auch 
= gyiv), 
welches die verlangte Relation ift. 


Für die Evolute A” der Curve A’ ergiebt fi ſich hieraus, wenn e" u. v” 
die analogen Bedeutungen an ber Curve A" als o u. v an ber Curve A 


haben, und N = rn durch p’Cv) bezeichnet wird, - 


0" = gpW). 
Allgemein aber für die mte Evolute A, in der nun leicht verſtaͤndli⸗ 
chen Bezeichnung, 





oe” — Av 


@) , 
Iſt z. B. die Relation 
0 = atangv 
zwiſchen o u. v an ber Tractorie gegeben ($. 135. Aufg. 252. IV.), fo er: 
halten wir für die Evolute A’ diefer Eurve, melche eine Keftenlinie ift 
($ 120. Aufg. 205.), die Relation 
e = u u Bu 


c08 V 


für die Evolute A” der Kettenlinie aber bierans 


„ __ 2asinv 
i 008° v" 
u. ſ. f. 

Aufgabe [256]. Die Relation, in welcher der Kruͤmmungsradius 
e einer Curve A mit dem Winkel v ftebt, welchen dieſer mit der Ordi⸗ 
natenacdhfe bilder, iff gegeben. Es foll eine Relation zwifchen dem 
Brämmungsradius o, der Evolvente A, jener Eurve und dem Winkel 
v,, unter welchem diefer Kruͤmmungsradius die Abfciffenachfe ſchneidet, 
gefunden werden. 


Es fey 
e=W) 
die Gleichung, welche die gegebene Relation ausdruͤckt. Bezeichnen wir bie 
gefuchte Relation durch go, = Ylvı), fo erhalten wir aus ihr, zufolge der 
vorigen Aufgabe, e = pr). Segen wir biefen Ausdrud von o in bie 
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gegebene Gleichung, fo haben Ylv) = ww), alfe auch) lv) = ww) $. 186. 
oder, was daſſelbe iſt, — = ıuv,), woraus durch Integration 


6, = fun).dn-+C, 
‚ folgt, welche Gleichung die gefuchte Relation ausdrückt. 

Sur die Evolvente A, der Eurve A, ergiebt fich hieraus, wenn 02, Va 
die analogen Bedeutungen wie o, v haben, 


03 = ({Sy@d.dr+C}+C; f 
u. ſ. f. 

Es ſollen z. B. die Relationen ber Kruͤmmungsradien o und der Win⸗ 
fel v, an den auf einander folgenden Evolventen des Kreiſes gefunden 
werden. 

Wenn die Eurve A ein Kreis, defien Radius = a ift, fo haben wir 
offenbar 

e=a.. 
Daraus ergiebt ſich nun, zufolge des Obigen, nacheinander 
für die Evolvente A, des Kreiſes A! 01 = avı-+C, ı 
für die Evolvente A, der Eure A: 9 = Javꝰ +Cv+G, | 
für die Evolvente A, der Curve A, 0 =lav?+1C,vP+C,v5+G; | 

u. ſ. f. 

Beſtimmen wir die Conſtanten fo, daß bie Kruͤmmungsradien und die Bo 
gen zugleich verfchwinden, fo haben wir für die genannten Evolventen Die 
einfachen Relationen 


U] “ — 7 “ —— 1 33 . 
gs = 5; HB ma" ; (ma? 5; etc. 


$&. 197. 
Die Form der Gleichung einer Eurve in rechtwinkligen, ſchiefwinkligen 
oder Polar:Coordinaten hängt nicht von der Geftalt dieſer Curve allein, 
fondern auch von ihrer Lage in Beziehung auf die Coorbinatenachfen ab. 
Daher kann eine und bdiefelbe Curve, obgleich immer auf baffelbe Coordina- 
ten Spftem bezogen, durch Gleichungen von verfchiebener Form ausgedrückt 
werden. Sn $. 3. haben wir die Sormeln aufgefunden, durch welche bie 
FSormveränderung ber Gleichung einer Curve bewerkſtelligt werden kann. Von 
ben drei Eonftanten, welche in den Formeln für die Transformation von 
rechtwinkligen gu rechtwinkligen Coorbinaten vorkommen, beziehen fich zwei 
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$. 137. auf die Lage des Anfangspunftes der Eoorbinaten und eine auf bie Lage ber 


Abfeiffenachfe. 

Eine Gleichung ge = ylv) zwifchen dem Krümmungeradins einer 
Curve und dem Winfel, welchen er mit der Drbdinatenachfe bilder, kann ale 
eine Gleichung diefer Eurve betrachtet werden, denn einer folchen Gleichung 
entfpricht eine beftimmte Curve ($. 135. Aufg. 252.), und umgekehrt gehört 
zu jeder Eurve eine beftimmte Gleichung zwifchen oe und v. Die Form 
einer folchen Gleichung einer Eurve hängt aber ebenfalls nicht von der Ges 
ftalt der Eurve allein, fondern auch von ihrer Lage in Beziehung auf die 
Drbdinatenachfe ab, und es ift, wie man leicht einfieht, eine Eonftante vor: 
handen, welche dieſe Lage beftimmt. 

Auf Ähnliche Weife verhält es fich mit der Gleichung 0 = ıxs) einer 
Curve, welche die Relation des Krümmungshalbmeflerd o zu dem Bogen 
s dieſer Curve ausdrückt. 

Es laͤßt ſich aber fuͤr jede Curve eine Gleichung aufſtellen, welche dieſe 
Curve voͤllig unabhaͤngig von ihrer Lage in der Ebene ausdruͤckt, und zwar 
kann dies auf verſchiedene Weiſe geſchehen. Wir wollen hier nur eine die⸗ 
ſer Arten in Betrachtung ziehen. 

Zu einem jeden Punkte a einer gegebenen Curve gehoͤrt ein beſtimmter 
Kruͤmmungsradius o, deſſen Endpunkt a’ ein Punkt ihrer Evolute iſt, und 
dieſer Punkt a’ der Evolute hat wiederum einen ebenfalls beſtimmten Kruͤm⸗ 
mungsradius ꝙ. Da nun dieſe Kruͤmmungsradien o u. o' immer dieſelben 
find, twelche Lage bie Eurve auch haben mag, fo wird eine Gleichung zwi⸗ 
fhen o und e’ die Curve völlig unabhängig von ihrer Lage ausdruͤcken *). 

Wir werden hierdurch zu den beiden folgenden Aufgaben geführt. 

Aufgabe [257]. Die Gleihung einer Emve in rechtwinfligen 
Coordinaten iff gegeben. Es foll die Gleichung derfelben Curve zwis 
fhen ihrem Brämmungsradius g und dem Brümmungsradius g' ihrer 
Evolute gefunden werden. 


Es ſeyen x, y die rechtwinkligen Coordinaten der Curve, deren Glei⸗ 
chung gegeben iſt, @, 4 die auf dieſelben Achſen baoxenen Loortinaten ihrer 


reſpective durch 


. d’ 
Evolute. Wir begeichnen, der Kürze wegen, 7, 7,5 ı 8 


pı I F 


*) Diefe Befimmungsart der Eurven ift zuerft von H. Gergonne in den An- 
nales de math. p. et a., T. IV., gegeben worden. 
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Die Größen a, A und o find, sufolge bes 8. 83. (G. 5, 6, 7), durch 6. 137. 
die Gleichungen 





O - (1) 
g—-Apt+a&-e) =0, (2) 
G-Aga+r1rP=0, (3) 

gegeben, und zwar ift hieraus ($. 83. F. 10) 
- Er. (4) 

Serner iſt ähnlicherweife 

(1+ an) 

ee = 373 —. (5) 
* | 


In Folge der gegebenen Sleichung der Eurve und der Gleichungen (1, 2, 
3) find von den fünf Größen 0, x, y, a, P je vier Functionen der fünf: 
ten unabhängigen. Wählen wir x zu dieſer unabhängigen Größe, und bif: 
ferentiiren die Gleichung (2) nad) x, fo kommt 
d d 
(7 -Aa+1+} pr =0, 
welche Gleichung fich, in Folge von (3), auf 


rebucirt, woraus ſich a8 
1 


ergiebt (vergl. $. 87.). Differentiiren wir die Gleichung (3) nad) x, fo 
erhalten wir 


(G-Ar+3 0 =0, (8) 
und, wenn wir zwifchen (3) und (8) (y— P) eliminiren, 
Br —a+pI— gt = =. (9) 
Aus der Sleihung (7) aber erhalten wir durch Differentiation 
mad alſo u (10) 


dx 
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. 137. Seßen wir den Ausdruck von T welcher fi) aus (9) ergiebt, und, zu: 


folge (7), — — n für zz a in die Gleichung (10), fo fommt 
Er — — —. 
da? 3pq - p?)r}p® 

Die Subſtitution der Ausdruͤcke (7) u. (11) in die Formel (5) giebt uns 

endlich 


(11) 


ı_ 2 3 
—E Ber Are . (12) 
Da nun die Gleichung der Curve in x u. y gegeben ift, fo laſſen ſich p, 
q ur, alfo auch, vermittelft ber Formeln (4) u. (12), eo u. ꝙ durch x 
ausdrücken, und durch Elimination von x läßt fi dann eine Gleichung 
zwiſchen ꝙ und o’ barfiellen, welche bie verlangte ift. 
Es ift noch zu bemerken, daß flatt der Gleichung (12) auch die Glei⸗ 
"dung 900? 
’ —(1 ? 
angewendet werben Tann, welche aus ben Gleichungen (4) u. (12) folgt. 
Aufgabe [258]. Die Gleichung einer Curve zwiſchen ihrem Kruͤm⸗ 
mungsradius g und demjenigen ihrer $Evolute eo’ iff gegeben. Es foll 
die Gleichung diefer Eurve in rechtwinfligen Coordinsten gefunden 
werden. 


Es ſey w(o,o') = 0 die gegebene Gleichung zwifchen den Kruͤmmungs⸗ 
rabien. Segen wir in biefe Gleichung die in ber vorigen Aufgabe angege: 
benen Ausdrüde (4) u. (12) für g und eo’, fo erhalten wir eine Differen- 
tialgleichung britter Ordnung in p, q, r, telche integrirt bie verlangte 
Gleichung der Curve in rechtwinkfligen Coordinaten giebt. Die drei in bie 
gefuchte Gleichung eintretenden Conftanten beziehen fich auf die Lage der 
Curve oder, was daſſelbe ift, auf bie Lage der Coordinatenachfen. 

In Betreff diefer integration bemerken wir im Allgemeinen Folgendes. 

Wenn oe’ fi) aus der gegebenen Gleichung leicht entwickeln läßt, fo 
dag wir 

0 = f(e) 
baben, fo Eönnen wir folgendermaßen verfahren. Es it, zufolge der Glei⸗ 
chung (4), — 
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_ Ad ap 6. 137. 
q . 
und hieraus ergeht ſich, durch ie are. 
2 a __ 2 —(A 
2 — 3pg’(I-H-p ö Hp’ _ JIpg? r HP qypyi. 
Eliminiren wir den zwifchen den Klammern ftehenden Ausdruck vermittelt 
der Gleichung (13), fo erhalten wir 


dx 
VipPr = 
' | dee 
oder, weil 0 = f(e), 
Vizpia_o, 
de fe 


und, wenn wir integeiren, und bemerfen, bag /VI-+-p?’.dx = s, 


0 
— I ——d 
" So e+Cı 


eine Gleichung, welche den Bogen der gefuchten Eurve durch ihren Kruͤm⸗ 
mungsrabius ausdrückt. Hierdurch ift Die Aufgabe auf die fchon gelöfte 
Aufgabe [254] in $. 135. zurückgeführt. 

Zu demſelben Refultate können wir auch, ohne ung auf bie vorige 
Aufgabe zu fügen, auf folgende einfache Weife gelangen. 


Zufolge $. 135. (G. 3) ift, wenn mir bie dort erklärte e Vejeichnung 
beibehalten, > 


ds de 
ie” und = ww?’ 
auch iz — 1, und, nah (5. 117. G. 6) e-V 4% = 


nn woraus “ —1 folgt. Nun giebt die Divifion der zuerft angege- 
benen Gleichungen 
0 ds dv’ “ds dv' 


0 dvds “ ds dv 
Folglich if 
0 ds __ ds do 


Ä 0 ds’ — ds’ ! 
und fomit 





(2 _ds 
e de’ 
oder, in Folge der gegebenen Gleichung, e' = f(e), In = 55 woraus 


— e do-+C 
i No 
wie oben. 


. 138. 
Die folgenden Aufgaben enthalten einige Beifpiele zu den vorherge⸗ 
henden. 
Aufgabe [259]. Die Gleichung der Kettenlinie zwiſchen den 
Brümmungsradien og und e' zu finden. 


Aus der Gleichung diefer Eurve ($. 64. G. 5) 


y„- Imle "te ”) 
erhalten wir nad) einander 


— ET) 
— 2 1* z.\e +e > 


r= lee =) . 


2 
Daraus folgt q = 7 r= nr und I+-p’= * und wenn wir dieſe 
Ausdruͤcke in die Gleichungen (4 u. 13) des vorigen $. ſetzen, 
2 
e = * ; ge =. 
Hieraus ergiebt fich wieder 
2— — 
VY — mp > p = 2 ) ! 
und durch Subſtitution dieſer Ausdruͤcke in IL+-p? = * 
40° = mid’ Ho} ı 
welches die verlangte Gleichung if. 


Zu demſelben Nefultate gelangen wir, wenn wir in den zu Ende der 
255 ften Aufgabe angegebenen Gleichungen, welche die Relation der Krüm: 
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mungsrabien o’ u. e" der Kettenlinie und ihrer Evolute zu ben Winkeln v’ 6. 138. 
u. v" ausdruͤcken, € = 0,0" = g und v" —= v = v feßen, und dieſe 
Größe v eliminiren. 


Aufgabe [260]. Die Gleichungen derjenigen Eurven in rechtwind; 
ligen Eoordinsten zu finden, welche durch die Bleichungen 


e=2, (I) 
— * — ag"! j Zu (II) 
20 = (era, (III) 
a?0'?--b?o? = 32h? (IV) 


zwifchen den Kruͤmmungsradien g u. e gegeben find. 


I. Sür die erfte Gleichung ift ((0) = ag, daher zufolge bed zu Ende 
des vorigen $. gefundenen Ausdrucks 


= (% der s—= HC. 
a a 


Setzen wir die Eonftante GC = 0, wodurch die Geftalt der Curve nicht 
particularifirt, fondern nur der Anfangspunft ber Bogen s fo beftimmt wird, 
daß die Bogen und Krümmungsrabien zugleich verfchwinden, fo haben mir 

o = a. Die Bogen find alfo den Krümmungsradien proportional, und - 
die Curve, zufolge der Aufgabe [254, J.] im $. 135., eine logarithmifche 
— 


— 


. Fuͤr die zweite Gleichung ift ((0) = a" ”, », baber 











A at 
n n a 
"= a —: 
a" (n-+1)a” 
su ı n 
woraus e = (+) attt — aus) folgt. 
Nun finden wir, nach $. 135., Aufg. 254., 
1 n41 Hl nor en 
le — TE, 


wenn wir, tie bei ber erften integration, feine Conſtante hinzufügen, too: 
durch, wie man leicht einficeht, nur Lie Lage der Curve gegen bie Drbinaten- 
achfe particularifirt wird. Entwickeln wir s, fo fommt 


6. 138. 
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' re 
s=H+nm 7 0) ı 
und durch Differentiation gXv) = — . Wir haben alfo, zufolge $. 135. 
(Aufg. 253.), 
x = [y(v).cosv.dv = * ve. cosv.dv, 


y=/Yp(v).sinv.dv = = vasinv.dv, 
wenn wir bie, den Anfangepunft der Eoorbinaten beftimmenden, Conftanten 
C, u. C, gleich Null fegen, und nach volführter integration 
x = M.sinv--N.cosv | 
y= N,sinv—M.cosv 
als dasjenige Gleichungsfnftem, welches die Curve in rechtwinfligen Coorbi- 
naten ausdrückt, und Morin 


M= {vn —I)v* en —l a —2)(n — 3" — etc} , 
N= {1 (0-1) (0-2) — 0-1) (0-2) (3) (04)v"’-etc} , 


zwei Ausdrücke, Die gefchloffen find, wenn n eine ganze und pofitive Zahl iſt. 
Fuͤr n — 1iſt z. B. M av und N= a, daher 
x acv. sin Pcosv),; y = alsinv—v.cosv), 


ein Gleichungsſyſtem, welches mit dem in $. 135. (Aufg. 252, I.) gefun⸗ 
denen übereinftimmt, und die Gleichung 0’ —= a druͤckt alfo eine Kreisevol⸗ 
vente aus, was auch ohne alle Rechnung von vorn herein Flar if. 


2 2 
I. Sur die dritte Gleichung iſt f(o) = g daher 


s — — de —= zalog(o’-+a°), 
wenn wir feine Conftante hinzufügen, und woraus 


. = VE. = us) 


folgt. Hieraus finden wir, nach $. 135., - 


“ = —8 = [7 — 








e" — 2? n 
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Um die integration zu bewirken, fegen wir e' = z, und erhalten dann $. 138. 
leicht 


V — arc( cos = ae *) . 
Hieraus ziehen wir 
= —ale — = m), 


und durch Differentiation g(v) = a.tangv. Wir haben alfo, zufolge des 
$. 135., 


xm=afsinvd ;„ y=a * 


woraus fich, wie in $. 135. (Aufg. 252., IV.), ergiebt, daß bie durch die 
Gleichung (III) ausgedruͤckte Curve bie in $. 120. betrachtete Tractorie iſt. 


IV. Fuͤr bie vierte Gleichung ift ((0) = ya daher 


und wenn wir die Conſtante C fo beſtimmen, daß s und o zugleich ver⸗ 
2 
ſchwinden, s = — * aꝰ — 0? , woraus 
V2a?bs — b?s? 
a 


folgt. Zufolge bes $. 135. ift nun 


v = [de = Ve = are (cos = (1-2): 
ıu(5) V2a?bs — b?s 


wo Feine Eonftante hinzuzufügen ift, wenn v und s gugleich verſchwinden 
foffen. Hieraus ziehen wir 


= wi(s) 


a a@® bb 
—= er ea = pv), 


und durch Differentiation yv) = aein . Wir haben alfo, zufolge 
$. 135., wenn wir die Eonftanten gleich Null fegen, 


x = afein- v.coev.dv 5; y=.afein v.sinv.dv, 
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$. 138. oder, mag baffelbe iſt, 


1 * —V— 35 a dv, 


demnach 
— a? a—b a? a-+ 
a 77 ST Va I— 
a? .a—b a? . atb, 


I= 2a —b) a “Zar a 
ein Gleichungsſyſtem, durch welches die Curve (IV) in rechtwinfligen Coor⸗ 
dinaten ausgedruͤckt iſt. Gegen wir zur Vereinfachung 

_ Maar) , y— dra(a’-#+r) 








2Zd+r g (2a’+-r)? 
fo verwandeln fich die beiden gefundenen Gleichungen in 
_ , 2a’ „2a +r) 
> — (r-+a)cosz pr dcs — v, 





— 2a’ . 2a'’+-r) 
y- ——— — Dar v; 








. 2a 
oder, wenn wir noch v = - It fegen, in 
’ 
x = (r-+a)cost—a'cos m t, 
y= (r-Fa)sint—a'sin „2 t;, 





Da dieſe Gleichungen mit den Gleichungen (1) des $. 67. übereinflimmen, 
fo folgt, daß die durch die Gleichung 

220" +-b?0? — a?b? | (IV) 
ausgedruͤckte Eurve eine Epicycloide ift, wenn nämlich, a und b reelle, alfo 
a? und b? pofi tiee Irdlen find. Der Radius r der Baſis dieſer Epicy⸗ 


cloide iſt gleich j3 {md der Radius a’ des erzeugenben Kreiſes gleich 





. Wenn a=b iſt, wenn alfo bie Gleichung zwiſchen ben Krüms 


mungsrabien 

re (V) 

beißt, ſo fir und a —!a, und die Eurve ift alddann eine Cycloide. 
$. 139. 


IT 
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. 139. 

Aufgabe [261]. Die Bleichung einer Eurve A, zwifchen ihrem 
Brümmungsradius og und demjenigen g' ihrer Evolute A’ iſt gegeben. 
Es foll die Gleichung der Evolute A’ zwiſchen ihrem Kruͤmmungsra⸗ 
dins go’ und demjenigen g" ihrer Evolute-A” gefunden werden. 


Wenn v’ und v” die Winkel bedeuten, welche refpective bie Kruͤm⸗ 
mungsrabien o' und o’ mit der Ordinatenachſe bilden, und wenn s’ und s’ 
die Bogen ber Evoluten A’ und A” bezeichnen, fo haben wir ($. 135 u. 137.) 





„__ ds ı __ ds dv’ 1 
dr 7 BE BE Ze > Zu Zu = Zu 
e_ı. e_ 
wat amt 


Durch Divifion erhalten wir aus ben beiden erſten Gleichungen und ver: 
mittelft ber dritten 
0" _' ds’ dv _ ds’ dv ds’ 
0 dvd de de" di! 
und aus ben beiden legten Gleichungen folgt unmittelbar 
d ’ d ’ ds" 
Ze a ı alſo auch a; 
demnach iſt 
0" _ dp’ "u de’ 
| rer, a ZZ Zu (1) 
Wem nun o’ —= f(o) die gegebene Gleichung der Eurve A ift, fo erhalten 
wir aus ihr * = Din — fe), und folglich 


0” —— o'f'(e) . (2) 

Eliminiren wir o zwiſchen dieſer Gleichung und ber gegebenen, fo erhalten 
wir die verlangte Gleichung ber Eurve A” gwifchen 0” u. ed’. 

Wenn diefe Gleichung gefunden ift, fo laͤßt fich aus ihr diejenige Der 
Evolute A” der Eurve A” auf diefelbe Weife herleiten, u. ſ. f. 

Aufgabe [262]. Es follen die Bleichungen der Evoluten derje: 
nigen Eurven gefunden werden, welche in der 260ften Aufgabe ($. 138.) 
genannt worden find. 


I. Aus der Gleichung 


, ee = x | (1) 
42 


$. 139. 


/ 
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$. 139. der logarithmiſchen Spirale. A finden wir T — a, und es iſt daher bie 
Gleichung ihrer Evolute A’ (vor. Aufg.) 


” = ag’ N 
und, wie leicht eingufehen, allgemein bie Gleichung der aten Evolute AM 
ort) = — aß. 


une diefe Evoluten find alfo unter ſich und ber Spirale A gleich (vergl. 
$. 88. Aufg. 146., VIL). 
IL. Aug der Gleichung 
Po “ (U) 
— ._ — 1 
erhalten wir 0= am und daher ? do 4 = as CB m—i . Es iſt 
alſo die Gleichung der Evolute A 
1 an 
n n—1l 7 
o — 2 ® 
oder 
ne 1 — — (n— 1)”-!a 0°? . 
Es iſt leicht eingufehen, daß der (n — I)ten Evolute ARD die Gleichung 
oe) — C zukommen wird, wenn n eine ganze und pofitive Zahl if. Dieſe 
Gleichung druͤckt aber offenbar eine Kreisevolvente aus; die Gleichung (II) 
ift daher diejenige der nten Evolvente des Kreifes. 
II. Aus der Gleichung 


a0 = o’+aR, | (UI) 
welche eine Tractorie ausdruͤckt, erhalten wir o = Vag'— a? , und daraus 


Ä 3 —⸗— — . Es iſt daher die Gleichung der Evolute A’: 0" = 
2Va0'— a? | 
—— .o' oder 


40” = aldo?-+o”) | 
wodurch alfo die Kettenlinie ausgebruͤckt wird $ 120. Aufs 205.), 
mit $. 138. (Aufg. 259.) uͤbereinſtimmt. 
IV. Aug der Gleichung 
a?0?+-b?0? — 2b, (IV) 
welche, unter der Vorausſetzung, daß a und b reue Groͤßen ſind, eine Epi⸗ 
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epeloide ausbrüct, ergiebt fih g = ZVE—7* und daher GB, — 


| dp 
— Es iſt alſo die Gleichung der Evolute A’: 
„_ bb 
— a 
oder 


ag”? +b?0? = — b, 
welcher wir bie Form der vorgelegten geben koͤnnen, indem wir — 
und b = a’ fegen, und dadurch 

a0" 4-b"o" — ah"? 
erhalten. Die Evolute A’ ift alfo wiederum eine Epicycloide, und zwar ift 
fie, wie man leicht einſchen wird, der Epicycloide A ähnlich (vergl. $. 88. 
Aufg. 146., VI.). 

Aufgabe [263]. Die Bleihung einer Eurve.A zwifchen ihrem 
Brüömmungsradius u und demjenigen g' ihrer Evolute A’ iſt gegeben. 
Es foll die Bleichung der Evolvente A, zwifchen ihrem Arümmungs: 
radius 9, und demjenigen g ihrer Evolute A gefunden werden. 

Vertauſchen wir in ber Gleichung (1) o, eo’ und oꝰ reſpective mit J 
0 und % N fo haben wir 


SL 


do _2 

‘ed 0 
Wenn nun 0' = = f(e) die gegebene Gleichung der Eure A ift, fo erhalten 
wir Kı _ f unb demnach durch Sintegration 


4 io 


= Sad rt 
als die Sleichung der Evolvente A,. 

Legen wir ber Eonftante C verfchiebene Werthe bei, fo drücken bie da: 
durch entfiehenden Gleichungen verfchiedene Evolventen ber Eurve A aus. 
Hieraus folgt, daß zwei Gleichungen 

Ffea+CG),e!=0 und Fi +C.),eof = 0, 
oder auch Ffle+-C,),ot = 0 und Ff(o-+-C,),e} = 0 zwei Eurven 
ausdrücken, welche, wenn fie gehörig gelegt werben, einander parallel find, 
was mit $. 92. übereinftimmt. 


“nn 


42 * 


-— — — — — 5 um [1 


$. 199. 


Seite 6. Seile 6. 
4. v. u. iſt Zig. 4. auf den Rand zu fegen. 


7. — 
12. — 8. 
13. — 10. 
35. — 15. 
61. — 16. 
9. — 3. 

246. — 16 
262. — 8. 
296. — 2. 
297. — 10. 
298. — 8 
405. — 10. 
460. — 6. 
469. — 5. 
474. — 6. 
543. — 8. 
576. — 4. 
597. — 2. 


v 
‚v9 fl. —— 


v 
v 
v. 
v. 6. f. ur LNP. 
v 
v 
v 
v 


Verbeſſerungen. 
v. 0. ſt. DM I. Dun. 


uf vH ya 


y" n 
»» en! nel - Mn. 


v. 0. fl. von t u. u find I. von t u. u und beren Penner einander 
gleich find. 
v. u. fl. (ay’Hbr He) |. errbrren. 
.o. ſt. CFI. CG. 
* L n(n+3) 
—. 
Lu. iſt — zu freien. ! 





.u. fl. sin?t |. sin?2t. | 
.uf.;—yl;p-y. 


ſt -yP+la=3) I a /@-yPra— a). 

ſt le -Yp+a-n} l. —A — — | 
ſt. IG. - 4.* (. - ei] l. (-)F(a-0)} . 
ſt 

ſt 


v. v. 
v. u. ſt. (x) I. p(a”).. 
v. o. ſt. lad I. als. 





Gedruckt bei A. W. Schade in Berlin. 
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